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AVVERTIMENTO. 
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la  questi  elementi  di  Calcolo  differenziale  e di  Calcolo 
integrale  , di  cui  fanno  anche  parte  il  Calcolo  delle  va- 
riazioni ed  il  Calcolo  delle  differenze  , abbiamo  seguilo 
(come  nella  prima  parte  di  quelli  pubblicati  nel  1813) 
il  metodo  degl ’ infinitamente  piccoli , che  dalla  piupparte 
dei  geometri  è tuttavia  riguardato  il  più  acconcio  a tra- 
durre in  equazione  quei  problemi  di  Geometria  e di  Mecca- 
nica , i quali  han  bisogno  di  un’  Analisi  superiore  all’alge- 
brica. Nel  tempo  stesso  però,  a fine  di  presentare  un  tal 
metodo  colla  dovuta  esattezza  , abbiam  fatto  dipendere  la 
ricerca  dei  differenziali  da  quella  del  limite  del  rapporto 
del  cambiamento  della  funzione  al  cambiamento  della  va- 
riabile : limite  la  cui  esistenza  è resa  lucidissima  per  la 
considerazione  delle  curve. 

Trovati  cosi  i differenziali , abbiam  potuto  in  molte  ap- 
plicazioni servirci  di  essi  col  principio  degl  infinitamente 
piccoli.  In  altre  applicazioni  poi  ci  siamo  servili  diretta- 
mente dei  coefficienti  differenziali , riguardandoli  però  sem- 
pre come  limiti  di  rapporti,  e non  già  come  funzioni  de- 
rivate dallo  sviluppo  di  altre  funzioni  in  serie  ; poiché  il 
metodo  dello  sviluppo  in  serie , detto  altrimenti  metodo 
delle  funzioni  derivate  , non  è tenuto  legittimo  ; e la 
piupparte  dei  geometri  si  accordano  in  riguardare  come 
sospette  le  dimostrazioni  e le  ricerche , dove  intervengono 
serie  non  prima  dimostrale  convergenti.  Partecipando  anche 
noi  a questo  avviso , abbiam  procurato  di  rendere  al  pos- 
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sibile  indipendenti  dalie  serie  di  Taylor  e di  Slirling  le 
applicazioni  dei  due  Calcoli  ; e Tacendo  talvolta  uso  di  tali 
serie  ( come  pur  conveniva  per  dimostrarne  la  utili  là  ) 
abbiamo  avuto  riguardo  alla  convergenza  di  esse,  o pure 
abbiam  procurato  di  eluderla  mediante  i così  delti  resti 
delle  medesime. 

N.  B.  / capitoli  c » n.'  segmti  coll'  asterisco  * si  possono 
tralasciare  in  un  primo  studio  di  questi  Elementi,  non  ostante 
che  siano  più  numerosi  che  non  erano  nella  precedente  edizione: 
il  che  può  farsi  ancora  di  varii  altri  n.'  , e di  alcuni  altri 
capitoli , se  tanto  esiga  lo  stalo  degli  allievi  , o la  durala  deì- 
V insegnamento. 
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lozioni  preliminari  sulle  luiizioni , le  differenze , i differenziali , 
i coefficienti  differenziali  o funzioni  derivate , e i limiti. 


CAPITOLO  I 


/Qn 

[ r i U * \ > ) 

V-  • vv>  V ! 


Delle  funzioni  e loro  diverse  specifC  v 

t-  L Algebra  comune  , o piu  veramente  quella  parte  del- 
1 Analisi  algebrica  che  dicesi  demeritare  , e che  da  alcuni  è 


anche  detta  Anatisi  o Algebra  dei  finiti  , insegna  sì  bene  a 
risolvere  T equazioni  , ma  non  sempre  basta  a rinvenirle.  Ic 
molti  casi  la  ricerca  dell'  equazioni  necessarie  alla  risoluzione 


dei  problemi  dipende  ancora  dall’ Analisi  differenziale  , o in- 
tegrale , detta  altrimenti  Analisi  o Calcolo  sublime , Calcolo  o 


Analisi  infinitesimale  o degl  infiniti , e con  più  verità  Calcolo 
o Teorica  delle  funzioni.  Quest’  altra  parte  dell’  Analisi  alge- 
brica introduce  all’  uopo  certe  quantità  ausiliarie  che  poi  scom- 
pariscono : esse  sono  dei  cangiamenti  che  si  attribuiscono  ad 
alcune  delle  quantità  cui  occorre  considerare , e quelli  che  ue 
risultano  in  altre  quantità  dipendenti  dalle  prime  ; e dallo 
Cale.  Diff.  1 
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studio  di  tali  cangiamenti  simultanei  , dai  loro  rapporti , e 
soprattutto  dai  valori  ai  quali  si  avvicinano  questi  rapporti 
secondo  clic  i cangiamenti  impiccioliscono,  I Analisi  anzidetto 
si  fa  strada  alla  ricerca  delle  richieste  equazioni.  Lo  sviluppa- 
mcnto  del  pensiero  espresso  come  in  germe  da  queste  poche 
parole  , costituisce  in  sostanza  quella  parte  dell’  Analisi  che 
prendiamo  ad  esporre. 

2.  Le  quantità  che  per  ipotesi  o per  la  natura  del  soggetto 
che  si  toglie  a discutere  , son  capaci  di  ammettere  cangiamenti 
arbitrariamente  piccoli  , si  dicono  variabili  ; e si  chiamano 
costanti  quelle  che  nel  tempo  stesso  restano  immutate.  D'or- 
dinario poi  le  costanti  si  dinotano  colle  prime  lettere  dell’al- 
fabeto , a , b , c , ...  , e le  variabili  colle  ultime  x , y , s ... 

Per  esempio , le  coordinate  di  una  linea  o di  una  superficie 
qualunque  sono  variabili  , e sono  costanti  gli  assi  c i para- 
metri della  linea  o della  superficie. 

3.  Le  quantità  variabili  si  distinguono  in  indipendenti  o 
principali , e dipendenti  o , come  proprio  suol  dirsi , funzioni 
delle  indipendenti. 

Variabili  indipendenti  son  quelle  che  infatti  non  dipendono 
nò  da  altre  quantità  nò  fra  loro  , cosicchò  possono  variare 
tutte  insieme  o parte  di  esse , o ciascuna  può  prendere  tutti 
i valori  della  sua  specie  da  — oo  sino  a +oo. 

Esempio  di  una  sola  variabile  indipendente  ò l’ascissa  di 
una  linea  ; e le  due  ascisse  di  una  superficie  sono  un  esempio 
di  più  variabili  indipendenti  considerate  insieme. 

Funzioni  poi  di  una  o più  variabili  indipendenti  son  quelle 
altre  variabili , i cui  valori  per  essere  determinali  è necessario 
e sufficiente  che  siano  tali  i valori  delle  indipendenti. 

Quindi , a cagion  di  esempio , per  ogni  linea  esistente  in 
un  piano,  una  delle  due  coordinate  ò funzione  dell’ altra;  e 
similmente  per  ogni  superficie  una  delle  tre  coordinate  ò fun- 
zione dell’ altre  due.  E se  fra  m indeterminate  x , y , z , ... 
si  abbia  un  numero  n di  equazioni  , minore  di  m ; m — n 
indeterminate  saranno  variabili  indipendenti , e l’altre  n saranno 
funzioni  delle  prime. 

4.  Per  indicare  una  funzione  non  individuata  di  x , senza 
altro  simbolo  di  quantità  eccetto  x , si  adopera  una  delle 
notazioni  , 

f{x)  , F[i r) , $(a?)  , <b(.r) , 4-(.t)  , 'f'(x)  . ecc. 
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La  parentesi  uon  serve  che  a distinguere  la  lettera  x la 
quale  dinota  una  quantità  , dalle  altre  f , F , $ , ecc.  che  tengon 
luogo  della  parola  funzione  e si  chiamano  caratteristiche. 

Perciò  , quando  si  vuole  indicare  che  una  variabile  detta  y 
è funzione  di  un’  altra  chiamala  x , si  eguaglia  y ad  una  delle 
notazioni  anzidetto  , scrivendo  • 

y=f(<*>)  , y=F[x)  , , ecc. 

In  queste  funzioni  si  suole  qualche  volta  , per  semplicità 
o per  meglio  curare  l'esattezza  tipografica  delle  formolo  , 
tralasciare  la  parentesi  e scrivere  semplicemente 

y=fx  , y=Fx  , y=$x  , ecc. 

5.  Similmente  , per  indicare  le  funzioni  di  due  o più  va- 
riabili senza  nuovi  simboli  di  variabili , si  scrive 

A(®  > y)  , F[x  , y)  , ecc.  f(x  ,y  , z)  , F[x,y,s),  ecc. 
si  dinotano  poi  con  altre  variabili  scrivendo 

z==f(x  , y)  , u=f(x  ,y,z),  ecc. 

6.  Le  funzioni  si  possono  distinguere  in  varie  classi  o spe- 

cie , sia  in  quanto  al  modo  di  dipendenza  dalle  loro  varia- 
bili , sia  in  quanto  agl'  infiniti  valnri  che  possono  prendere  , 
disposti  ordinatamente.  * 

Finche  la  dipendenza  di  una  funzione  dalle  sue  variabili  , 
quantunque  suscettibile  di  definizione  rigorosa , non  si  trova 
espressa  da  una  equazione  tra  l’una  e l’ altre,  nessuna  qua- 
lificazione potrebbe  aggiungersi  al  nome  di  fuuzione , tranne 
se  si  vuole,  quella  di  matematica. 

7.  Dato  poi  che  quella  dipendenza  sia  già  espressa  da  una 
equazione  , la  funzione  , che  allora  suol  dirsi  analitica  , sarà 
esplicita  o pure  implicita  rispetto  alle  sue  variabili  , secondo 
che  l’equazione  sarà  o no  risoluta  per  rapporto  alla  funzione 
riguardata  come  una  incognita  ; cosicché  per  esprimere  nel 
modo  il  più  generale  ( ed  acconcio  ancora  per  le  semplici 
funzioni  matematiche  ) che  y è funziono  esplicita  di  x , che  s 
è funzione  esplicita  di  x e y , ecc.  si  scriverà  come  sopra 

2/=s/(®)  , z=f(x  , y) , ecc. 
laddove  si  useranno  le  notazioni  , 

f(x , ;/)=<)  , l-\.r,y,z)= 0 , q>(jj,y,z,!f;=0  , CCC. 
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per  indicare  che  y è funzione  implicita  di  # , che  z è fun- 
zione implicita  di  x e y , ecc. 

8.  Ancora  : le  funzioni  analitiche  ( siano  esplicite  siano 
implicite  ) diconsi  algebriche  rispetto  alle  loro  variabili , quan- 
do l’ une  e l’ altre  nell’  espressioni  o nell’  equazioni  ove  son 
contenute  veggonsi  sottoposte  a sole  operazioni  di  algebra  , 
sotto  il  qual  nome  intendiamo  qui  l’ addizione , la  sottrazione , 
la  moltiplicazione,  la  divisione,  l’elevazione  a potenze  o l’e- 
strazione di  radici  di  grado  individualo  , e la  risoluzione  del- 
l’ equazioni.  In  ogni  altro  caso  le  funzioni  diconsi  trascendenti ; 
e però , quando  la  funzione , od  una  o più  delle  sue  variabili 
entrano  nella  formazione  di  un  esponente  , o si  trovano  affette 
da  un  esponente  irrazionale , o sono  sottoposte  ad  una  delle 
caratteristiche  log  , sen  , cos  , tan  , ecc.  are  sen , are  cos  , ecc. 
allora  la  funzione  si  reputa  trascendente  (a).  Queste  trascen- 
denti poi  : log  , sen  . ecc.  are  sen  . ecc.  e le  mentovate  quantità 
esponenziali , siccome  appartengono  a quella  che  ordinaria- 
mente dicesi  Analisi  algebrica , chiamansi  pur  esse  trascendenti 
ordinarie  o comuni , per  distinguerle  dalle  altre  senza  numero 
alle  quali  dà  origine  l’ Analisi  differenziale  o integrale. 

9.  Le  funzioni  algebriche  esplicite  sono  razionali  quando 
ninna  delle  variabili  è sottoposta,  a -segni  radicali  , irrazionali 
quando  una  o più  delle  variabili  si  trovano  soggette  a tali 
segni , intere  quando  non  vi  ha  denominatori  se  non  costanti , 
e fratte  quando  ve  ne  ha  dei  variabili.  Laonde,  per  giudicare 
a quale  delle  dette  specie  appartenga  una  data  funzione  alge- 
brica esplicita  , bisogna  metter  prima  in  evidenza  i radicali  e 
i denominatori  variabili , che  vi  si  possono  trovare  sotto  forma 
di  potenze  frazionarie  o negative , e ridurli  al  minor  numero 
colle  ovvie  regole. 

Simili  distinzioni  sarebbero  senza  oggetto  nelle  funzioni 
algebriche  implicite,  perchè  le  equazioni  di  cui  esse  sono  radici 
possono  sempre  liberarsi  da  radicali  e da  rotti. 


(a)  Una  quantità  si  dee  avere  per  trascendente  rispetto  ad  un’  altra 
non  individuata  , quando  ad  esprimere  il  valor  della  prima  con  indivi- 
duate operazioni  algebriche  da  eseguirsi  tra  la  seconda  e quantità  co- 
stanti , non  basta  un  numero  comunque  grande  di  tali  operazioni  Quindi , 
per  esempio  . n*  dee  riputarsi  quantità  trascendente  rispetto  a l>  non 
individuata  , c quantità  algebrica  rispetto  ad  a non  individuata.  E per 
questo  , x ' ti  novera  tra  le  funzioni  algebriche , ed  a'  fra  le  trascendenti. 
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* IO.  Dobbiamo  osservare, specialmente  riguardo  alle  funzioni 
implicite , che  una  funzione  analitica  è veramente  una  funzione 
sola  , quando  per  ogni  valore  della  sua  variabile  ( o per  ogni 
sistema  di  valori  delle  sue  variabili , se  queste  siano  più  di  una), 
prende  essa  stessa  un  valor  solo  ; e che  quando  essa  prende 
due  o più  valori  , devesi  stimare  equivalente  a due  o più 
funzioni  distinte.  Cosi  per  virtù  dell’  equazione  xya=x*-j~ay . 
la  y è in  verità  una  funzione  individuata  di  x , laddove  per 
effetto  dell'equazione  y* — 2a?y-|-o*=0  , la  y indica  ad  un 
tempo  due  distinte  funzioni  di  x : 

x+V' x* — a*  , x — V x* — a*  , 

difatti  la  sua  espressione  in  x ha  due  forme  distinte.  Nel  primo 
caso  la  funzione  dicesi  uniforme  ; e nel  secondo  chiamasi  bi- 
forme , triforme  , ecc.  secondo  il  numero  di  valori  che  ammette 
pei  singoli  valori , o sistemi  di  valori  delle  sue  variabili. 

*11.  Tutte  le  funzioni  razionali  di  x , egualmente  che  sen  x , 
cosai,  tana»,  ecc.  sono  dunque  uniformi.  Al  contrario  [/x, 
I */x , ecc.  son  funzioni  biformi , triformi , ecc.  e il  logaritmo  di  x , 
Ioga»,  rispetto  ad  una  base  qualunque,  dee  stimarsi  funzione 
infxniliforme  di  x , avendo  un  sol  valore  reale  quando  a»  sìa 
positivo  , e in  ogni  caso  infiniti  valori  immaginarii.  Infiniti- 
forme  ancora  devesi  stimare  ciascuna  delle  funzioni  are  sena», 
are  cosa» , ecc.  Nondimeno , se  i radicali  si  riguardino  come 
aventi  il  solo  valor  reale  ( quando  lo  ammettono  ) , e questo 
si  tenga  positivo  o pur  negativo  secondo  che  vengano  pre- 
ceduti dal  segno  + , o pure  dal  segno  — ; se  con  Ioga»  s’in- 
tenda il  solo  logaritmo  reale  del  numero  a?  supposto  positivo  ; e 
da  ultimo  se  i simboli  are  sen  a;  , are  cosa» , ecc.  si  suppongano 
dinotare  fra  tutti  gli  archi  aventi  x per  seno , coseno , ecc. 
quello  che  ha  il  minimo  valore  assoluto  , o ( se  questi  archi 
sono  eguali  e di  segni  contrarii)  quello  che  ha  il  minimo  valore 
positivo  ; potremo  considerare  come  uniforme  o individuata 
ogni  funzione  esplicita  appartenente  all’Analisi  algebrica,  (a) 


(a)  Il  signor  Cauchv  lia  proposto  di  indicare  gli  n valori  della  ra- 
» 

dice  »'"■•  di  x con  {{x)f,  tatti  i logaritmi  di  x con  log  ((x)) , e tutti  gli 
archi  aventi  x per  seno , coseno , ecc.  con  are  sen  ((x)) , arccos  ((*)) , ecc. 
Ma  questi  simboli  non  ancora  sono  stati  generalmente  adottati. 
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Or  noi  supponiamo  che  non  si  tratti  se  non  di  queste  fun- 
zioni in  lutto  ciò  che  aggiungiamo  qui  appresso  circa  la  loro 
classificazione. 

12.  Circa  le  funzioni  esplicite  di  una  variabile  sono  ancora 
da  osservarsi  quelle  che  si  dicono  inverse  1’ une  dell’ altre. 

Due  funzioni  esplicite  di  due  distinte  variabili  si  dicono 
inverse  una  dell’  altra  , quando  nascono  dal  risolvere  una 
medesima  equazione  tra  quelle  variabili , or  per  rapporto  ad 
una,  or  per  rapporto  all’altra. 

m n 

Per  esempio  ®”  ed  ym  sono  funzioni  inverso  mna  dell’al- 
tra , perchè  derivano  amendue  dalla  risoluzione  dell’equazio- 
ne y"=sxm  rispetto  ad  y,  e rispetto  ad  x.  È lo  stesso  della 
funzione  log®  nel  sistema  di  base  a , e della  funzione  av  la 
quale  nasce  dal  risolvere  per  rapporto  ad  x l’ equazione 
y=log®. 

Sono  parimente  funzioni  tra  loro  inverse  sen®  ed  are  sen  t/, 
cos®  ed  are cos y , tau®  ed  arctany  , ecc.  e in  generale 
l’espressione  della  ordinata  per  l’ascissa  e quella  dell'ascissa 
per  la  ordinata  , in  una  curva  qualunque.  Vedremo  a suo 
luogo  una  proprietà  notevole  delle  funzioni  che  sono  inverse 
una  dell’ altra,  (a) 

* 13.  Consideriamo  ora  le  funzioni  di  una  variabile  per  rap- 
porto ai  valori  che  prendono  corrispondentemente  ai  valori 
successivi  della  variabile. 

Una  funzione  f(x)  dicesi  continua  tra  due  valori  di  ® 
I .°  quando  per  ogni  valore  intermedio  a questi  due  prende 
un  valor  solo , finito  e reale  : il  che  importa  che  la  funzione  sia 
innanzi  tutto  uniforme;  2.°  quando  nel  passare  la  ® da  uno 
all’  altro  valore  , non  per  salti  ma  in  un  modo  successivo  , 
avviene  che  procedano  similmente  i valori  della  funzione. 
Mancando  una  di  queste  due  condizioni , la  funzione  dicesi 
discontinua. 

La  continuità  dell’  ordinala  di  una  curva  qualunque  è 
evidente  nei  singoli  rami  di  questa  curva  ; c dalle  teoriche 
dell’Algebra  si  desume  ancora  facilmente  che  le  funzioni  ra- 


ta) La  denominazione  di  funzioni  inverse  può  stimarsi  nata  da  elio 
in  una  data  equazione  tra  x ed  i / il  trovar  y essendo  data  x , e il 
trovar  x essendo  data  y sono  due  problemi,  uno  inverso  dell'altro. 
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zionali  e intere , composte  di  uu  numero  finito  di  termini , come 

a+6®  , a+boc+cx*  , a-f-6®+c®*-f-d®s  ( ccc 

son  tutte  continue  tra  x= — oo  ed  ®=-f* 00  • Possono  an- 
cora stimarsi  continue  le  funzioni  log®  ed  a*  quando  la 
base  a dei  logaritmi  e dell’esponenziale  è positiva,  la  prima 
funzione  tra  ®=0  ed  ®=-f-oo  , la  seconda  da  ®= — oo  sino 
ad  ®=+oo  ; e dalle  prime  nozioni  della  Trigonometria  è 
palese  che  almeno  fra  certi  limili  sono  ancora  continue  le 
finizioni  sen®  , cos®,  tan® , ecc.  del  pari  che  le  altre  arcsen®, 
arccos®  , are  tan®  , ecc. 

D’altra  parte  le  funzioni  frazionarie  , dove  la  variabile 
entra  nella  composizione  di  uno  o di  più  denominatori , pos- 
sono divenire  infinite  , e quindi  andar  soggette  a soluzione 
di  continuità  per  quei  valori  finiti  di  ® che  annullano  un 
denominatore.  E in  simil  modo  le  funzioni  irrazionali  (intere 
o fratte  che  si  vogliano  ) provano  soluzioni  di  continuità  per 
quei  valori  finiti  della  variabile  che  rendono  immaginario 
alcun  radicale  esistente  nella  funzione,  (a) 

* \ i.  Le  funzioni  analitiche  ammettono  ancora  , quanto  ai 
lor  valori , la  distinzione  in  funzioni  pari  e funzioni  dispari. 
Diconsi  funzioni  pari  di  ® quelle  che  rimangono  le  stesso  nel 

cangiamento  di  ® in  — ® , come  per  esempio  ®* , V'  1-f-®*,  ecc. 
tra  le  funzioni  algebriche;  e cos®,  sec® , sen.v.®  fra  le 


(a)  È bene  osservare  che  le  funzioni  spettanti  all’Analisi  algebrica 
sono  generalmente  continue  tra  valori  della  variabile  abbastanza  vicini 
l'uno  all'altro,  talché  uguagliate  ad  un’altra  variabile  si  ha  sempre 
1’  equazione  di  una  qualche  linea.  Non  sembrano  fare  eccezione  a que- 
sta massima  se  non  i logaritmi  o l’ esponenziali  di  base  negativa  : in  fatti 
quando  a è negativa  la  funzione  a*  pei  valori  di  x interi  , o frazio- 
nari! e di  denominatori  disparì  , prende  valori  reali  ; ma  riesce  imma- 
ginaria pei  valori  di  x frazionar»  c di  denominatori  pari.  Quindi , sic- 
come tra  due  valori  qualunque  di  x si  può  sempre  frapporne  altri  espressi 
da  frazioni  vere  o spurie  di  quest’ ultima  specie,  è chiaro  che  tra  due 
valori  reali  e comunque  vicini  di  a*  ve  ne  avrà  sempre  degli  imma- 
ginarli ; e quindi  1’  equazione  y=o*  non  potrà  esprimere  , quando  a è 
negativa  , alcun  tratto  di  linea , minimo  che  si  voglia  , ma  solo  un 
sistema  d’ infiniti  punti , vicini  tra  loro  quanto  piace. 

L’ Analisi  differenziale  e integrale  non  considera  punto  questa  specie 
di  funzioni. 
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trascendenti  ordinarie.  Chiamansi  poi  funzioni  dispari  di  x 
quelle  che  mutano  soltanto  il  segno  nel  cangiamento  di  x 

in  — x : tali  sono  as3 , xV/ \ — x>'  , ecc.  tra  le  funzioni  alge- 
briche ; e sena;,  tana;,  cota; , coseca;  fra  le  trascendenti 
ordinarie. 

La  funzione  cos.v.  x non  sarebbe  nè  pari  nè  dispari  , 
perchè  essendo 


cos.v. a?=sen.v.^ — .t^=1 — cos(§~  — 


sena» 


si  vede  che  muta  valore  quando  si  cabgia  x in  —a;. 

In  simil  modo  , una  funzione  di  a;  e y sarà  pari  o dispari , 
secondo  che  al  mutare  x e tj  in  — x e — y rimane  la  stessa  o 
cangia  soltanto  di  segno  ; talché  riguardando  una  funzione  pari 
di  x e di  y come  l'ordinata  z di  una  superficie  , ed  a;  e y come 
le  ascisse  corrispondenti  e perpendicolari  alla  z , ogni  sezione 
prodotta  nella  superficie  da  un  piano  menato  per  l asse  delle  z 
sarà  simmetrica  per  rapporto  a quest’  asse  , e tale  potrà  dirsi 
ancora  la  superficie  rispetto  al  medesimo  asse. 

* 15.  È osservabile  che  una  funzione  qualunque  può  esser 
considerata  come  somma  di  due  funzioni , una  pari  l’ altra 
impari.  In  faUi , supponendo  essere  f la  caratteristica  della 
funzione  a considerare , niente  impedisce  di  supporre 


e cosi  ognun  vede  che  q(x)  è funzione  pari , è 4-(x)  funzione 
impari.  Ma  da  queste  due  equazioni  si  desume 


dunque  è vera  la  proposizione  enunciata.  La  stessa  dimostra- 
zione vale  per  le  funzioni  di  più  variabili. 

* 16.  Sono  da  notarsi  le  funzioni  periodiche  , cioè  quelle 
che  ripigliano  ordinatamente  gli  stessi  valori , per  valori  della 
variabile  separati  da  eguali  intervalli  ; e la  grandezza  di 
questi  intervalli  misura  la  estensione  del  periodo.  Pertanto  , 
detta  x la  variabile  indipendente , son  funzioni  periodiche 
sen  mx  , cos nix  , iati  mx,  ecc.  e tutte  le  espressioni  analitiche 
in  qualsivoglia  modo  formate  da  linee  trigonometriche  di  uno 
stesso  arco  , e da  quantità  costanti.  In  fatti . dopo  che  il  seno  > 
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il  coseno  , la  tangente  , ecc.  dell’  arco  mx  han  preso  tutti  i 
valori  che  li  competono  da  mx=0  sino  ad  m.r=2ir  , ossia 

da  as=0  ad  oc— — , essi  ( com’  è noto  ) ritornano  ordinata- 
ti ' ' 

2«r 

mente  i medesimi  da  mx=2ir  ad  m.r=  iir  , ossia  da  ®= — 

m 

4* 

ad  x= — ; e poscia  di  nuovo  tornano  gli  stessi  da  mx=iic 
m 

/j  fT  6* 

ad  mx=6r , ossia  da  x= — ad  x= — , e così  sempre  ; tai- 
ra m 1 

• 2# 

ehè  1‘  estensione  del  periodo  è — ■ 

Quindi  ognun  vede  che  una  curva , la  cui  ordinata  è fun- 
zione periodica  dell’ascissa  , dee  comporsi  di  infinite  porzioni 
eguali  e simili,  che  si  seguono  l’ima  all’altra,  e si  proiettano 
in  parti  eguali  e successive  dell'asse  delle  ascisse , rispetto  alle 
quali  parti  sono  ancora  similmente  poste. 

il.  Giova  distinguere  le  funzioni  semplicemente  eguali  o 
identiche  dalle  funzioni  eguali  o identiche  fra  dati  limiti.  Le 
prime  son  quelle  che  sotto  forme  comunque  diverse  prendono 
valori  tra  essi  eguali  per  ciascun  valore  della  variabile , qua- 
lunque esso  sia  ; le  altre  poi  son  quelle  che  assumono  valori 
eguali  pei  soli  valori  della  variabile , compresi  tra  quei  limiti. 

Per  esempio®* — a®  ed  (®+a)(a’ — a)  son  funzioni  eguali, 
come  pur  sono 


l/oj‘4 -a* — a ed  ■ ■■- — x — — , ecc. 
l/r 


X 

ma  d’ altra  parte  la  funzione  fratta  - — - , e la  serie  infinita 

14“4~4'ecc.  son  funzioni  eguali  fra  i limiti  1 ed  »,  e 

fra  i limiti  — 1 e — oo  ; perchè  l'eguaglianza  delle  prime 
si  verifica  per  tutti  i valori  di  x , quella  poi  delle  seconde 
ha  luogo  pei  soli  valori  di  ® compresi  fra  gl'  indicati  limiti , 
cioè  pei  valori  maggiori  di  1 o minori  di  — \ , fuori  dei 
quali  limiti  la  serie  infinita  è divergente. 

È chiaro  da  ciò  , che  le  funzioni  eguali  , prese  come  or- 
dinate di  curve  riferite  ai  medesimi  assi  danno  una  sola  c 
medesima  curva. 

Cale.  Diffx  i 
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* Si  noti  che  ogni  equazione  tra  n variabili  può  dare  n coppie 
di  funzioni  identiche  fra  n — 1 di  tali  variabili , e quindi  può 
considerarsi  come  una  equazione  virtualmente  se  non  attual- 
mente identica.  Infatti , se  1’  equazione  si  supponga  risoluta 
rispetto  ad  una  delle  variabili  presa  come  ignota , e il  valore 
che  ne  risulta  si  supponga  sostituito  ad  essa  variabile  nei  due 
membri  della  equazione  , questi  per  la  natura  delle  radici  di 
qualsiasi  equazione , dovranno  cangiarsi  in  due  funzioni  attual- 
mente identiche.  Così  l’ equazione 


jH-a 


risoluta  per  rapporto  ad  y dà  . e questa  espres- 

sione di  y sostituita  ad  y nei  due  membri  dell'  equazione  dà 
l' equazione  attualmente  identica 


l/ a>*+a* — a— — - X ■ 

1/  x’-J-a'-f-a 

* 18.  Finalmente  , due  funzioni  di  una  stessa  variabile  si 
dicono  talora  simili  quando  non  differiscono  se  non  nei  valori 
che  in  esse  ha  la  variabile.  Ciò  si  esprime  adoperando  la 
stessa  caratteristica  per  indicare  tali  funzioni , e notando  per 
esempio  con  oc  ed  ar-f  -h  i valori  essenzialmente  distinti  della 
variabile.  Adunque  f(oc)  e f{x-\-h)  esprimono  funzioni  simili 
di  una  variabile  : ed  è chiaro  che  in  linguaggio  geometrico 
ciò  corrisponde  a dire  , che  in  una  stessa  curva  le  ordinate 
son  funzioni  simili  delle  ascisse  corrispondenti. 

Queste  nozioni  delle  funzioni  eguali  o simili  si  estendono , 
come  ognun  vede  , anche  al  caso  di  più  variabili. 


CAPITOLO  II. 


Differenze,  differenziali  , e metodo  degl' infinitamente  piccoli. 

19.  Fino  a che  i geometri  si  restrinsero  a considerare  i 
diversi  valori  delle  funzioni  comparativamente  a quelli  delle 
loro  variabili  , le  applicazioni  e le  risorse  dell’  Amatisi  non 
furono  che  limitatissime.  Fu  la  considerazione  dei  cangia- 
menti simultanei  delle  variabili  e delle  funzioni , quella  che  per 
opera  di  uomini  di  genio  fece  cangiar  di  aspetto  l’Analisi 
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sublime  e le  scienze  che  ne  dipendono.  Ora  in  questo  capo 
intendiamo  dare  le  nozioni  più  distinte  che  per  noi  si  potrà 
di  tali  cangiamenti  ( ai  quali  accennammo  nel  n.  1 ),  dei  loro 
rapporti , e dei  limiti  di  questi  rapporti. 

I cangiamenti  delle  variabili  chiamansi  differenze  di  esse , 
ed  altro  non  sono  se  non  aumenti  che  si  attribuiscono  alle 
medesime , e che  si  suppongono  indipendenti  fra  loro  e dallo 
stato  di  grandezza  delle  variabili.  I cangiamenti  poi  che  sof- 
frono le  funzioni  per  effetto  degli  aumenti  attribuiti  alle  va- 
riabili si  chiamano  differenze  delle  funzioni.  L’une  e l' altre 
differenze  si  notano  colla  lettera  greca  A posta  innanzi  alle 
variabili  ed  alle  funzioni,  in  qualità  di  caratteristica.  Quindi, 
supposto  essere  y una  funzione  di  x,  indicheranno  Aj;  e A y un 
aumento  qualunque  attribuito  ad  x , ed  il  cangiamento  che  no 
consegue  per  y ; cosicché  x-}-Ax  e y-t-Ay  esprimeranno  due 
nuovi  e simultanei  stati  di  grandezza  delia  variabile  e della 
funzione  , e quindi  supposto 

y=f(x)  , sarà  necessariamente  y-\-Ay=f(x-\-Ax). 

Giova  osservare  come  Ax  e siano  effettivamente  le 
differenze  tra  x ed  ar+Aa? , e tra  y ed  y-f-A y ; o che  per 
ciò  quella  denominazione  sia  loro  bene  appropriata. 

20.  D’altra  parte  sottraendo  1’ una  dall’ altra  le  due  equa- 
zioni precedenti  , nasce 

Ay=f{x+àa}—f[x)  , 

o pure  ( quando  non  si  voglia  indicare  la  funzione  f(x)  con 
una  semplice  lettera  ) 

A-f(x)=f(x+Ax)—f(x)  : 

formole  che  indicano  ancora  il  mezzo  generale  da  seguirsi 
per  trovare  la  differenza. 

Cosi  per  esempio  , supposto  y=x*  , sarà 

Ay=A  -^s^aj-j-Aa;)5 — -a;5=3i»'AiC+3a?(Aa;)*+(Aa’)3. 

21.  Sia  LMNU  (ftg-4)  la  curva  espressa  dalla  equazione 

y=f{x). 

È chiaro  che  Ax  o Ay  potranno  rappresentare  un  aumento 
come  PQ  dato  all'ascissa  OP=.£,  ed  il  cangiamento  NR  che 
ne  risulta  per  l’ ordinata  PM=*y  , il  quale  si  ottiene  con- 
dneendo  per  M una  parallela  all'asse  OX  fino  ad  incontrare 
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I ordinata  QN  , prolungata  so  Ila  d' uopo.  Ora  la  semplice 
ispezione  della  curva  fa  evidente  , che  almeno  da  un  valore 
di  Ax  sufficientemente  piccolo  sino  a zero  , il  valore  di  Ay 
va  diminuendo  con  quello  di  Ax  , c che  tutti  due  svaniscono 
insieme.  Può  anche  affermarsi  che  supponendo  essere  Ax 
ossia  PQ  minore  di  qualunque  retta  data  o assegnabile  , tale 
eziandio  debba  essere  Ay  ; poiché  se  si  potesse  assegnare  in 
tal  caso  il  valore  di  Ay  , ne  avverrebbe  che  prendendo 
sull’ asse  delle  y una  retta  uguale  ad  y-f-A y , e menando 
per  l’ estremo  di  essa  una  parallela  all'  asse  delle  x , torne- 
rebbe assegnabile  ancora  il  punto  N , e con  questo  la  retta 
PQ=Aic  ; il  che  è contro  la  ipotesi. 

* In  simil  modo  per  la  considerazione  della  superficie  rap- 
presèntata  dall’  equazione 

z—Rcc  . y)  , 

si  renderebbe  evidente  che  da  valori  sufficientemente  piccoli 
in  giù  di  Ax  e Ay , la  differenza  Az  della  funzione  impicciolisca 
con  esse  fino  a svanire  tutte  insieme  ; c che  non  potrebb' essere 
assegnabile  il  valore  di  Az  , allorché  quelli  di  Ax  e Ay  si 
supponessero  tutti  due  minori  di  ogni  valore  assegnabile. 

22.  Ad  esprimerò  oon  duo  o con  una  sola  parola  che  una 
quantità  si  suppone  minore  di  qualunque  altra  data  o asse- 
gnabile della  stessa  natura  , chiamasi  infinitamente  piccola , o 
più  semplicemente  infinitesima  ; del  pari  che  dicesi  infinita 
quando  si  concepisce  maggioro  di  ogni  quantità  data  della 
medesima  natura.  Dunque  per  ciò  che  pocanzi  abbiamo  detto  , 
sarà  infinitamente  piccola  Ay  quante  volte  si  supponga  tale  Ax, 
quantunque  possa  esserne  incomparabilmente  maggiore  o mi- 
nore. Ora  in  questa  ipotesi  particolare  le  quantità  Ax  e Ay 
non  più  si  chiamano  differenze , ma  sì  bene  differenziali  ( voce 
diminutiva  di  differenze  ) , e si  denotano  con  dx  e Jy. 

Adunque  il  differenziale  di  una  variabile  è per  noi  un 
aumento  infinitamente  piccolo , e nel  resto  arbitrario  , che  si 
suppone  attribuito  ad  essa;  e il  differenziale  di  una  funzione 
di  una  variabile  è il  cangiamento  infinitamente  piccolo  , che 
questa  funzione  dee  soffrire  per  effetto  di  un  aumento  infinitamente 
piccolo  attribuito  alla  variabile  : o , che  torna  lo  stesso , è ciò 
che  diviene  la  differenza  della  funzione  allorché  quella  della 
variabile  si  suppone  infinitamente  piccola. 
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23.  Non  essendo  una  quantità  infinitesima  minore  di  ogni 
altra  possibile  ( chè  allora  il  suo  valore  assoluto  non  potrebbe 
essere  che  zero  ) , ma  solo  di  ogni  altra  data  della  stessa 
natura  , si  concepisce  senza  difficoltà  che  un  infinitesimo  po- 
trebb’  essere  infinitamente  piccolo  rispetto  ad  un  altro  infini- 
tesimo. Supposto  per  esempio  che  l’angolo  AOM  (fìg.  2)  sia 
infinitamente  piccolo  al  confronto  di  un  qualunque  angolo 
dato  , niuno  potrà  negare  che  il  seno  MP  di  esso  , preso  in 
un  cerchio  di  qualunque  dato  raggio  AO  , non  sia  del  pari 
infinitamente  piccolo  rispetto  a questo  raggio , e in  conseguenza 
ad  A'P  ; ma  d’ altronde  è noto  che  il  seno  verso  PA  dello 
stesso  angolo  è terzo  proporzionale  in  ordine  ad  A'P  e PM , 
dunque  PA  sarà  infinitamente  piccolo  rispetto  a PM  siccome 
lo  è PM  rispetto  ad  A'P.  Ora  un  infinitesimo  che  è tale  per 
rapporto  ad  un  altro  infinitesimo  , dicesi  infinitesimo  di  secondo 
ordine  ; e in  simil  modo  , una  quantità  che  fosse  infinitamente 
piccola  rispetto  ad  un  infinitesimo  di  secondo  ordine  si  direbbe 
infinitesimo  di  terzo  ordine  , e così  appresso  per  quanti  altri 
ordini  successivi  si  voglia. 

24.  Da  ciò  segue  ad  evidenza  che  il  prodotto  di  due  iu- 
finitesimi  di  primo  ordine  , ed  il  quadrato  di  uno  di  essi  , 
debbano  riputarsi  come  infinitesimi  di  secondo  ordine,  quando 
anche  fossero  moltiplicati  per  un  qualunque  numero  dato. 
E che  similmente  il  prodotto  di  tre  infinitesimi  di  primo  or- 
dine , quello  di  uno  di  essi  pel  quadrato  di  un  altro  o per  un 
infinitesimo  di  secondo  ordine  , e il  cubo  ancora  di  uno  di 
essi  , deBbansi  avere  in  conto  di  infinitesimi  di  terzo  ordine , 
quando  anche  fossero  moltiplicati  per  numeri  grandissimi  ma 
finiti  ; e così  via  discorrendo. 

* 25.  É chiaro  che  a funzioni  diverse  o disuguali  di 
una  variabile  debbano  ancora  , generalmente  parlando  , cor- 
rispondere differenze  e differenziali  diversi  ; ma  ciò  vion  reso 
anche  sensibile  dalla  considerazione  delle  due  curve  distinte 
LMNU  , Xgvao  (fìg.  3)  aventi  per  ordinate  quelle  funzioni  , 
e per  ascisse  la  variabile  comune  ; poichò  ognun  vede  che 
per  la  diversità  delle  curve , le  ordinate  PM  e Pg  corrispon- 
denti ad  una  medesima  ascissa  OP  , differiscono  in  generale 
disugualmente  dalle  rispettivo  ordinate  QN  c Qv  corrispondenti 
all’  altra  ascissa  comune  OQ. 

* 26.  Merita  nondimeno  attenzione  che  quando  la  curva  'ky.vx' 
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non  fosse  che  la  curva  LMNU  traslocata  parallelamente  al- 
l’ asse  delle  y , e rappresentata  in  Imnu , le  differenze  del  pari 
che  i differenziali  sarebbero  gli  stessi  per  le  ordinate  cor- 
rispondenti ad  una  medesima  ascissa  nelle  curve  LMNU  , ìmmt. 
Ciò  equivale  a dire  che  sono  identici  i differenziali  non  che  le 
differenze  di  due  funzioni  le  quali  differiscono  una  dall'  altra 
per  una  quantità  costante , come  sono  f[x)  e f[x)-\-C  quando  C 
si  supponga  costante  per  rapporto  ad  oo  : e in  conferma  le 
due  equazioni 

y=f{a>)  ed  Y=f(x)+C 
si  accordano  in  dare  le  altre 

Ay=f(x+Ax) — f(x)  , AY=ftx+Ax)—f(x) , 

le  quali  sussistendo  per  qualunque  valore  di  Ax  , saranno 
anche  vere  per  quello  infinitamente  piccolo  indicato  da  dx  , 
nel  qual  caso  l’ equazioni  precedenti  si  voltano  nelle  altre 

dy=f(x-{-dx) — f( x)  , dY—f(x-\-dx) — f(x). 

Pertanto , comunque  sia  vero  che  un  medesimo  differen- 
ziale possa  competere  a funzioni  primitive  differentissime  , 
puro  il  divario  tra  queste  non  può  essere  che  una  quantità 
costante  ; e quindi  detta  f[x)  una  delle  funzioni  aventi  uu 
dato  differenziale  , tutte  le  altre  capaci  di  aver  lo  stesso  dif- 
ferenziale potranno  indicarsi  con  f(x)-±-C  , essendo  C una 
quantità  che  non  varia  con  x , ed  affatto  arbitraria  quando 
non  siavi  altra  condizione  a soddisfare  se  non  quella  che  diffe- 
renziate riproducasi  il  differenziale  dato. 

27.  La  considerazione  delle  varie  quantità  infinitamente 
piccole  , sia  di  diversi  sia  dello  stesso  ordine  , prestandosi 
d’ordinario  maravigliosamente  alle  più  astruse  ricerche  geo- 
metriche e fìsiche , viene  risguardata  come  il  fondamento  del- 
l’Analisi infinitesimale.  Il  principio  dominante  di  quest’ Analisi 
consiste  1 in  dover  tenere  come  uguali  due  quantità  finite 
quando  non  differiscono  una  dall’altra  che  di  un  infinitesimo , 
perchè  non  si  saprebbe  assegnare  tra  esse  alcuna  ineguaglianza , 
per  piccola  che  si  voglia  ; 2.°  in  dover  parimente  stimare 
uguali  due  infinitesimi  dello  stess' ordine  quando  non  differiscono 
che  di  un  infinitesimo  di  ordine  superiore  , perchè  questa  loro 
differenza  non  è , per  la  sua  picciolezza  relativa  , paragonabile 
ad  essi. 
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Onesto  medesimo  principio  si  enunzia  più  brevemente  di- 
cendo che  nell  espressioni  analitiche  dove  intervengono  quantità 
infinitamente  piccole  , è lecito  disprezzare  ( salvo  l' esattezza  dei 
risultati ) gl’  infinitesimi  aggiunti  a quantità  finite  , o ad  altri 
infinitesimi  di  ordine  inferiore. 

28.  Stando  a questo  principio  , facilissima  è la  ricerca 
del  differenziale  di  una  data  funzione  di  co  quando  consti  che 
la  differenza  di  essa  è un  polinomio  della  forma 

\-U(Ax)n  , 

e questo  polinomio  sappia  trovarsi  : come  accade  per  ogni 
funzione  algebrica  , razionale  , ed  intera.  Poiché  allora,  trovato 
il  solo  primo  termine  PAx  di  esso  polinomio  , basterà  vol- 
tare Ax  in  dx  , e il  differenziale  della  funzione  sarà  Pdx. 

Così  per  la  funzione  y=axn  , dove  n supponiamo  che  sia 
intero  e positivo , si  ha 

Ay<=a(x-j-  Aa>)" — aoì"— «arz^~1Aar-f---'‘--2^  axM~s(Acr)’ 

+ •••+«(  A®)-, 

e per  conseguenza 

dy=nax*~ldx. 

29.  Men  facile  però  sembra  essere  la  ricerca  del  differen- 
ziale della  funzione  data  f(x) , quando  sebbene  siasi  certo  che 
la  differenza  di  essa  ammette  di  essere  sviluppata  secondo  le 
potenze  ascendenti  di  Ax , pure  questo  sviluppo  è una  serie 
infinita  ; perchè  allora  , quantunque  Ax  si  supponga  infinita- 
mente piccola  , pur  non  si  vede  chiaro  come 

C>(Aa;)*4-(71x)s-f-. . . all’  influito 

possa  disprezzarsi  al  confronto  di  PAx. 

* 30.  In  oltre  , quando  si  tratta  di  una  quantità  di  cui  si 
scorge  chiaramente  la  dipendenza  da  x c da  una  data  fun- 
zione y di  questa  variabile  , ma  di  cui  s’ ignora  la  espres- 
sione in  x , ed  anco  l’equazione  che  stabilisce  la  dipendenza 
di  essa  da  x , la  ricerca  del  suo  differenziale  non  procede 
altrimenti  per  regole  generali , ma  esige  che  si  combini  accor- 
tamente il  principio  di  sopra  (n.27)  enunciato  colle  proprietà 
della  funzione  data  e della  quantità  proposta.  E il  ragiona- 
mento che  si  adopera  all’uopo,  o qualche  ipotesi  che  paresse 
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utile  ili  adottare , voglion  essere  o indipendenti  dalla  grandezza 
delle  differenze  A.r  e Ay,  o tanto  più  conformi  al  vero  quanto 
più  piccole  divengono  queste  differenze. 

Cosi  per  esempio  l’area  ACMP  (/?y.4) , appartenente  alla 
curva  LMN  di  data  equazione , si  scorge  bene  essere  una  certa 
funzione  di  ac==OP  , quando  l’ ordinata  AC  dalla  quale  in- 
comincia si  suppone  assegnata,  e non  variare  con  x ; perchè 
la  determinazione  di  ir  è necessaria  e sufficiente  alla  deter- 
minazione dell' area.  Ciò  nondimeno  , supposta  esser  t cotal 
funzione  , non  si  ha  nè  la  espressione  di  t in  x , nè  una 
equazione  fra  t , x , e quantità  date  : che  anzi  la  determi- 
nazione di  tale  espressione  o di  tale  equazione  potrebb’ essere 
il  fine  che  vuoisi  conseguire.  Ora  , per  ciò  che  concerne  il 
differenziale  di  t si  osserverà  che  facendo  PQ=Ac , torna 
come  più  sopra  NR=Ay , e Al=PMlNQ.  Di  più  , riguardando 
l’ arco  MIN  come  una  linea  retta  ( il  che  sarebbe  la  ipotesi 
alla  quale  pocanzi  accennammo  ) , e con  ciò  misurando  questo 
trapezio  colla  nota  regola  , il  risultato 

* Aj?(  2j/+ Ai/)=yAx-f-  's  Ax  ■ Ay 
è certamente  erroneo  ; ma  questo  errore  impicciolisce  con 
A.r  e Ay  , e quando  queste  differenze  divenendo  infinitamente 
piccole  si  voltano  in  dx  e dy , il  risultato 

ydx+ìdxdy 

presenta  due  termini  , il  secondo  dei  quali  è infinitamente 
piccolo  non  solo  in  se  stesso , ma  sì  bene  rispetto  al  primo.  È 
dunque  questo  primo  termine  ydx  il  differenziale  dell’  area 
ACMP  , c in  questa  asserzione  non  v’  ha  che  un  errore  in- 
finitamente piccolo  di  secondo  ordine  ; cosicché  ancora  l’ in- 
sieme di  infiniti  errori  consimili  sarebbe  minore  di  qualsi- 
voglia quantità  finita. 

* 31.  Nel  caso  particolare  della  curva  espressa  dalla  equa- 
zione y=x* , ossia  di  una  parabola  conica  LOMN  ( fig.  5 ) , 
sarebbe  dt=x*dx  ; e sapendo  d’ altronde  ( n.  28  ) che  x'dx 
è il  differenziale  di  f a?3 , o piuttosto  di  \x *4-C  , ne  viene 
in  conseguenza  che  trovasi  determinata  la  funzione  stessa  in- 
dicala da  t,  risultando  ( n.  26  ) t=\x3-\-C.  Per  verità  in 
questa  espressione  la  forma  insieme  ed  il  valore  della  costan- 
te C sono  affatto  arbitrarli , quando  non  si  dee  o non  si  vuole 
adempiere  se  non  alla  condizione  che  il  differenziale  di  t 
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sia  x'dx  ; ma  se  inoltre  si  voglia  che  l' area  indicata  da  t 
sia  OPM  , la  detta  espressione  dovrà  ridursi  a zero  con  x , 
ed  allora  dovendo  esser  zero  anche  C , sarà  definitivamente 

f=OPM  = j®s=l<ri/. 

Questo  facilissimo  esempio  basta  esso  solo  a mostrare  il 
doppio  scopo  e il  doppio  procedimento  dell’ Analisi  infinitesi- 
male , cioè  il  diretto  del  Metodo  o Calcolo  differenziale  ordinato 
a trovare  il  differenziale  di  una  data  funzione  ; o l’ inverso  , 
che  dicesi  Metodo  o Calcolo  integrale,  ordinato  a trovare  una 
funzione  di  dato  differenziale. 

CAPITOLO  III. 

Rapporto  della  differenza  della  funzione  a quella  della  varia- 
bile, e limite  di  esso.  Metodo  dei  limiti  , e Metodo  delle 
funzioni  derivate. 

* 32.  Le  cose  da  noi  dette  dal  n.  23  fin  qui  , sembrano 
bastcvoli  a provare  che  se  il  Metodo  infinitesimale  così  pre- 
sentato può  essere  tenuto  esatto  nei  suoi  risultamenli  ( come 
per  esempio  in  quello  che  dianzi  abbiani  trovalo  per  l’ area 
parabolica  , e che  si  accorda  perfettamente  con  un  teorema 
rimastoci  da  Archimede)  lascia  nondimeno  alcun  che  a desi- 
derare in  ordine  al  principio  ( n.  27  ) su  cui  riposa , o come 
suol  dirsi , in  ordine  alla  sua  metafisica  : e in  conferma  di 
ciò  non  mancano  esempii  di  notevoli  errori  incorsi  da  geo- 
metri altronde  abilissimi , che  tolsero  ad  unica  loro  guida  quel 
principio. 

33.  Vi  à una  maniera  più  accurata  di  presentare  il  Metodo 
infinitesimale , la  quale  nasce  dalla  considerazione  del  rapporto 
delle  differenze  Ajs  e A y , più  che  dai  valori  assoluti  di  esse. 

Unendo  nella  fig.  6 il  punto  M avente  per  coordinate  x , y , 
coll’altro  N avente  per  coordinate  a>-f-Aa>  , y-f-Ay , e prolun- 
gando la  corda  MN  sino  ad  incontrare  l’asse  delle  x,  nascono  i 
due  triangoli  simili  NRM  , MPS , e però  abbiamo  la  proporzione 

NR  :RM  ::MP:PS  , ossia  Ay  : Aa? : : y : PS , 

donde 

\x  PS 

Cale.  Diff.  3 
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Ora  se  noi  supponiamo  cbe  rimanendo  fisso  il  punto  M , preso 
dovunque  nella  curva  ( ch’è  quanto  dire  rimanendo  immutato 
il  valore  di  x) , impiccioliscano  sempreppiù  Ax  e Ai/;  il  punto  N 
si  avvicinerà  continuamente  ad  M , e la  secante  NMS  venendo 
come  a rotare  intorno  a questo  punto , prenderà  evidentemente 
e necessariamente  una  posizione  determinata  quando  il  punto  N 
coincide  con  M.  Questa  posizione,  generalmente  unica,  che  noi 
supponiamo  indicata  da  TMU  , dicesi  tangente  , e la  PU  si 
chiama  sottangente  : è dunque  chiaro  che  a seconda  che  Ax 
e Ay  da  valori  sufficientemente  piccoli  si  avvicinano  a zero, 
il  loro  rapporto  avvicinasi  a quello  dell’  ordinata  alla  sot- 
tan gente , o pure  ( quando  gli  assi  si  suppongono  rettangolari) 
alla  tangente  trigonometrica  dell'  angolo  che  la  tangente  della 
curva  comprende  coll’asse  delle  x , e segnatamente  dell’angolo 
contenuto  da  quelle  porzioni  dell’asse  e della  tangente,  le 
quali  dal  punto  d’ incontro  di  queste  rette  si  distendono  nel 
senso  delle  x positive  e delle  y positive.  Ma  da  una  parte  è 
evidente  che  quest’  ultimo  rapporto  è una  funzione  dipendente 
da  y , perchè  ad  ogni  punto  di  una  data  curva  non  può 
corrispondere  che  una  sola  tangente  ; e da  un’  altra  parte  è 
noto  che  quante  volle  una  quantità  variabile  può  avvicinarsi 
ad  un'  altra  fissa  tanto  da  differirne  meno  d’  ogni  quantità 
assegnabile  , la  quantità  fìssa  dicesi  limite  della  variabile  : 
dunque  per  ogni  funzione  continua  di  x , e in  essa  per  ogni 
valore  di  x il  rapporto  della  differenza  della  funzione  a quella 
della  variabile  ha  sempre  un  limite,  il  quale  è un’altra  fun- 
zione di  x,  di  valore  ordinariamente  finito,  (a) 


(a)  Nel  detto  modo  noi  riguardiamo  ( seguendo  l’uso  ordinario)  la 
tangente  di  una  curva  in  un  punto  di  questa  , come  il  limite  dette  suc- 
cessive posizioni  che  piglia  una  secante  menata  per  esso  e per  un  altro 
punto  delta  curva  , il  quale  si  avvicina  indefinitamente  al  primo  ; ma  è 
bene  osservare  cbe  si  può  anche  riguardar  la  tangente  sotto  punti  di 
veduta  più  generali  ed  egualmente  veri  : come  quando  una  curva  can- 
gia di  posizione  e di  forma  in  una  maniera  continua , e nel  tempo  stesso 
taglia  una  retta  fìssa  in  due  punti  sempre  più  vicini  tra  loro;  o come 
quando  una  curva  nei  suoi  cangiamenti  successivi  converge  ad  un’  altra 
(issa,  ed  insieme  due  suoi  punti  si  avvicinano  tra  loro  e si  raccolgono 
in  uno  sulla  curva  fissa.  Nel  primo  di  questi  casi  è chiaro  che  la  retta 
fìssa  da  secante  finisce  per  divenire  la  tangente  della  nuova  curva  in 
che  si  cangia  la  prima  quando  i due  punti  d’ intersezione  si  confondono 
ultimamente  in  un  solo  ; e nel  secondo  caso  è ugualmente  chiaro  che 
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Iodi  pendente  mente  dalle  considerazioni  geometriche  ciò  è 
anche  chiaro  , almeno  per  le  funzioni  algebriche  e razionali , 
sotto  il  punto  di  veduta  analitico.  Così  per  la  funzione  y=ax” 
avendo  trovato 

• • • -f  a(Aa-)B  , 

1 • 2 

sarà 

Ay-=anajj*_t+  ^acc"-*A.r-| f-a(A*)»-1  ; 

e siccome  i termini  del  secondo  membro  di  questa  equazione , 
eccetto  il  primo , convergono  a -zero  con  Ax  , è chiaro  che 
il  limite  di  esso  secondo  membro  sarà  nax*~ 1 , ciò  che  si 
suole  indicare  scrivendo 

Au  , 

Ax 

34.  La  nuova  funzione  di  cui  abbiam  provata  1'  esistenza  , 
e la  cui  proprietà  caratteristica  è di  rappresentare  il  limito 
del  rapporto  del  cangiamento  della  funzione  primitiva  a quello 
della  variabile , dicesi  funzione  derivata , perchè  infatti  deriva 
o dipende  dalla  primitiva  ; e supponendo  indicata  questa  da  y 
o f[x),  suol  quella  indicarsi  con  uno  dei  simboli  y,y'  ,f(x),  Dy.  (a) 
Così  per  la  funzione  y=f(x)=axn , si  scrive 

y=2/,=/» = Dt/=iwx*-' . 

35.  La  funzione  derivata  potrebbe  assai  bene  tener  le  veci 
dei  differenziali  della  variabile  e della  funzione  , perchè  una 
data  funzione  non  può  avere  che  un'  altra  sola  funzione  per 
sua  derivata  : e viceversa , data  una  funzione  come  derivata 
di  un'altra  , quest' altra  non  può  essere  che  una  sola  in  quanto 
alla  parte  variabile  , cui  poscia  è lecito  uuire  ( n.  26  ) una 
costante,  di  forma  e di  valore  arbitrario.  Nondimeno  la  piup- 
parte  dei  geometri , trovando  utile  nelle  quistioni  1'  uso  dei 
differenziali  propriamente  delti  , o piuttosto  l’ uso  combinato 


fa  corda  la  quale  unisce  i due  punti , da  secante  di  posizione  variabile 
finisce  per  coincidere  colla  tangente  della  curva  fissa  nei  luogo  di  riunione 
dei  due  punti. 

(a)  La  prima  di  queste  notazioni  fu  adoperata  dal  Newton , che  chiamò 
fluitimi*  la  nuova  funzione;  le  due  seconde  furono  Introdotte  da  Lagrangr, 
e I'  ultima  dal  signor  Cauchy. 
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delle  funzioni  derivale  e dei  differenziali  , noi  andremo  a 
stabilire  in  un  modo  più  preciso  la  dipendenza  del  differenziale 
di  una  funzione  dalla  derivata  di  questa  : derivata  la  cui  nozione 
dee  sembrare  limpidissima , quando  si  riguarda  come  il  limile 
del  rapporto  del  cangiamento  della  funzione  a quello  della 
variabile. 

Avendo  già  dimostrato  nel  n.  33  che  quanto  più  A®  e Ai/ 

• . . ...  Ai/ 

si  avvicinano  a zero  , tanto  maggiormente  il  rapporto  — av- 

Ax 

vicinasi  alla  funzione  derivata , ne  viene  in  conseguenza  che  — 

dx 

differirà  infinitamente  poco  da  questa  funzione , e che  le  sa- 
rebbe rigorosamente  uguale  quando  dx  e dy  si  supponessero 
con  Eulero  esattamente  nulli  : supposizione  la  quale  se  ha 
del  paradosso  , perchè  non  saprebbe  concepirsi  rapporto  fra 
due  zeri  , pure  non  è a credersi  assurda  perchè  non  conduce 
ad  assurdi.  Adunque  , riguardando  come  esatta  la  equazione 


dy 


dx 


dacché  1 errore  che  essa  include  cade  al  di  sotto  d!  ogni  quan- 
tità assegnabile  , tale  sarà  pur  l’ altra 

dy=y'dx=f(x ) ■ dx 

che  ne  consegue  , e che  ci  dimostra  che  il  differenziale  di 
una  funzione  di  una  variabile  , definito  come  nel  n.  22 , egua- 
glia il  prodotto  della  derivata  della  funzione  pel  differenziale 
della  variabile.  E però  , quel  differenziale  sarà  determinato 
con  tutta  l’ esattezza  desiderabile  , quando  si  cerchi  prima  la 
derivata  della  funzione  , mediante  la  sua  proprietà  caratteri- 
stica di  essere  (n.  33  ) il  limite  del  rapporto  del  cangiamento 
della  funzione  a quello  della  variabile , cioè  a dire  mediante 
la  forinola 


rw=i  , 

' ' Ax  Ax 

che  vuol  esser  tenuta  come  fondamentale  nel  Metodo  dei  li- 
miti , e dove  il  valore  di  x rimane  immutato  frattanto  che 
quello  di  Ax  converge  a zero. 

* 36.  l)i  più  , essendo  provato  che  per  qualunque  funzione 
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continua  i/=/(aj)  il  rapporto  ^ ammette  per  ogni  valore  di  x 

un  limite  y'  o f(x) , al  quale  si  avvicina  secondo  che  Ax  e Ai/ 

convergono  a zero , la  differenza  tra  — e f\x)  dovrà  annullarsi 

con  Ax  , o quindi  equivalere  al  prodotto  di  una  funzione 
di  e Ax  per  l’ aumento  Ax  elevato  ad  un  esponente  positivo , 
come  a dire  $(a> , Ax)-(Aw)*. 

Pertanto  avremo 

^|e=/'(a>)+t(a> , Ax)  • (Ax)*  , 

c quindi 

Ay=['(x)  ■ Ax-\-l}(x  , Aj)-(Aa;),+*. 

Or  questa  formola  , da  cui  emerge  anche  quest’  altra  , 
notevolissima  , 

f(x-\-Ax)=f(x)+f(x)-  Ax+$(x  , Ax)-(Ax)1**  , 

ci  fa  vedere  che  quando  delle  due  parti  onde  si  compone 
la  differenza  ày,  e che  debbono  svanire  con  Ax  , la  pri- 
ma f(x)-Ax  prende  un  valore  infinitamente  piccolo  ma  com- 
parabile a quello  di  Ax  , P altra  dee  divenire  infinitamente 
piccola  di  ordine  supcriore , c come  nulla  rispetto  alla  prima 
e a Ax.  Nulla  dunque  di  più  giusto  di  quanto  dice  Poisson  , 
il  quale  chiama  differenziale  di  una  funzione  il  cangiamento 
infinitamente  piccolo  di  questa  , ridotto  al  medesimo  ordine  di 
grandezza  di  quello  attribuito  alla  variabile  colla  soppressione 
degl’  infinitamente  piccoli  di  ordine  superiore. 

La  considerazione  delle  linee  curve  getta  vieppiù  luce  su 
questa  conclusione  , rendendone  in  certo  modo  sensibile  la 
verità.  Infatti , esprimendo  Ay  la  retta  NR  ( pg.  6 ) , o per 
la  significazione  trigonometrica  di  f(x)  dinotando  f'(x) -Ax 
la  retta  RT  , rappresenterà  NT  la  seconda  parte  della  diffe- 
renza. Ora  la  semplice  ispezione  della  curva  fa  palese  che 
da  un  valore  sufficientemente  piccolo  di  MT  in  sotto,  la  NT 
diminuisce  molto  più  rapidamente  della  MT  , c quindi  ancora 
della  MR=Aarj , che  si  tiene  in  rapporto  costante  ad  MT. 

37.  La  funzione  derivata  f'(x)  servendo  come  di  coefficiente 
a dx  nella  espressione  del  differenziale  f{x)  dx  della  fun- 
zione f(x)  , chiamasi  coefficiente  differenziale  della  funzione  , 
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e per  le  cose  anzidette  la  ricerca  del  differenziale  è una  con- 
seguenza di  quella  del  coefficiente  differenziale. 

Reciprocamente  , se  si  volesse  far  dipendere  (salva  l’esat- 
tezza del  risultato)  la  funzione  derivata  o il  coefficiente  diffe- 
renziale dai  differenziali  della  variabile  x e della  funzione  y , 
converrebbe  ritrovare  indipendentemente  dai  limiti  l’ espressione 
analitica  di  Ay  in  x e Ajp  ; chè  allora  sopprimendo  in  questa 
i termini  affetti  da  Ax  innalzata  ad  esponenti  maggiori  di  1 
si  avrebbe  il  differenziale  , e in  questo  sopprimendo  ancora 
il  Ax  resterebbe  il  coefficiente  differenziale.  Or  questo  metodo 
esigerebbe  talvolta  1*  uso  di  serie  infinite  non  prima  dimostrate 
convergenti  , e per  quanto  ne  assicura  il  signor  Cauchy  la 
piupparte  dei  geometri  sono  al  presente  di  accordo  in  ri- 
conoscere la  incertezza  dei  risultati  ai  quali  si  perviene  coll’  uso 
di  tali  serio. 

* 3S.  Oltre  a ciò , quando  con  procedimento  facile  e rigoroso 
si  potesse  avere  ( poiché  non  trattasi  di  verità  meramente 
specolative  ma  pratiche  ) per  ogni  funzione  di  x quel  che  è 
si  facile  per  le  funzioni  algebriche  razionali  ed  intere  , cioè 
una  serie  della  forma 

Pdx-\-Qdxl+*+ecc.  , 

che  fosse  convergente  quanto  si  protrae  all’infinito,  e che  ugua- 
gliasse f(x-{-dx) — f[x) , allora  non  vi  sarebbe  punto  bisogno 
di  considerare  nè  infinitamente  piccoli , nè  limiti  di  sorta  , 
potendosi  ottenere  i risultati  tutti  del  Calcolo  infinitesimale 
colla  sola  Algebra  ordinaria  o dei  fini  li  : come  egregiamente 
ha  dimostrato  Lagrange  , il  cui  metodo  se  ha  pecca  veruna 
è appunto  questa  , che  riposa  sulla  considerazione  di  una  serie 
infinita  non  sempre  convergente. 

Questa  serie  infinita  , conosciuta  sotto  il  nome  di  teorema 
o serie  di  Taylor , è della  forma 

ed  iu  essa  f'(x)  , /"(*)  , f"{x)  , ecc.  sono  qui  scritte  per 
indicare  nuove  funzioni  di  x. 

Lagrange  dimostra  esser  dessa  Io  sviluppo  della  funzio- 
ne f{x-\-Ax)  secondo  le  potenze  intere  e positive  di  Ax,  quante 
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volte  x sì  lascia  indeterminata  ; ma  dacché  f{x+ Aa?)  possa 
così  svilupparsi , non  segue  necessariamente  che  debba  esservi 
identità  fra  la  funzione  e il  di  lei  sviluppo  , allorché  questo 
si  protrae  all’ infinito.  Concessa  la  identità  , tutto  procederebbe 
a maraviglia  ; poiché  allora  da  una  parte  si  vede  facilmente 
( come  nel  n.  33  ) che  f'(x)  è la  funzione  derivata  di  f{x) , 
e d’altra  parte  nulla  ci  sembra  potersi  obbiettare  al  modo 
con  che  Lagrange  dimostra  esser  parimente  f"[x)  funzione 
derivata  di  f{x)  , f"{x)  funzione  derivata  di  f"{i r),  ecc.  : come 
agevolmente  si  può  verificare  sulla  funzione  axn  quando  n è 
numero  intero  e positivo. 

La  denominazione  istessa  di  funzione  derivata  ( che  noi 
seguendo  1’  uso  generalmente  invalso  usammo  per  indicare  il 
limite  del  rapporto  del  cangiamento  della  funzione  a quello 
della  variabile  ) fu  introdotta  da  Lagrange  , il  cui  metodo 
é per  ciò  conosciuto  sotto  il  nome  di  Metodo  delle  funzioni 
derivate  , o dello  sviluppo  in  serie.  Il  medesimo  non  essendo 
in  oggi  seguito  che  da  pochissimi  geometri,  noi  saremo  con- 
tenti di  averne  data  questa  brevissima  notizia  , rimettendo  il 
lettore  per  la  piena  conoscenza  di  esso  alla  Teoria  delle  fun- 
zioni analitiche , ed  alle  Lezioni  sul  calcolo  delle  funzioni  : 
opere  che  non  cesseranno  mai  di  essere  un  monumento  delle 
scienze  matematiche. 

39.  Il  Metodo  degl’  infinitamente  piccoli  essendo  quasi  il 
solo  adoperato  finora  nelle  quislioni  geometriche  e fisiche  , e 
altronde  potendo  avere  tutto  il  rigore  desiderabile  quando  la 
nozione  dei  differenziali  si  desume  da  quella  dei  limiti , sarà 
desso  il  Metodo  che  noi  principalmente  seguiremo  in  questi 
elementi , ed  a tal  fine  considereremo  più  da  vicino  i limiti 
delle  funzioni , dopo  che  avremo  fatta  , circa  i differenziali  delle 
funzioni  eguali , e delle  funzioni  che  diconsi  inverse  le  uno 
delle  altre , una  osservazione  che  ci  sarà  utile  nella  ricerca 
di  questi  differenziali. 

40.  Supponendo  9(.-r)=4.('r)  , le  curve  aventi  per  ascissa 
comune  x , e per  corrispondenti  ordinate  rettangolari  <$(x) 
e 4(®) , non  sono  già  due  ( n.  17  ) ma  una  sola  ed  istessa , 
che  supponiamo  rappresentata  da  LMN  (fig.6).  Dunque  le 
funzioni  9 '(a;)  e 4'(*)  che  dinotano  l’una  e l’altra  la  tangente 
trigonometrica  dell’  angolo  MUX  compreso  dalla  tangente  MUV 
di  detta  curva  coll’  asse  delle  x , saranno  eziandio  eguali  tra 
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esse  , c in  conseguenza  sarà  pure 

9'(<r )-dx=-f'(x)-dx  , ossia  d-$(x)=d-l(x). 

Dunque  le  funzioni  eguali  hanno  bensì  eguali  derivate  o 
coefficienti  differenziali  , ed  eguali  differenziali  ; cosicché 
P equazioni  identiche , o come  ad  altri  piace  le  identità , al 
dippiù  delle  operazioni  o trasformazioni  permesse  nell’ equazioni 
determinate,  ne  ammettono  ancora  un'altra  che  dicesi  deriva- 
zione o differenziazione. 

La  verità  di  cui  si  tratta  è anche  facilissima  a dimostrarsi 
analiticamente.  Infatti  supponendosi  vera  la  equazione 

9(-t)=4-H 


per  lutti  i valori  di  x , o pei  valori  compresi  fra  dati  limiti , 
sarà  pur  vera  P equazione 

9(x-{-Ax)==4-(.T-f-A.r) 

da  valori  sufficientemente  piccoli  di  A®  sino  a zero.  Dunque 
P equazione 

<p(x-f-Ax) — <p(x) l(x-f-Ax) — 4(x) 

Ax  Ax 


che  emerge  da  esse  , non  lasciando  mai  di  verificarsi  al  con- 
vergere di  A.r  a zero , è forza  conchiudere  che  il  limite  del 
primo  membro  sia  eguale  a quello  del  secondo  , cioè  a dire 
che  $'(<r)=4/(a;)  , c quindi  (sp)  • dx—-f'(x)  ■ dx. 

41.  Supponiamo  ora  che  la  cuna  LMN  rappresenti  un’equa- 
zione qualunque  f(x  , y)—0  , per  effetto  della  quale  l’espres- 
sione di  y in  cc  , e quella  di  x in  y si  dicono  ( n.  12)  fun- 
zioni inverse  P una  dell’  altra.  La  derivata  di  y conside- 


rata come  funzione  di  x , esprimerà  la  tangente  trigonometrica 

dee 

dell’  angolo  MUX  ; e in  simil  modo  — , ossia  la  derivata  di  x 


considerata  come  funzione  di  y , esprimerà  la  tangente  trigono- 
metrica dell’  angolo  3MVY  ; ma  dal  triangolo  rettangolo  UOV 
abbiamo 


tan  MUX  ■ tan  MVY=  1 , 


dunque  sarà  pure 


f r 

yx 


o vero 


dy_ 

dx 
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come  se  si  trattasse  di  una  equazione  meramente  algebrica.  Ciò 
importa  che  quando  due  funzioni  sono  inverse  l’una  dell'altra 
nel  senso  dichiaralo  al  n.°  12  , il  prodotto  delle  loro  derivate  è 
l’unità;  cosicché  queste  derivate  sono  inverse  l’una  dell' altra 
nel  senso  più  ovvio,  che  l’unità  divisa  per  una,  vale  l’altra. 

* 42.  La  considerazione  delle  curve  rende  pure  manifesto 
che  la  derivata  di  una  funzione  pari  debba  essere  funzione 
impari , e viceversa.  Infatti , quando  f(x)  è,  come  a>* , funzione 
pari  di  x , la  curva  espressa  dall’equazione  y=f(x)  giace  sim- 
metricamente (n.1 4)  rispetto  all’asse  delle  y,  come  la  curva  mOM 
della  fìg.  5 ; e però  le  tangenti  MT  , mt  di  essa  nei  punti  M , m 
relativi  alle  ascisse  w e — a?  formando  angoli  eguali  colle 
rispettive  parti  TX  e tx  dell’  asse  delle  ascisse , l'angolo  mtX 
è supplemento  di  MTX;  ma  dal  n.°  33  abbiamo 

/y(£r)=tanMTX  , f'( — sr]=tan»i/X  , 

dunque  , essendo  uguali  e di  segno  contrario  le  tangenti  tri- 
gonometriche di  due  angoli  supplementi  un  dell’  altro  , avre- 
mo p{x)=—f{—x)  , e quindi  f{x)  sarà  funzione  impari. 

D'altra  parte  , supponendo  essere  f(x)  una  funzione  im- 
pari , come  xs  , le  parti  OM  , Om  ( fìg.  7 ) della  curva  che 
vien  espressa  dall’  equazione  y=f(x) , c che  necessariamente 
dee  passare  per  O , saranno  eguali  tra  loro  , e inoltre  gia- 
ceranno similmente  una  però  al  di  sopra  di  ÒX  T altra  al  di 
sotto  di  Ox  : il  perchè  , le  tangenti  MT  , mt  corrispondenti 
alle  ascisse  x , — x comprenderanno  angoli  eguali  con  TX 
e tx  ; ma  di  nuovo , pel  n.°  33  , 

/"(a?)=tan  MTX  , f'( — a}=tan  mtcc  , 

dunque  , per  1'  eguaglianza  degli  angoli  MTX  ed  mix  avre- 
mo f'(x)==f'( — x)  , e quindi  f(x)  sarà  funzione  pari. 

* 43.  Per  simili  considerazioni  è affatto  semplice  il  dimo- 
strare che  le  derivate  delle  funzioni  periodiche  debbano  essere 
anche  periodiche , ed  avere  un  periodo  di  eguale  estensione. 
Infatti  le  curve  aventi  per  ordinale  i valori  di  tali  funzioni 
costano  (n.  16)  di  infinite  parti  eguali,  che  si  seguono  le  une 
alle  altre  e sono  similmente  poste  rispetto  all’  asse  delle  x (fìg.  S)  ; 
quindi  la  tangente  in  un  punto  qualunque  M di  una  di  tali 
parti , e quelle  nei  punti  omologhi  M' , M"  , ...  presi  nelle 
successive  altre  parti  , non  possono  non  inclinarsi  egualmente 
Cale.  Diff.  4 
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e nel  medesimo  senso  all’  asse  delle  x.  Ma  per  la  natura  delle 
funzioni  periodiche  tutte  le  distanze  successive  dei  nominati 
punti  omologhi  eguagliano  l’estensione  del  periodo;  dunque 
la  funzione  derivata  , che  esprime  la  tangente  trigonometrica 
di  detta  inclinazione  , avendo  la  proprietà  di  rimanere  la  stessa 
pei  valori  di  x che  differiscono  successivamente  fra  loro  per 
le  dette  distanze,  sarà  pur  essa  periodica  e di  eguale  periodo. 

CAPITOLO  IV. 


Proprietà  generali  dei  limiti  delle  funzioni,  e ricerca 
effettiva  di  alcuni  di  essi. 

44.  Chiamiamo  limite  di  una  funzione  rispetto  ad  una  » 
più  delle  sue  variabili  , il  valore  a cui  la  funzione  può  avvi- 
cinarsi indefinitamente  frattanto  che  quelle  variabili  convergono 
similmente  verso  dati  valori , a partir  da  altri  comunque  pros- 
simi ai  medesimi.  Nei  limiti  ordinarii , il  valor  dato  verso  del 
quale  convergono  le  variabili  è zero  ; ma  vi  ha  dei  limiti  pei 
quali  il  detto  valore  è infinito  , e però  incapace  di  esser  dato, 
e ve  ne  ha  pure  dove  sono  valori  finiti  diversi  da  zero. 

Indicheremo  i limiti  ordinarii  con  la  caratteristica  lim  scritta 
innanzi  alla  funzione , e i limiti  nei  quali  la  variabile  converge 
all’  infinito  con  la  caratteristica  Lim. 

Per  esempio  e cosa?  hanno  l’unità  per  limite 

oi'tlinario.  Le  somme 


i. j_<  m:  m « i » i » i « prr 
a • 4 » al  4 i * al  4 1 ■ I ia  t 


hanno  ancora  , com’è  noto  dall’Algebra  comune,  l'unità  per 
limite  a cui  6i  avvicinano  a seconda  che  cresce  il  numero  dei 
loro  termini  ; e nel  medesimo  senso  si  dice  in  geometria  che 
il  cerchio  è il  limite  dei  poligoni  regolari  ad  esso  iscritti  o 
circoscritti.  Egualmente  può  dirsi  che  f ed  I siano  i limiti 
di  sena  e tana)  per  rapporto  ad  a)  convergente  verso  l’arco 
di  30  o di  45  gradi. 

* 45.  Osserviamo  in  generale  che  supponendo  uniforme  e 
continua  una  funzione  qualunque  f(x)  da  a ==a  sino  ad  x=A  , 
per  ogni  valore  * di  a> , intermedio  ai  due  « ed  i,  il  cor- 
rispondente valore  f(* ) della  funzione  può  dirsi  limite  dei 
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valori  che  essa  prende  da  un  valore  di  ® sufficientemento 
vicino  ad  * sino  ad  ».  Infatti  supponendo  descritta  la  curva 
avente  ® per  ascissa  e /(*>)  per  ordinata , questa  curva  sarà 
continua  fra  i punti  relativi  alle  ascisse  a ed  A ; onde  qua- 
lunque forma  piaccia  supporre  che  essa  abbia  tra  questi  punti , 
è evidente  che  a seconda  che  l’ ascissa  ® da  un  valore  suffi- 
cientemente vicino  ad  * converge  ad  * , auche  le  ordinate 
corrispondenti  si  avvicinano  di  continuo  e quanto  vuoisi  alla 
ordinata  /'(*)  , cui  finalmente  raggiungono  quando  <u=x. 

* 46.  Dopo  ciò,  supponendo  essere  P , Q due  funzioni 
uniformi  e continue  da  zero  ad  un  altro  valor  qualunque  della 
variabile  ® a cui  supponiamo  che  si  riferiscano  i limiti , ù 
facile  vedere  che 

lim(P±;0)==shmPzt;limO  . 
limP()=limPxlim()  , , 

V iimy 

lim.  P‘»=(limP)a  , lim.  logP=Iog.  limP  , 

lim.ap=aHmP  , lim.  P<?=(limP)lim<?  , 

lim.  senP=sen. limP  , lim.  cosP=cos.  lim  P , ecc. 


e in  generale 

ìim.  f(U)=f -\im  U , 

dove  V esprime  una  funzione  qualunque  di  ®. 

Infatti , chiamando  p e q i valori  che  prendono  P e Q 
quando  la  variabile  ® convergente  a zero  diviene  effettiva  mente 
nulla  , è palese  che  le  curve  aventi  per  ascissa  quella  variabile 

e per  ordinata  P±Q  , PO  , ^ , Pa  , op  , PQ  , sen  P , cosP  , ecc. 

e in  generale  f[V) , avranno  per  ordinata  corrispondente  alla 

origine,  p±q  , pq  , £ , pa  , ar  , p1  , sen p , cos p , ecc.  e in 

generale  /"(«) , chiamando  u il  limite  di  U. 

47.  La  ricerca  del  limite  ordinario  di  una  funzione  già 
espressa  per  la  variabile  a cui  si  riferisce  il  limite  è per  lo 
più  facilissima  : così  nelle  funzioni  algebriche  e razionali 


a-f  . . .kocT 


- 'hv* 


i loro  limiti  ordinari!  a 


si 


presentano  con  ogni  evidenza  ; 
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ina  in  talune  funzioni  irrazionali , anche  semplici , e in  alcune 
funzioni  trascendenti  la  cosa  è tutt'  altra.  Infatti  , essendo 
per  esempio  , palesemente 

liml^l-f-®=V//ìim(l+as)  , 

ogaun  vede  che  un  tal  limite  è 4 quando  n esprime  un  numero 
determinato.  Ma  non  apparisce  affatto  qual  sia  il  limite  di  una 
radice  di  1-f®  il  cui  grado  varii  con  a> , come  sarebbe  sempli- 

x_ 

cissimamente  quella  indicata  da  (1+*)“.  Ed  in  vero,  suppo- 
nendo che  in  questa  funzione  la  » divenga  successivamente-^,  -J-,  ^ 
ecc.  essa  tornerà  equivalente  alle  potenze  (1+i)*  , (J+i)5  , 

, ecc.  e siccome  al  diminuire  il  binomio  contenuto 
nella  parentesi , cresce  per  contrario  il  grado  della  potenza 
al  quale  è innalzato , non  si  saprebbe  pronunziare  facilmente 
intorno  al  valore  ( ove  pur  sia  finito  ) a cui  tal  potenza  può 
avvicinarsi  quanto  si  vuole  frattanto  che  il  di  lei  grado  cresce 
indefinitamente  : il  qual  valore  è ciò  che  dicesi  limile  ordinario 

J. 

di  (!+<»)*.  Pure  questo  limite  essendo  uno  di  quelli  che  più 
interessano  l’Analisi  differenziale  , conviene  che  qui  se  ne 
compia  la  ricerca. 

48.  Per  quello  che  abbiamo  già  detto  , supponendo  <w=^  , 

e quindi  -==n  , è lo  stesso  cercare  il  limite  ordinario  di 

* / l\n 

(I+cb)®  , che  cerca  quello  di  M-f -1  per  rapporto  ad  n con- 
siderato come  un  numero  intero , positivo  , e crescente  al  di 
là  di  ogni  numero  assegnabile. 

Or  dal  binomio  di  Newton  abbiamo 


( \ 4.1  V _ 1 4_n  1 : n(n—i)  1 I n(n— l)(n— 2)  I 

y^n)  1+1»+  1-2  1.2-3  ” 


i»[n — l)(n — 2)...[n — (n — 1)]  1 
l-2-3...n 


(i+0"=4+K'->àO-OH)+ 

+r èr.('- fi'-*)  ■('-¥)  > 
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ma  è chiaro  che  i termini  di  questa  serie  6on  tutti  positivi  , 
e crescono  di  numero  insieme  con  w , dunque  primamente 
avremo 


Lim(l+i)>2. 


Inoltre  per  essere 


n 


i-* 

n 


i-3- 

n 


frazioni  vere  a motivo  che  il  massimo  numeratore  sovrap- 
posto ad  n è n — I , e per  essere  in  conseguenza  frazioni  vere 
anche  i prodotti  di  due  o più  di  esso  , torna  evidente  che 


sia  minore  della  serie 


1 

2 


2-3  ' 2-31 


+■ 4 


1 


2 ■ 3 ...  ri 


(Sì 


e quindi  con  più  ragione  dell’  altra 

1-f.J | * L 

2~2-2~2-2-2  ' ‘ 

la  quale  per  essere  una  progressione  geometrica  decrescente 
à per  limite  l' unità  ; dunque  avremo 

Lim[i(l-i)+i5(1_*)(l-?)+ecc.]<l  . 

e quindi 

cosicché  il  limite  in  quistione  è un  numero  intermedio  a 2 e 3. 
Indicandolo  secondo  l’ uso  ricevuto  con  e , c riserbandoci  a 
rigorosamente  dimostrare  altrove  che  pareggi  2 più  la  serie  (S) 
protratta  all'  infinito , saremo  qui  contenti  di  notare  per  chi 
ne  avesse  vaghezza  che  le  sue  prime  sei  cifre  siano  2,71828  , 
da  potersi  trovare  calcolando  mediante  le  tavole  dei  logaritmi 

. . /lOOOOOlVWMXHW 

la  P0*”**  Viooòoòò/  • 
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49.  L’analisi  precedente  suppone,  com’è  chiaro,  che  il  nu- 
mero ® sia  positivo  ; ma  noi  andiamo  a vedere  che  lo  stesso 

limite  e appartenga  alla  funzione  (1—  ®)  ® , dove  avendo  posto 
in  evidenza  il  segno  — , la  ® dinoterà  tuttavia  un  numero 
positivo. 

Poniamo  \ — — : sarà  u un  numero  positivo  dal  mo- 

l-l~p 

mento  in  cui  ® che  converge  a zero  sarà  divenuto  minore 
di  i ; e siccome  cavando  da  questa  equazione  il  valore  di  « 
si  ottiene 


. 1 v+l  . . 1 

e quindi  -= =1 H — , 

1 \t  ti 


avremo 

( \ — = ( 1 +v)  "*'’==(  1 +u)(  1 +u)7  ■ 

Ma  per  essere  u positivo  e convergente  a zero  il  limite 

di  è ad  evidenza  1 , e quello  di  (1-f-v)u  si  è indicato 
con  e ; dunque  sarà  pure 

lim(t — ®)— ' v’=e. 

50.  Assai  più  facile  è la  ricerca  del  limite  ordinario  della 
funzione  , del  quale  ha  pur  bisogno  l’Analisi  differenziale. 

di 

Ammesso  infatti  che  ogni  arco  più  piccolo  del  quadrante 
sia  minore  della  sua  tangente , e maggiore  del  suo  seno , (a) 
è chiaro  che  per  tal  sorta  di  archi  si  abbia 

maggiore  di  , e minore  di ossia  di  1 ; 

« 03  tan®  sen® 


(a)  La  seconda  di  queste  asserzioni  si  troverà  evidente  coi  semplice 
riflettere  che  , per  la  definizione  stessa  della  linea  retta  , il  doppio  arco 
è maggiore  del  doppio  seno  che  n’è  la  corda.  Quanto  poi  alla  prima  , 
convien  ricordare  che  F area  del  settore  avente  per  base  F arco  è il 
prodotto  di  quest'arco  per  la  metà  del  raggio  ( come  rigorotanunto 
dimostrò  Archimede  ) , e che  F area  del  triangolo  rettangolo  costituito 
dal  raggio , dalla  tangente  e dalla  secante  dell'  arco  è il  prodotto  della 
tangente  per  la  metà  stessa  del  raggio.  11  perchè , essendo  questo  tri- 
angolo maggior  del  settore  che  gli  è iscritto , sarà  del  pari  la  tangente 
maggiore  dell’  arco. 
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ma  per  essere 
tan 

dunque  avremo  pure 


sen«  ...  sena» 

— , abbiamo  = 

cos»  tana» 


sena» 


maggiore  di  cosa  , e minore  di  1 ; 


ma  il  limite  ordinario  di  coso?  è t : dunque  con  più  ragione 
sarà 


sen»  , 

lim = 1. 

6> 


51.  Il  doppio  dell’arco  avendo  per  corda  il  doppio  del  seno , 
è chiaro  che  l’ ottenuto  risultamento  equivale  a dire  che  nel 
cerchio  il  limite  del  rapporto  dell’arco  alla  corda  è l’unità.  Ora 
ciò  si  verifica  pure  in  una  curva  qualunque,  e coincide  col 
principio  che  sembra  chiaro  da  sè,  e che  per  lungo  tempo  è 
stato  ammesso  generalmente  dai  geometri , che  ogni  curva  può 
riguardarsi  come  un  poligono  di  lati  ed  angoli  esteriori  infinita- 
mente piccoli.  E simile  a questo  principio , e similmente  am- 
messo è l’ altro  relativo  alle  superficie  curve  , che  pur  sembra 
chiaro  : cioè  che  ogni  superficie  curva  può  riguardarsi  come 
tin  poliedro  a facce  piane  , infinitamente  piccole  in  tutte  le  di- 
rezioni, ed  inclinate  fra  loro  sotto  angoli  infinitamente  ottusi. 
Ciò  nondimeno  noi  crediamo  di  dover  dimostrare  anzi  che 
ammettere  la  verità  di  questi  principii , almeno  pei  più  provetti 
e più  vaghi  del  rigore  geometrico. 

* Considerando  primamente  una  curva  supponiamo  che  un 
suo  arco  qualunque  MM'  ( fig.  9)  sia  , da  principio  , piccolo 
solo  quanto  basta  per  essere  tutto  convesso  , e non  cangiar 
direzione  tra  i suoi  estremi  se  non  con  legge  di  continuità. 
Allora  , facendolo  impiccolire  sempre  più  coll’  avvicinamento 
continuo  del  punto  M'  al  punto  M , impiccioliranno  del  pari 
non  solo  la  corda  MM' , ma  bensì  l’ angolo  TUT'  compreso 
dalle  tangenti  applicate  nei  punti  M ,M',e  prodotte  nel  me- 
desimo senso  , stante  la  natura  di  queste  rette  (n.  33).  Laon- 
de, essendo  sempre  l’arco  MM'  maggiore  della  corda  e minore 
della  linea  spezzata  MUM' , basterà  provare  che  il  limite  del 
rapporto  di  questa  linea  alla  corda  sia  eguale  all’  unità  , per 
dedurne  con  più  ragione  lo  stesso  circa  il  limite  del  rapporto 
dell’arco  alla  corda. 
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Ora  supponendo 

MU=a  , M'L— 6 , MM'=c  , angTUT'=y , 
abbiamo  V equazione 

c*=a*-f4*-|-2a6  cos?  , 

y # •HI 

che  per  essere  cost=1 — 2 sen*-  può  cangiarsi  nell’altra 

2 


c*=(«  -{-&)* — iab  sen*  5 . 

Dunque , dividendo  per  (a-j-6)* , e poscia  estraendo  la  radice 
quadrata  avremo 


\ab 


(«+*) 


•sen 


,y 

2 


ma  è inoltre  identicamente 


dunque 


La  seconda  parte  dell’ espressione  sottoposta  al  radicale 

y 

costa  di  due  fattori  , il  secondo  dei  quali  sen*  - converge  a 


2ero  coll’  arco  MM'  ; il  primo  poi , comunque  possano  varia- 
re a e 6 , non  può  crescere  oltre  l’ unità  , per  essere  a e 6 

di  lor  natura  positive , e quindi  una  frazione  vera  e 


positiva.  Dunque  la  detta  parte  convergerà  pur  essa  a zero 
insieme  coll’arco,  ed  il  limite  di  tutta  l’espressione  riducen- 
dosi all’unità  , avremo  ancora  definitivamente 


* 52.  Nella  recata  dimostrazione , dovuta  in  sostanza  a 
Poisson,  si  è tacitamente  supposto  che  l’arco  MM'  fosse  piano; 
ma  noi  andiamo  a vedere  che  il  principio  in  quistione  si  può 
estendere  con  faciltà  dalle  curve  piane  alle  storte. 
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Sia  MM'  ( fig.10 ) l’arco  storio  di  cui  si  tratta  , contato  dal 
punto  fisso  M , e terminato  al  punto  M'  il  quale  vadasi  di 
continuo  avvicinando  ad  M.  Immaginiamo  la  superficie  cilin- 
drica M'm'Mm  che  proietta  ortogonalmente  1’  arco  sopra  un 
piano  qualunque , che  noi  per  semplicità  supponiamo  condotto 
per  M,  talché  l’arco  m'M  sia  la  proiezione  dell’arco  M'M  , 
ed  M'm'  , Mm  siano  i lati  della  superficie  corrispondenti  ai 
punti  M'  , M.  Se  , unite  le  corde  M'M  , m'M,  facciamo  rotare 
il  piano  mMm'M'  in  cui  esse  giacciono  intorno  al  lato  Mm , 
le  dette  corde  impiccioliranno  e svaniranno  ad  un  tempo 
cangiandosi  nelle  tangenti  MT  , Mi  degli  archi  MM'  , Mm' , 
senza  cessar  di  esistere  in  un  medesimo  piano  col  lato  Mm  del 
cilindro.  È dunque  chiaro  che  la  tangente  dell’arco  MM'  in  M 
dee  trovarsi  nel  piano  /Mm  tangente  della  superficie  cilindrica 
lungo  il  lato  Mm  , e che  l’ angolo  TMZ  compreso  da  essa  e 
da  Mz  avrà  per  tangente  trigonometrica  il  limite  del  rapporto 

. ...  M'm' 
variabile  r- 
Mm' 

Facciamo  ora  che  la  superficie  cilindrica  ruzzoli  sul  pia- 
no mMZ  , movendo  dalla  posizione  indicata  sulla  figura  nel 
senso  MZ  : i punti  consecutivi  della  curva  Mm'  si  appliche- 
ranno sui  punti  consecutivi  della  tangente  Mz , e in  simil  modo 
i punti  successivi  dell’arco  storto  MM'  andranno  a situarsi  un 
dopo  l’ altro  sul  piano  mMz , formando  col  loro  insieme  una 
curva  piana  Mg'  che  dicesi  trasformata  dell’arco  MM'.  È palese 
da  ciò , che  quest’  arco  sia  lungo  quanto  il  corrispondente  Mg' 
della  sua  trasformata  , e che  le  coordinate  Mm' , m'M'  ( una 
curvilinea  e l’altra  rettilinea)  del  punto  M'eguaglino  rispettiva- 
mente le  coordinate  Mg , gg'  ambedue  rettilinee  del  punto  g' 
della  trasformata. 

Intanto , l’angolo  che  la  tangente  MT  della  curva  storta  MM' 
forma  con  Mz  ha  per  tangente  trigonometrica 


m'M' 

arcMm' 


..  m'M'  ..  / mi'  arcMm'\ 

l,m  vr=ll“  )=lim 

per  essere  in  virtù  del  numero  precedente 
..  arcMm' 

e l’ angolo  che  forma  colla  stessa  MZ  la  tangente  della  trasformata 
Cale.  Di/f.  5 
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ha  por  tangente  trigonometrica  (n.  33)  il  limite  di  ^ ; ma  è 
chiaro  che 


lim 


m'M'  ..  (V 

are  Min'  pM  ’ 


per  essere  la  retta  m'M'  e 1’  arco  Mm'  ugnali  rispettivamente 
alle  rette  nix'  e gM  : dunque  le  tangenti  dell’arco  storto  e della 
sua  trasformata  non  saranno  che  una  sola  e medesima  retta. 

Dopo  ciò  , chiamando  0 1’  angolo  che  questa  tangente 
comune  MT  forma  con  M< , abbiamo 


..  are  M'M  arcfi'M 
lini  - = lim- 


M'M 


M'M 


:lim 


( 


arcii'M  fi'M  are  m'M  m'M 
f*'M  "JIm"  m'M  M'M 


) 


ma  per  le  cose  precedenti  e per  le  nozioni  di  Trigonometria 


lim 


arct*'M 


(i'M 


:l,lim^=scc0,  lim^^^  = l,lim^7^=cos0 
(*M  m M M M 


dunque  Analmente  ( n.  46  ) 
are  M'M 


lim- 


M'M 


: sec  6 • cos  0=  I : 


e cosi  resta  dimostrato  che  nelle  curve  storte , del  pari  che  nelle 
piane,  il  limite  del  rapporto  deir  arco  alla  sua  corda  pareggia 
/’  unità. 

* 53.  Da  questo  principio  segue  ad  evidenza  l’altro  che  ogni 
curva  può  riguardarsi  come  il  limite  dei  poligoni  iscritti  e di 
lati  sempre  decrescenti , o convergenti  a zero  ; ma  ciò , rigo- 
rosamente parlando  , non  autorizza  a riguardare  una  curva 
come  un  poligono  di  lati  infinitesimi  , perchè  non  si  arriva 
esattamente  al  limite  se  non  quando  i lati  divengon  nulli  ( ciò 
che  ripugna  ) , c gl’  infinitesimi  non  sono  altrimente  nulli  , 
come  ad  Eulero  piacque  supporre.  Nondimeno , dovendo  con- 
venire che  il  rapporto  di  un  arco  infinitamente  piccolo  alla 
sua  corda  differisce  infinitamente  poco  dall’  unità , e nel  Me- 
todo infinitesimale  propriamente  aetto  ( ossia  riguardato  alla 
maniera  del  Leibnitz  , e fatto  rivivere  in  quest’  ultimi  tempi 
dal  Poisson  ) una  quantità  finita  stimandosi  eguale  ad  un’  al- 
tra quando  ne  differisce  per  un  infinitesimo  , è naturale  che 
secondo  un  tal  Metodo  le  curve  si  riguardino  effettivamente 
come  poligoni  di  lati  e di  angoli  esterni  infinitamente  piccoli. 
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Non  bisogna  dissimulare  che  in  tal  modo  non  si  procede  (al- 
meno nella  forma  ) col  rigore  del  Metodo  infinitesimale  fon- 
dato sulla  nozione  lucidissima  dei  limiti  ; ma  1'  errore  che  si 
commette  essendo  al  di  sotto  di  ogni  quantità  assegnabile , è 
come  se  non  esistesse , e si  ha  frattanto  il  prezioso  vantaggio 
delle  abbreviazioni  che  son  proprie  del  metodo  Leibniziano  , 
e che  facilitano  le  ricerche  di  alta  Geometria  e di  Fisica  senza 
compromettere  l’ esattezza  dei  risultati,  (a) 

* 54.  Simile  al  già  dimostrato  è il  principio  che  riguarda  le 
superficie  curve , e che  pure  iuteressa  le  applicazioni  geome- 
triche del  Calcolo  infinitesimale  : si  enunzia  ( n.  51  ) dicendo  , 
che  ogni  superficie  curva  può  riguardarsi  come  un  poliedro 
a facce  piane , infinitamente  piccole  in  tutte  le  direzioni , e 
inclinate  fra  loro  sotto  angoli  ottusissimi.  Ognun  vede  che  questo 


(a)  L’ errore  infinitamente  piccolo  che  si  commette  stimando  un  arco 
infinitesimo  eguale  alla  sua  corda , ripetendosi  infinite  volte  in  un  poli- 
gono d' infiniti  lati  iscritto  ad  una  curva  data  , potrebbe  credersi  che 
risultasse  finita  la  differenza  dei  perimetri  della  curva  e del  poligono  ; 
ma  ciò  non  è altrimente  vero,  poiché  tornando  all’ equazione  (A)  dei 
uum.  51 , e ponendo  per  brevità  la  frazione 

[i-(£01^l=9en'8’ 

l’ angolo  8 sarà  con  più  ragione  un  infinitesimo , e la  citata  equazione 
dandoci 

cos  8 , o vero  c=(a+ò}cos8  , 

sarà 

n+b— e=(<H-ò)(l— cos8)=2(a-f-ò)sen*^-  àfe 

Or  questo  risultato  è solo  un  infinitesimo  di  terzo  ordine,  quando  l'ar- 
co MM'  ( fig.9  ) si  suppone  infinitamente  piccolo  : di  fatti , infinitamente 
piccolo  è allora  1’  angolo  TUT' , perchè  la  direzione  della  curva  varia 
con  legge  di  continuità  nella  estensione  infinitesima  dell*  arco  MM'  ; 
tale  ancora  è la  corda  MM' , sempre  minore  dell’  arco  ; e per  essere 
quell’  angolo  siccome  esterno , maggiore  di  ciascuno  degli  angoli  interni 
ed  opposti  UMM'  , UM'M  , e per  la  proporzionalità  dei  lati  ai  seni 
degli  angoli  opposti , risultano  con  più  ragione  infinitamente  piccoli  i 
lati  a e b.  Adunque  la  differenza  tra  l’arco  infinitesimo  e la  sua  corda, 
ripetuta  ancora  infinite  volte  nel  poligono  d’ infiniti  lati  iscritto  alia 
curva , sarà  al  di  sotto  di  ogni  errore  assegnabile. 
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principio  è un  corollario  assai  naturale  dell’altro  con  che  si 
stabilisce  , che  un  elemento  di  qualunque  superfìcie  curva  , 
infinitamente  piccolo  in  lunghezza  e larghezza , può  in  generale 
stimarsi  piano  : il  qual  principio  , dopo  l' analogo  ( n.  51  ) 
relativo  alle  linee  curve  , nou  ha  bisogno  di  prova  quando  si 
ammetta  il  teorema  col  quale  si  afferma  , che  le  tangenti  di 
tutte  le  curve  che  si  possono  delineare  in  una  superfìcie  curva 
a partire  da  un  medesimo  punto  , esistono  generalmente  par- 
lando , in  uno  stesso  piano , che  dicesi  piano  tangente  della 
superficie  in  quel  punto.  Questo  teorema  poi , che  si  dimostra 
( come  vedremo  a suo  luogo  ) con  tutto  il  rigore  desiderabile 
nel  Calcolo  differenziale  fondato  sulla  nozione  dei  limiti , vuol 
essere  provato  con  semplici  considerazioni  geometriche  , o 
almeno  con  modo  indipendente  dalla  differenziazione , quando 
reciprocamente  le  applicazioni  geometriche  del  Calcolo  infinite- 
simale voglionsi  esporre  alla  maniera  di  Leibnitz  (a). 


(a)  Noi  potremmo  rimetterci , per  la  dimostrazione  geometrica  del 
medesimo  , alla  Geometria  Descrittiva  di  Leroy  ; ma  in  grazia  di  coloro 
che  non  avessero  qnesta  bell’  opera , ne  trascriveremo  qui  appresso  ciò 
di  che  abbiamo  bisogno. 

Intendendo,  com’è  dovere,  per  superficie  non  una  serie  di  linee  o 
di  punti  ravvicinati  gli  uni  agli  altri  quanto  si  voglia , e senza  una 
qualche  relazione  costante  fra  essi , ma  si  bene  il  luogo  geometrico 
delle  diverse  posizioni  che  prende  nello  spazio  una  linea  mobile  , che 
muta  situazione  e spesso  anche  forma  secondo  una  legge  determinata  e 
continua;  e chiamando,  com'  è uso,  generatrice  la  linea  mobile,  indi- 
chi GMg  ( fig.1t  ) la  forma  e la  posizione  della  generatrice  quando 
passa  per  un  punto  qualunque  M.  Sia  inoltre  DMd  una  linea  tracciata 
per  M sulla  superficie,  e sopra  di  essa  come  direttrice  debba  scorrere  la 
generatrice  allorché  pel  suo  movimento  descrive  questa  superficie  ; e 
«iemalmente  ML  una  terza  linea  qualunque,  condotta  eziandio  per  M 
sulla  superficie. 

Trasportata  la  generatrice  in  un'  altra  posizione  G'M'g' , incontrerà 
senza  meno  la  curva  ML  in  un  certo  punto  N1 , quante  volte  il  pun- 
to M'  sia  preso  abbastanza  vicino  ad  M sulla  direttrice  DMd  ; e però 
congiungendo  M,M',N'  con  rette  indefinite , queste  tre  lince  saranno 
secanti  delle  altre  MD , M L , G'g' , e tutto  tre  giaceranno  evidentemente 
in  uno  stesso  piano.  Facciamo  ora  muovere  la  generatrice  G'g'  sopra  MD, 
ravvicinandola  alla  sua  prima  posizione  Gg  : in  questo  mentre  il  piano 
delle  tre  secanti  roterà  intorno  ad  M , in  maniera  però  da  passare  con- 
temporaneamente alla  generatrice  pei  punti  Af'ed  W" , M"1  ed  N1", ... 
dove  taglierà  successivamente  le  curve  MD  ed  ML  : cosicché  questo 
piano  mobile  conterrà  costantemente  le  tre  secanti  variabili.  Or  quando 
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SEZIONE  SECONDA 

Differenziazione  delle  funzioni  analitiche 
di  una  o più  variabili. 


CAPITOLO  V. 

Derivate  , e differenziali  delle  funzioni  semplici 
di  una  variabile. 

55.  Chiamiamo  semplici  le  funzioni 

a+®  . a— oc  ,ax,  — ,afl,  log®,  a®  , sen®  , cos®  , 
cc 

tan®  , cot®  , arcsen®  , arccos®  , arctan®  , arccot®  , 
a motivo  che  indicano  una  sola  operazione  tra  la  variabile 
indipendente  , ed  una  costante  ( la  quale  nei  logaritmi  è la 
base  del  sistema  , e nelle  funzioni  circolari  è il  raggio  del 
cerchio  ) , riguardando  come  un’  operazione  sola  il  complesso 
di  quelle  che  servono  a dare  per  ogni  valore  di  ® i valori 
delle  funzioni  ®“ , log® , a* , sen ® , cos® , ecc.  : e ciò  a cagione 
delle  tavole  dei  logaritmi  e dei  seni , mediante  le  quali  si 
facilita  il  calcolo  di  detti  valori. 

Per  trovar  le  derivate , e quindi  i differenziali  di  dette 
funzioni  semplici , basterebbe  la  forinola  generale 

3 1 V ' A®  A®  ’ 


la  generatrice  sarà  tornata  nella  posizione  GMg , il  punto  M'  mobile 
sopra  MD  sarà  giunto  in  M;  nello  stesso  tempo  il  punto  N'  della 
linea  ML  si  sarà  evidentemente  riunito  con  M , e per  una  conseguenza 
necessaria  i punti  M'  cd  N'  si  saranno  parimente  congiunti  sulla  linea 
variabile  G'g . Allora  dunque  le  tre  secanti  mobili  saranno  divenute  le 
rispettive  tangenti  delle  linee  MD  , ML , MG  ; e siccome  per  ogni 
posizione  della  generatrice  erano  situate  in  un  medesimo  piano  ,se  ne  con- 
chiuderà che  anche  quando  si  son  mutate  nelle  tangenti  MT' , MT" , MT 
giaceranno  in  un  solo  ed  unico  piano , che  è il  limite  delle  posizioni 
successivamente  prese  dal  piano  mobile  delle  tre  sccauti , e che  dicesi 
piano  tangente. 
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combinata  colle  note  forinole  di  algebra  o di  trigonometria  , 
e coi  limiti  rinvenuti  nei  n.5  48  e 50;  ma  noi  ci  gioveremo 
ancora  per  alcune  di  esse  funzioni  del  principio  stabilito  nel 
n.°  41  intorno  alle  funzioni  inverse , ad  oggetto  di  fare  una 
applicazione  del  medesimo. 

Adunque  nella  surriferita  formola  generale  sostituendo  suc- 
cessivamente a f{ x)  le  funzioni  a-f-x , a—x,  ax , ecc.  avremo 
\.°  Per  y=a-{-x  , 

* y—] limS;=1  * *y=\fdx=dx. 


2. °  Per  y=a—x  , 

— = — — = — 1 , »/:=  lim— = — 1 , dy=y’dx=  — dx. 

3. °  Per  y=zax  , 

Ay  oAx  , Ay  , , , . 

— = — =a,v  — bm-i=a  , dti=ii  dx=adx. 

A rr.  Ar  ’ * A nr  9 J J 


4*°  Per  y=- , 


Ay  X+Ax  X 


Ax 


AX 


x(x+Ax)  ’ 


. Ay  a , adx 

V — lim — , dii =u  dx= 

J Ax  x*  J J x» 

5.°  Per  J/SS.T*1  , abbiamo  da  principio 

Ay  (x-f-Axf-X0  xT/4  , Ax\"  .1 

AX  Ax  AxL\  * / J ’ 

quindi  supponendo 

— =*  ed  \=p  , 

%C 

* e /3  convergeranno  a zero  insieme  con  Ax , e risultando 

Ax  <*  ’ 

Q 

dovremo  cercare  il  limite  di  - ; perchè  quello  di  otf~‘  è lo 
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slesso  af~' , a motivo  che  co  resta  invariata  al  convergere 
di  Ax , x c 0 a zero. 

A tal  fine  osserviamo  da  nna  parte  che  l’equazione 
(I+*)*— 1=0  ci  dà  (l+*)a=l-f-0  , 
e passando  ai  logaritmi  di  base  qualunque  , 

(1)  « log  ( 1 +*)=log  ( 1 -f-/9)  , donde 

Da  un’  altra  parte  , essendoché  x e 0 convergono  simul- 
taneamente a zero  , e quanto  più  vi  si  avvicinano  tanto  mag- 

I s 

giormente  i valori  dell’ espressioni  (1+*)5- , (1+0)?  si  ac- 
costano ( n.  48  ) al  numero  e=2, 71828 avverrà  che 

ancora  i logaritmi  di  tali  espressioni  o , che  torna  lo  stesso,  di 

ìlog(l+«)  ed  ^log(l+0) 

si  accosteranno  tanto  pià  a loge  ; e quindi  supponendo 

(2)  ^ log  ( 1 + *) = log  e-fr  , ^ log  (1+0)  = log  e+ J , 

* p 

le  quantità  y e 3 convergeranno  a zero  insieme  con  a e 0. 
Ora  le  equazioni  (1)  e (2)  dandoci  facilmente 

logg-4-y 

* alog«-|-*  ’ 

a 

se  in  questa  passiamo  ai  limiti,  avremo  : lin+=a. 

Conoscendo  dunque  i limiti  di  amendue  i fattori  di  , 
avremo  finalmente 

v'=  lim— =lim.m*~ 1 - ==«0?’’"'  , 
y Xx  * 

e per  conseguenza 

dy=d  • 03°  —y  dxrxacxf'  dx. 

Il  caso  in  cui  o=ì  è degno  di  speciale  attenzione,  perchè 
frequentissimo  a presentarsi.  Allora 

y=x'  — \/x  , e dy=d[/x={x  •dx-^—- 
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6.°  Per  j/— log®  preso  nel  sistema  di  base  a , abbiamo 

Ay  log  (x+Ax) — log  a;  _ ^ Q _ 1 ) 

1x  — Ax  ~~  A a:  ~ x Ax 


ovvero  , ponendo  per  brevità  — =*  , 

M±d=ì  log. (,+,)!  ; 

Ax  X « X ° V ’ ' 

_1_ 

ma  il  limite  ordinario  di  ^1+j^  essendo  il  numero  2,71828... 


espresso  da  e , quello  del  suo  logaritmo  debb’  essere  log  e ; 
dunque  avremo 


j/^lim^^^loge  , e dy=d-\o^x=y'dx=<—\oge  , 

talché  pei  logaritmi  di  base  e , detti  neperiani  e indicati  con 
la  semplice  caratteristica  l , sarà 


d-lx=—- 

X 

7.°  Sia  ora  y=am  : risolvendo  questa  equazione  rispetto 
ad  x con  prendere  i logaritmi  dei  due  membri  nel  sistema 
di  base  a , trovasi  cr=logy  ; e quindi  essendo  a*  e logy  due 
funzioni  tra  loro  inverse,  avremo  x'y'=\.  Ma  già  sappiamo 

che  ®'=^loge , dunque  y'=^=~-  , e quindi 


dy=d-a‘^y'dx^^-=.a— , 
y y * log  e log*’ 


o più  semplicemente  dy=:d-aw=aadx-la,  essendoché  dall’Al- 
gebra si  à /a  ■ log  e = 1 . 

Dopo  ciò  è evidente  che  per  la  esponenziale  particolare 
y—c*  sarà  y'—e“  , e dy=.d-ex= y'dx = cxdx  ; 

talché  la  detta  esponenziale  avrà  la  proprietà  singolarissima 
di  riprodursi  mediante  la  derivazione. 

8 ° Per  la  funzione  j/=sen®  , abbiamo  da  prima 

Ay  sen  (x-f-Ax)  — sen  x 
Ax~“  Ax  ’ 
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ma  ponendo  Aa?=»«-f-6  , x—( i — b , risultano 


il 


, Ax  , Ax 

a=x+T  ’ 6*T 


e quindi 


dunque 


sen  (se-f-  Ax}—  sen  rr=  sen  — sen  (a — h) 

=2sen&coso=2scn^cos(.T4-— 1 • 
2 V 'ì  ) 


Al 

sen 

Aj  2 

Ax 


2 / Ax\ 

cos^+t) 


Ax 

T -- 


Ma  dei  due  fattori  ond  e formata  questa  espressione , il  primo  , 
in  virtù  del  n.°  50  ha  per  limite  l’ unità,  e il  limite  del  se- 
condo è visibilmente  cosa;  ; dunque 

y'=lim~=cos.'r=sen^®-j-^)  , 
e per  conseguenza 

d • sen  x=  dy=i/'dx=sdx  cos  x=dxseu  ^x-f-0  • (a) 

9.°  In  simil  modo  per  la  funzione  y— cos®  , usando  una 
trasformazione  simile  alla  precedente  , trovasi 


Ay 


Ax 

sen  — 


AX 


2 / Ax\ 

S"  senVc+T)  * 

2 


donde 


y'=  lim  ^ = sen  x = cos  (^4*0  , 


(a)  Ordinariamente  il  simbolo  dx  si  scrive , come  in  y'dx , dopo 
la  funzione  derivata  ; ma  nella  differenziazione  delle  funzioni  circolari 
e dei  radicali  noi  lo  scriveremo  innanzi , seguendo  il  costume  del  Lacroix. 
In  sostanza  i simboli  dx  e dy  indicheranno  , come  se  fossero  una  lettera 
sola , i differenziali  delle  semplici  variabili  x c y , anche  quando  stanno 
innanzi  ad  altre  espressioni,  senza  esser  necessario  di  porre  un  punto 
o di  lasciare  alquanto  lo  spazio,  dopo  di  essi. 

Cale.  Dì/f.  ' 6 
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c per  conseguenza 

d ■ co9  r=<ly=>y'dx^ — dx  sen  ®=sd®cos^®-f--^  ' 

* 10  ° Per  la  funzione  y=stan®  , abbiamo  da  principio 

Ay tart  (®-f-A®) — tan  x 

A®  A®  ’ 

ma  siccome  la  nota  forinola  trigonometrica 

. tana — tan  6 

tan  (a — 61=;—- : — r 

v ' l-f-tanatanft 

ci  dà 

tana — lanò=tan(a — &)x[1+tènatanò]  , 
così  avremo  , cangiando  a c b in  x+Ax  ed  x , 

tan {x + A®)— tan ®=tan Ax [I  -f  tan (®-f Ax)  tan®]  , 
e quindi  sarà 

Ay_tanA®  j- ^ ^_tan (®+ A®) • tan®] 

sen  A®  l-t-t*n  (®-|-A®)  • tan® 

A®  COS  A® 

Ora  ponendo  mente  che  al  convergere  Ax  a zero  , le  quan- 

. sen  A®  . 

tità  i e tan®  restano  immutate  , — — e cos  Ax  convergono 

AX 


all’ unità,  o lan(®+A®)  converge  verso  tan®,  avremo 
e quindi 


i/=  lim  — = 1 -}-  ta  a*  x—  sec*  x- 

J Ax 


cos*# 


dx 

d • tan  x—du=ìi'dx=dx  sec*  ®= — — • 

J J cos*® 

* \\.°  In  simil  modo,  per  mezzo  della  formola  trigono- 
metrica 


coll — eot«— 


l+cotacot* 


col  [a— b) 

( che  nasce  dall’  analoga  pocanzi  trovata  per  la  differenza  di 

..,.111. 

due  tangenti , colla  sostituzione  ài  — , — , 


Digitìzed  by  Google 


DI  CALCOLO  DIFFERENZIALE  43 

vece  di  lan«  , tanò  , tan(a — 6)  ),  la  funzione  y=col.r  con- 
duce a 

Ay  scn  Ax  l-f-cot(x-t-Ax)cotx 
Ax  Ax  cos  Ax  ’ 


donde  passando  ai  limili  si  trae 

v=  1 ina—  = — ( 1 -{-  cot*  x)— — cosec*  x= — , 

ed  in  conseguenza 

d ■ col  x—dy—  —dx  cosec*  x—  — ■ 

J sen»x 

12. 0 Sia  ora  la  funzione  t/=arc.  sena?.  Questa  è iuversa 
dell’altra  o?=sseni/ , per  la  quale  abbiamo  £c'=cosy.  Dunque 
l’equazione  xy  — \ , dimostrata  nei  n.°  41  , ci  darà  subito 
,11.  1 
y x'  cosy^j/fl^r.  ’ 


e quindi 


(i-arcsen  x=dy= 


dx 

1 / 1 — X» 


13.°  Similmente  per  la  funzione  y=  are. cos.»  , inversa 
dell’altra  x—cosy  per  la  quale  x'= — seni/,  trovasi 


1 


l/l— X* 


J , dx 

e a are.  cos x—u>r= — 

i/n^r 


*14.°La  funzione  j/=arctana5è  inversa  dell’altra  x=l&ny, 
rispetto  alla  quale  abbiamo  x'=sec*y.  Dunque  in  virtù  della 
formola  xfy'=  1 , sarà 


t 

y 


i__  i _ i 

x'  sec»y  i-f-x*  ’ 


e d &rclAox—dy— 


dx 

l+xm" 


* 15.°  Finalmente  , per  la  funzione  t/=arc.cotx , inversa 
di’ altra  x=coty  che  ci  ha  dato  x= — cosec*  y , la  stessa 
hnola  <r'j/'=1  dà 


1 

7 


_i i_ 

cosec»  y i-j-x* 


e 


d-arc.cotaj=di/ 


dx 

1-f-x* 


6.  In  tutte  queste  funzioni  circolari  si  è tacitamente  6up- 
pco  il  raggio  eguale  all’  unità  , come  ordinariamente  si  suole. 
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Ma  laddove  piacesse  indicarlo  generalmente  con  a , per  di- 
vinare quali  sarebbero  i risultamenti  senza  rifar  da  capo  le  cal- 
colazioni , basta  combinare  il  principio  della  omogeneità, , in 
virtù  del  quale  tutti  i termini  di  una  equazione  debbono  es- 
sere omogenei  fra  loro , colla  osservazione  per  se  stessa  evi- 
dente , che  i differenziali  delle  quantità  son  sempre  omogenei 
ad  esse  ; e che  perciò  quando  ogni  lettera  dinota  una  linea , 
l’ espressioni  dei  differenziali  delle  quantità  lineari  voglion  essere 
di  una  sola  dimensione  ossia  di  primo  grado  , di  due  dimensioni 
ovvero  di  secondo  grado  quelle  dei  differenziali  delle  super- 
ficie , e di  tre  dimensioni  o di  terzo  grado  1’  espressioni  dei 
differenziali  dei  solidi.  Dopo  ciò  . osservando  che  dx  e dy 
debbono  considerarsi  come  quantità  di  una  sola  dimensione  , 
i differenziali  delle  funzioni  circolari  verranno  espressi  come 
qui  sotto  , quando  il  raggio  del  cerchio  dicesi  a : 

, dxcosx  , dx  sena; 

a ■ 6en  x= , d ■ cos  x= , 

a a 

, a*dx  dxsec'x  , a' dx  dx  cosce*  x 

d ■ tan  x= — , d cot  .r= — = , 

cos®x  a*  cos  x a» 


(/•  Arcsenas 


adx 


d Are  tan  x- 


l/  a* — x® 
a*dx 
a*-t-x * 


, d ■ Are  cos  x=  — 


adx 


, d - Are  col  ;c= 


V a*— x* 

adx 


o*-+-x* 


CAPITOLO  VI. 

Differenziati  delle  funzioni  ili  una  o piu  altre  funzioni 
immediate  o successive  di  una  sola  variabile. 

* 

57.  Siano  ad  un  tempo  I'  equazioni 

y=f(v)  e v=F{x). 

Saia  y una  l'unzione  di  x , che  dicesi  funzione  di  fanzine 
perchè  si  potrebbe  scrivere  sotto  la  forma  iy=/’[/'(ic)] . Tratasi 

dy 

di  determinarne  il  coefficiente  differenziale  y ovvero  — , c 

il  differenziale  dy  , senza  esprimerla  immediatamente  ina?  , 
con  sostituire  F!x)  a v. 
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Indichiamo  al  solito  con  Av  e Ay  i cangiamenti  che  su- 
biscono v ed  y quando  x cresce  di  Ax  , i quali  converge- 
ranno a zero  insieme  con  Ax.  Facendo  sempre  capo  dall’e- 
quazione stabilita  nel  n.°  35  , avremo 

Ay  Ay  Ao  f[ t>-f-Ae) — f[v)  Av 
AX  At>  Ax  Av  Ax 


Ora  nel  limite  il  primo  di  questi  fattori  diviene  ( n.  33  ) la 
derivata  di  f(v) , ossia  di  y per  rapporto  a v , cioè  a dire 
come  se  fosse  v la  variabile  indipendente  : e questa  derivata 
meglio  che  col  simbolo  1/  (il  quale  rimane  addetto , egual- 
mente che  , a significare  il  coefficiente  differenziale  per 

rapporto  ad  x ) si  dinota  con  ^ , che  presenta  v al  consueto 
luogo  della  variabile  indipendente;  il  limite  poi  del  secondo 
fattore  è indicato  al  solito  da  v/  o pure  — , perchè  a?  è in 
realtà  la  variabile  indipendente.  Dunque  avremo 


'/ 


f ity  dy  dv 
dx  dv  dx 


e dy=y'dx=Y^-  dx. 

3 3 de  dx 


il 


58.  Si  noti  come  essendo  per  le  cose  precedenti  — dx=dv , 

dx 

valore  di  dy  si  può  anche  scrivere  sotto  la  forma 


d'j=tdv  ; 


cosicché  nel  prendere  il  differenziale  di  una  funzione  di  un’al- 
tra funzione , è lecito  considerare  quest’  ultima  come  variabile 
indipendente.  Dunque  in  tutti  i differenziali  trovati  nel  capitolo 
precedente  , e nella  traduzione  di  essi  in  linguaggio  comune 
( che  ne  faremo  da  qui  a poco  ) , sarà  lecito  sostituire  la 
funzione  alla  variabile. 

59.  In  egual  modo  , supponendo 

y=f{u)  , u=F[v ) , v=nf(x)  , 

sarà 


Ay Ay  Su  Av f[u-i-Su) — f[u)  F(iì-f-At') — F[v)  Av 

Ax  Ah  Av  Ax  Au  av  a.c  ’ 
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onde  convergendo  simultaneamente  a zero  Aa;,  Au,  Au,  Ay  , 
avremo  nel  limite 

, dy  dy  du  dv  , . . dy  du  dv  , 

y — t~=t  t-  t > e du—'fdx~ — — dx  : 
a dx  du  dv  dx  J J du  dv  dx 


e così  per  un  maggior  numero  di  variabili  che  dipendono 
successivamente  una  dall’  altra.  In  generale  può  dirsi  che 
quando  più  variabili  son  funzioni  consecutive  una  dell’  altra  , 
la  derivata  della  prima  per  rapporto  all’  ultima  eguaglia  il  pro- 
dotto delle  derivate  di  ciascuna  per  rapporto  alla  seguente. 

60.  Con  questo  principio  e coi  differenziali  già  noti  delle 
funzioni  semplici , si  potrebbe  compiere  la  differenziazione  di 
moltissime  altre  funzioni  , poiché  in  ciascuno  di  quelli  è le- 
cito sostituire  ad  x ogni  funzione  semplice  che  si  voglia  della 
stessa  x ; ma  noi  ci  limiteremo  a differenziare  le  funzioni 

bx 

axm  , (o-J-fta?**)"  , a , l.lx  , l. sena; , l. cosa?  , /.tana; , l.colx  , 
sen.v.af,  seca?  , coseca?  , arcsen.v.a; , arcseca?,  arccosecaj , 


la  più  parie  delle  quali  non  sono  rare  a presentarsi. 

1.°  La  funzione  y=axm  , che  ò la  espressione  generale 
del  monomio  algebrico  , diviene  semplicpmente 


yrasftu  , al  supporre  v=sxm . 
Quindi  essendo  (n.°  55  , 3.°  e 5.°) 


dv 

e ■— xzzmx”- 
ax 


avremo 


dii 

J.=maxm~‘  , c d ■ axm=Jy—maxr~'  dx. 
dx  17 


2.°  La  funzione  y=(a-)-bxm)a  diviene 

y=tn  , ponendo  l=a-j-u  , u=bv  , v=xm  ; 


ma 


dy  dt  , du  , dv  

—=nt"-‘ , — =1  , — =d>  , •r-==maT“'  , 

dt  du  do  dx 


dunque 


dy  dy  dt  du  dv 
dx  dt  dudv  dx 


mnbt"~‘  ocm~'—mnbxm 


e per  conseguenza 

d • (« -f  bxm)r'—dy=.m  nbxm  ~ ‘ (a  -f  bxmjr~‘  dx . 
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3.°  La  funzione  y=ab’  diviene 

y—a”  al  supporre  v=&*  ; 

quindi  essendo  ( n.  55  , 7.°)  ^—(Cla  , e d-^=brlb  , 

avremo  ^-z=avlabmHx=ah'b!‘la  Ib  , 

dx  dv  dx 

e con  ciò  d ■ a?=dij=at  b*la  Ibdx. 

61 . Allo  stesso  modo  : ponendo  mente  che  le  altre  fun- 
zioni proposteci  son  funzioni  semplici  di  Ix  , sene»  , cosce, 
tana? , e cola?,  si  avrà  facilmente  per 


,J=Ux,^Ìt; 

, , dxcosx  , . dx 

y—l. sena?  , dy= =aa?coter= ; 

* senx  tana; 


, , dx  sena; 

*'='•“»*  ■ dy=-^r=- 


ixtanx=- 


dx 


cotx 


y=s/.tana?  , dy= 


dx 


dx 


cos*x-taux  senx- cos  x ’ 

j , dx  dx 

y ' ^ ’ iy  sen*x-cotx  senx-cosx 

j/=sen.v.a?=l — cosa;  , dyt=dxsenx  ; 


v—  sec  x= , dys 

J cos  x J 


dx  sen  x 

S E 

cosax 


sdx tana; -seca?  ; 


1 dee  cos  oc 

y~  cosec  ar= , d — — c/ascotas-cosec®  ; 

sena:  * sen*® 

e mediante  il  principio  (n.  41  ) delle  funzioni  inverse  , 


t/=arcsen.v.a?  , 

m 

4Ì 

1 

-r 

y=arcseca;  , 

dx 

ari/ x* — 1 

y=  are  cosec  a?  , 

, dx 

dy— 

a-h7  x*— 1 
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Non  rechi  meraviglia  il  vedere  che  i due  differenziali  qui 
notati  di  / tana?  e l-colx  sieno  eguali  e di  segno  contrario , 
talché  la  loro  somma  dia  zero  ; perchè  essendo  tan  x • cot x=  1 , 
ne  viene  in  conseguenza 

/•tana?-f-i  cotcc=l(tana)-cotar)=M=0  : 

e certo  il  differenziale  di  zero,  anzi  di  ogni  quantità  costante, 
è zero. 

In  quanto  poi  ai  differenziali  di  sen.v.ao  e seguenti , se 
piacesse  prendere  per  raggio  a in  vece  di  \ (come  nel  n.°  56), 
il  principio  della  omogeneità  , invocato  pure  in  quel  n.°  , 
darebbe  subito  per 

dx  sen  x 

y=sen.v.o;  , «y  = ; 


y=sec  x , dy= 
y=cosec  so  , dy— 
y=Arcsen.v.cr  , dy= 


adx  sen  x dxlanx-secx 


cos'x 
adx  cosx 


dxcotx- cosce  x 


sen*  a: 
adx 


a* 


y=Arc sceso  , dy= 


l/2ar — .t* 
a'dx 


j/=Arccosec  x , dy= 


al/  a?*— a* 
a'dx 


srl/  x*—a% 


62.  Passiamo  ora  alle  funzioni  che  dipendono  contempo- 
raneamente da  due  o più  altre  funzioni  ai  una  stessa  varia- 
bile , e che  diconsi  composte  perchè  possono  involvere  quante 
operazioni  algebriche  o trascendenti  ordinarie  si  vogliano  fra 
le  dette  altre  funzioni. 

Supponendo  da  principio  che  queste  altre  funzioni  siano 
le  sole  due  «e  v , indicheremo  la  funzione  composta  col 
simbolo  generale 

y—f{u  . v)  > . 0). 

che  s’ intende  andar  unito  a due  altri  come 


«=$( , t=4(ir). 

Dinotino  al  solito  Ax  un  aumento  dato  ad  x , e Av  , Au  , 
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i cangiamenti  simultanei  che  subiscono  n , u ed  y.  Sara 
Ay  — f(u  + v -f  Av)  — /■(«,  r)  ; 
ina  questa  differenza  è identicamente  uguale  a 
f{u  + Au , v)  — f(u , v ) + f(u  -f-  Au , e + Ai*)  — f[u  -f  Au  , r)  , 
dunque  sostituendo  l una  all’ altra , e dividendo  per  Ax  , sarà 


Ax 


f[u+Au,v)  — f[u,v)  fu+Au,v  + Av)  -f(u+Au,v) 


Ax 


Ax 


A»  , f[u-{-Au,v-\-Av)—f[u+Au,e)  A» 

AU  Ax  ' At>  A* 

Passando  ora  al  limite  , il  primo  membro  diviene  —• , e il 

dx 

primo  termine  del  secondo  membro  diviene  ~ v*  : bene  in- 
r du  dx 

teso  che  con  ~ intendasi  la  funzione  derivata  di  w ossia 

du  J 

di  f[u,  v)  presa  per  rapporto  ad  u , come  se  u sola  fosse 
variabile  e v fosse  costante.  Il  limite  poi  del  secondo  termino 
sarebbe  evidentemente 

d.f[u+ Au,v)  do 
do  dx  ' 

se  Au  rimanesse  immutato  frattanto  che  A#  e Ar  convergono 
a zero  ; ma  siccome  Au  impicciolisce  e svanisce  con  Ax  e Av 
il  limite  in  parola  sarà  effettivamente 

d.  /Tu,  rido  . dydv 

dò  dx  ' °SSia  dvTx 
Avremo  dunque  definitivamente 


dy  dy  du  dy  do 

dx  du  dx  do  dx 


(2) 


e per  conseguenza 


o pure 


Cale.  Dt ff. 


dy  = ~ du  + T^v- 
* du  dv 
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63.  Se  nelle  forinole  (1)  e (2)  si  supponesse  u = x (come 
certamente  polrebb’  essere  ) , avrebbcsi  , cangiando  ti  in  x , 


y = f[x,  v ) 


dy  dy  dy  dv 

dx  dx  dv  dx 


Ora  s' ingannerebbe  chi  pensasse  che  il  simbolo  — abbia  il 

medesimo  significato  nel  primo  e nel  secondo  membro  ; poi- 
ché nel  primo  dinota  il  coefficiente  differenziale  della  fun- 
zione f(x,  v)  nella  ipotesi  genuina  che  o varia  insieme  con  x , 
mentre  nel  secondo  membro  indica  il  coefficiente  differenziale 
della  stessa  funzione  sì  bene  , ma  nella  ipotesi  che  r sia 
costante.  Ritenendo  adunque  inalterabilmente  che  quando  y 
dipende  da  due  o più  funzioni  di  x , dette  per  esempio  u , v , ecc. 

i simboli  ~ , ^r- , ecc.  dinotino  i coefficienti  differenziali  presi 
du  dv 

rispetto  alla  sola  variabile  scritta  nel  denominatore , come  se 
tutte  le  altro  fossero  costanti  , se  in  qualche  caso  speciale 
una  di  tali  funzioni  si  supponga  divenire  x , bisognerà  indicare 
il  coefficiente  differenziale  propriamente  detto  della  funzione  y 

con  una  notazione  diversa  da  d~-  : la  più  semplice  sarebbe  y 

ma  vi  ha  pure  chi  scrive 

Adunque  per  la  funzione  particolare 

y=f(x  , e) 

in  cui  v si  suppone  essere  funzione  di  x , sarà  schivato  ogni 
equivoco  scrivendo 

, dy  dv 

" dx  dx'  dv  dx  ’ 

quanto  poi  al  differenziale , non  vi  à equivoco  di  sorta  scrivendo 

*y=(%+ìdih 

64.  Ritornando  al  caso  generale  , se  si  avesse 


y—f{t,u,v)  , 

e le  variabili  t,u,  v fossero  tutte  funzioni  di  x , osservando 
che  la  differenza  ày , ossia 

f[t  + Al , « -f  Au , r + Au)  — f(t , v , r) 
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si  può  scrivere  sotto  la  forma 

f(t-\-At,u,v) — f[t,u,  v) 

+ /■(<  + At , u + Au , v)—([t  -f  A t ,u,  v) 

+/■(<  + At , u -f  Au  , v + Av) — f[t  + At , u + Au , r) , 
si  troverebbe  facilmente 

dy  dy  di  dy  du  dy  dv 
dx  di  dx'dudx~'dvdx 

e quindi 

, (dy  dt  , du  du  dy  dv  \ , 

dy—l  -j- — h-p  j — h y ~r  )dx  • 

J \dt  dx  du  dx  dv  dx ) 

o pure 

dy—^-dt  + ~du-\-  —dv. 

J dt  1 du  1 dv 


E nulla  impedendo  di  proseguire  allo  stesso  modo  , qua- 
lunque si  fosse  il  numero  delle  funzioni  dipendenti  dalla  va- 
riabile od  , ne  dedurremo  il  principio , che  il  coefficiente  diffe- 
renziale o il  differenziale  di  una  funzione  di  più  altre  funzioni 
di  una  stessa  variabile  , è uguale  alba  somma  dei  coefficienti 
differenziali  o dei  differenziali , che  si  ottengono  facendo  variare 
quest’  altre  funzioni  una  sola  per  volta. 

65.  In  virtù  di  questo  principio  , i differenziali  notati  qui 
appresso  non  han  bisogno  di  alcuna  dichiarazione  : 


y—t-\- u— ••  • , dy—dt-{~du — dvzìz-.., 

ycstu  , dy—ldu-\-udl, 

y=tuv...,  dy=dt-uv  du-tv ...  +de  tu  . 


, 1 , do  r du  — udv 

3 v »*  e* 


E per  aggiungere  un  esempio  , la  cui  differenziazione  sa- 
rebbe diffìcile  senza  l’uso  del  principio  in  discorso  o pure  il 
passaggio  ai  logaritmi,  prenderemo  y = uv. 

Supponendo  u variabile  e v costante  , abbiamo  dal  nu- 
mero 55,  5.°  ^du=vùe~tdu  ; supponendo  poi  variabile  re 

costante  tt,  il  n.°  55,  7."  ci  dà  ~rfr«=  ttrltt.rfv.  Il  perchè, 
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unendo  insieme  i due  risultamenti  avremo 

dy—vu*~'du  -f-  u”lu . dv  — n"  ~ -f-  lu.dt»^  ; 

ed  osservando  che  l’ espressione  scritta  dentro  la  parentesi  è 
il  differenziale  di  rlu  ossia  di  l.u"  , con  bella  brevità  potrà 
dirsi  in  astratto  , che  il  differenziale  di  una  esponenziale  a 
base  variabile  eguaglia  il  prodotto  della  stessa  esponenziale  pel 
differenziale  del  suo  logaritmo  neperiano. 

66.  Mediante  il  n.°  57  , e la  prima  e l’ultima  delle  forinole 
trovate  nel  n.°  precedente  avremmo  potuto  compiere  qui  la 
differenziazione  delle  funzioni  semplici,  più  brevemente  e facil- 
mente che  nel  n.°  55  ( dove  potevamo  limitarci  alle  prime  sei 
cd  a sena?)  se  non  ci  fosse  paruto  conveniente  esaurirla  col 
Metodo  generale  e diretto  dei  limiti , e col  principio  delle  fun- 
zioni inverse , di  cui  mostreremo  potersi  ancora  far  di  meno. 

Infatti,  la  forinola  t/=cosa?  = sen^ — a?^  divenendo  sem- 
plicemente ;/=senu  al  supporre  u—~  — x , ed  essendo 
( n.°  55  , 2° , 8°  ) , ~ = costi , ^ = — 1 , avremo  pel  n.°  57 

du  dx 

(tu  du  du  /«•  \ 

-r"=~r-r  = — cos u = — cosi- — x ) = — sena?  ; 

dx  du  dx  . \2  / 

epperò  d . cos  x — dy  = — da?  sena?. 

Inoltre  , dall’  ultima  delle  quattro  formolo  dimostrate  nel 
citato  precedente  n.°  65  , supponendo 


«=sena?  , e t?  = cosa?, 

si  desume 

, , ,scnx  tfxcos*xH-dxsen®x  dx  , . 

rt.lanx=rf == - = t=dx sec  a?  ; 

cos  x cos  x cos®  x 

supponendo  al  contrario  w=cosa?  , e t==sena?,  nasce 

, , ,cosx  — dxsen»x— dxcos*x  dx  , , 

d.cotx—d = = — aacosecx; 

senx  sen*x  sen  x 

supponendo  «=  1 , e v = cosa?  , si  à 

, , 1 rfxscnx  , senx  i , 

a.secx=d = — =dx —.dx  tana  seca  ; 

cosx  cos  x cosxcosx 
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e supponendo  u=1  , e t?=seno? , si  ottiene 

. , 1 dx cosa;  , cosar  1 

u.  cosecar=a ——dx =—  t/arcotorcosecu?. 

sen  x sen'  x sea  x scn  x 

Dalla  prima  poi  delle  quattro  forinole  è chiaro  che 

d.sen.v.a?  = d(l  — cos  or)  ==  darsena?. 

Per  differenziare  adesso  le  funzioni  semplici  e inverse  in- 
dipendentemente dal  così  detto  principio  delle  funzioni  inverse , 
dimostrato  geometricamente  nel  n.°  41  , basterà  considerare 
le  tre;  a * , arcsena?,  are  tana?;  in  simil  modo  potendosi  diffe- 
renziare le  altre  are. cosa?  , arc.cot , are sec x , arc.coseca; , 
are  sen.  v. or. 

Essendosi  dimostrato  ( n.°  55  , 6°) 

d.loga?=—  loge  , ne  risulta  dx , 

X log  « 

ma  ponendo  x = av , e passando  ai  logaritmi  di  base  a si 
ottiene  Ioga?  = y ; dunque 

log# 

o più  semplicemente 

d.ai=aydy.la , a motivo  che  /a.loge  = 1. 
Parimente,  essendosi  trovato  ( n.°  55  , 8.°). 

d.senar 


d.  sen a?=s dx  coso?  , avremo  dx-- 


cosx 


ma  ponendo  a?  = are  sen  y,  si  à senar  = y e cosx  = l/l -y*  : 


dunque 


d.  are  sen  y 


dy 


l/i— y» 

E in  simil  modo , avendo  dianzi  trovato 

d.tana?=  dx - , ne  nasce  da?=cos*a?.d.tana?  ; 
cos»x 

ma  ponendo  a?  = arctani/  , da  cui  tanar  = y 

ne  risulta  sec*ar  = 1 -4-t/*  , o quindi 

dy 


COS*  X : 


— . -,1--  : dunque  rf.arctaut/  = ; 
*ec*x  i+y  n J i+y* 
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E finalmente  , avendo  pur  dianzi  trovato 

, , , d.sen.v.x 

d.sea.v.x=dxseax  , avremo  dx  — ; 

sena: 

ma  supponendo  ajt=arcsen.v.y  , o vero  scn.v.cc  =*»  y , 
ne  risulta  cosa=1 — y . e quindi  seax—1^2 y — y*  : 

dy 

dunque  d.arcsen.v.y  = — 

l/2y-y* 

In  generale  può  dirsi  che  i principii  stabiliti  nei  n.*  59  e 64  , 
ed  i differenziali  trovati  colle  formolo  precedenti  bastino  a 
compiere  la  differenziazione  di  tutte  le  funzioni  esplicite  di  una 
variabile  , che  non  sieno  di  competenza  del  Calcolo  integrale. 
Nondimeno,  essendo  utilissimo  ( se  non  pure  necessario  ) che 
i principianti  abbiano  a memoria  il  contenuto  delle  formole 
stesse , ridotte  a regole  o teoremi  espressi  in  linguaggio  comune, 
ne  scriveremo  ordinatamente  qui  appresso  gli  enunciati , ri- 
tenuto come  assioma  che  il  differenziale  delle  quantità  costanti 
è zero. 


Teoremi  o regole  per  la  differenziazione. 

1. °  Il  differenziale  della  somma  o della  differenza  di  più 
funzioni  è uguale  alla  somma  o alla  differenza  dei  loro  diffe- 
renziali ^rispettivi. 

2. °  Il  differenziale  del  prodotto  di  una  quantità  costante 
per  una  funzione  è uguale  al  prodotto  di  essa  costante  pel 
differenziale  della  funzione. 

3. °  Il  differenziale  del  prodottoci  due  funzioni  è uguale 
al  prodotto  della  prima  pel  differenziale  della  seconda  , più 
il  prodotto  della  seconda  del  differenziale  della  prima  ; e 
generalmente  , il  differenziale  del  prodotto  di  quante  si  vogliano 
funzioni  è uguale  alla  somma  dei  prodotti  che  nascono  molli- 
cando  il  differenziale  di  ciascuna  per  tutte  le  altre. 

4. °  Il  differenziale  di  una  funzione  fratta  è uguale  al 
denominatore  moltiplicato  pel  differenziale  del  numeratore  , 
meno  il  numeratore  moltiplicalo  pel  differenziale  del  deno- 
miuatore , tutto  diviso  pel  quadrato  del  denominatore  ; e in 
particolare  , il  differenziale  di  una  funzione  fratta  di  numera- 
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tore  costante  è uguale  a meno  il  prodotto  del  numeratore  pel 
differenziale  del  denominatore , diviso  pel  quadrato  di  questo 
medesimo  denominatore. 

5. °  Il  differenziale  di  una  funzione  innalzata  ad  esponente 
costante , è uguale  al  prodotto  di  questo  esponente  per  la 
funzione  innalzata  al  medesimo  esponente  diminuito  di  una 
unità  , e pél  differenziale  della  funzione  ; e in  particolare  , il 
differenziale  di  un  radicale  quadrato  pareggia  quello  della 
funzione  sottoposta  al  radicale , diviso  pel  doppio  del  radicale. 

6. °  Il  differenziale  del  logaritmo  di  una  funzione , preso 
in  un  sistema  qualunque  , è uguale  al  differenziale  della  fun- 
zione , diviso  per  la  stessa  funzione  , e moltiplicato  pel  logaritmo 
della  base  neperiana,  preso  nel  medesimo  sistema  , ossia  pel 
modulo  di  questo  sistema  (a)  ; e in  particolare  , il  differenziale 
del  logaritmo  neperiano  di  una  funzione  , pareggia  il  diffe- 
renziale della  funzione  , diviso  per  la  stessa  funzione. 

7. °  Il  differenziale  di  una  quantità  esponenziale  eguaglia 
il  prodotto  di  essa  pel  logaritmo  neperiano  della  base  e pel 
differenziale  dell'  esponente  ; onde  in  particolare , il  differenziale 
della  esponenziale  di  base  neperiana  eguaglia  il  prodotto  di  essa 
pel  differenziale  dell’  esponente. 


(a)  Così  da  molti  sì  chiama  il  logaritmo  di  detta  base , e si  definisce  il 
fattore  costante  per  cui  moltiplicato  il  logaritmo  neperiano  di  un  nu- 
mero qualunque  , si  ha  nel  prodotto  il  logaritmo  dello  stesso  numero 
nel  sistema  di  cui  si  tratta.  Infatti  , per  due  sistemi  di  basi  qualun- 
que o ed  e , e di  caratteristiche  rispettive  log  ed  l , abbiamo  dall’  al- 
gebra ( Lacroix  , n."  250  ) 

logx=llx  ; 

onde  sostituendo  log  e ad  ~ in  virtù  della  equazione  la  • log  e =1 , ci- 
tata altre  volte  ( e che  nasce  ancora  dalla  precedente  scrivendo  e in  luogo 
di  x)  , avremo  [il  modulo  j|f=^=log«. 

Cosi  pel  sistema  briggiano  in  cui  a =10,  si  ha 
JW=log.  2, 71828..  .=0,43429.. .. 

Con  questo  numero  si  passerebbe  dai  logaritmi  neperiani  ai  brig- 
giani  ; ma  siccome  importa  più  1’  operazione  inversa , perchè  le  tavole 
neperiane  son  meno  comuni , cosi  merita  maggiore  attenzione  il  nu- 
mero 2,30258... , che  è P inverso  del  modulo  briggiano , e che  mol- 
tiplicato pei  logaritmi  briggiani  li  rende  neperiani. 
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8. °  Il  differenziale  del  seno  è uguale  al  differenziale  del- 
l’ arco  , moltiplicalo  pel  coseno. 

9. °  Il  differenziale  del  coseno  ò uguale  a meno  il  diffe- 
renziale dell’  arco  , moltiplicato  pel  seno. 

IO  0 II  differenziale  della  tangente  è uguale  al  differen- 
ziale dell'  arco  , diviso  pel  quadrato  del  coseno  o pure  molti- 
plicato pel  quadrato  delia  secante. 

11. °  Il  differenziale  della  cotangente  è ugnale  a meno  il 
differenziale  dell’arco  , diviso  pel  quadrato  del  seno  o pure 
moltiplicato  pel  quadrato  della  cosecante. 

12. °  11  differenziale  del  seno  verso  è uguale  al  differen- 
ziale dell’  arco  , moltiplicato  pel  seno. 

13. °  Il  differenziale  dell’  arco  in  funzione  del  seno  è 
uguale  al  differenziale  del  seno  , diviso  pel  coseno. 

14. °  Il  differenziale  dell’arco  in  funzione  del  coseno  è 
uguale  a meno  il  differenziale  del  coseno , diviso  pel  seno. 

15. °  Il  differenziale  dell’arco  in  funzione  della  tangente 
pareggia  il  differenziale  della  tangente  , diviso  pel  quadrato 
della  secante , o pure  moltiplicato  pel  quadrato  del  coseno. 

16.  Il  differenziale  dell'arco  in  funzione  della  cotangente 
pareggia  meno  il  differenziale  della  cotangente , diviso  pel 
quadrato  della  cosecante , o pure  moltiplicato  pel  quadrato 
del  seno. 

17. °  Il  differenziale  dell’  arco  in  funzione  del  seno  verso, 
o come  talvolta  suol  dirsi , in  funzione  della  freccia  , egua- 
glia il  differenziale  del  seno  verso  o freccia  , diviso  pel  seno. 

67.  Coll’  uso  di  queste  regole  e con  un  poco  di  esercizio  si 
arriva  facilmente  a differenziare  qualunque  funzione  esplicita , 
senza  punto  decomporla  per  via  di  nuovi  simboli  in  funzioni 
semplici  , o meno  composte  di  essa  , quantunque  ciò  torni  assai 
utile  , e sopra  tutto  quando  alcuna  di  queste  funzioni  trovasi 
scritta  più  volte  nella  funzione  proposta.  La  norma  a tenersi 
è quella  di  itulicare  le  differenziazioni  relative  alle  varie  opera- 
zioni richiamate  dalla  funzione , e ciò  con  ordine  inverso  a 
quello  cui  bisognerebbe  seguire  nel  calcolo  numerico  della 
funzione  ; poiché  in  tal  modo  si  arriva  tosto  o tardi  alle  fun- 
zioni per  dir  così  elementari  , e di  cui  si  effettuano  ultima- 
mente le  differenziazioni. 

Per  esempio  la  funzione 

t/=l  .tan . (a  -f-  bxm)n 
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presenta  come  I .*  operazione  da  farsi  per  la  sua  valutazione  , 
il  calcolo  del  termine  bxm  ; come  2.® , 1'  addizione  di  questo 
termine  ad  a;  come  3.® , l’innalzamento  di  a-\-bxm  all’espo- 
nente n;  come  4.®,  la  ricerca  della  tangente  di  (a '4*  ; 

e come  5.®  ed  ultima  , la  determinazione  del  logaritmo  nepe- 
riano di  questa  tangente.  Si  terrà  dunque  l’ ordine  inverso 
nella  differenziazioue , scrivendo 


, <^.tan.(a-^-&^cm)', 

^ tan.(o-t-6xm)” 


4.®  d.tan.(a  + W)" 


, ( regola  6.®  ) 


, ( rcg . *0.*) 


cos*.(a-f-6x*n)“ 

3.®  d^a  + bocMys^nfa  + bx’*)*'' dfa-ì-b.r*")  , ( reg.  5.*) 

2.®  d.{a  + bxm)=*d.bxn  , {reg.  1.®) 
e fin  qui  la  differenziazione  è soltanto  indicata.  Finalmente 
1.“  d.bxm=b ,d.xm  = mbxm~'dx.  {reg.  2.®  e 5.*) 

Risalendo  ora  per  gradi  alla  espressione  di  dy  , trovasi 
agevolmente 

mnbxm—1dx[a-±-h.Tm'f~' 
sen . (a +&xm)"  X cos . [a  -|-  bxm)m 


dy- 


CAPITOLO  VII. 


Differenziazione  delle  funzioni  esplicite  di  più  variabili 
indipendenti. 

68.  Differenziale  semplicemente  detto  di  una  funzione  z di 
più  variabili  indipendenti  x , y , . . . . è ( a simiglianza  di 
quello  delle  funzioni  di  una  sola  ) il  cangiamento  infinitamente 
piccolo  che  soffre  la  funzione  , e che  s’  indica  con  dz  , quando 
tutte  le  variabili  ricevono  gli  aumenti  dx,dy,  . . . infinita- 
mente piccoli  e indipendenti  fra  loro.  Altronde , nulla  im- 
pedisce di  supporre  che  questi  aumenti  sieno  ancora  costanti , 
nel  senso  che  ciascuno  di  essi  abbia  lo  stesso  valore  in  qua- 
lunque stato  di  grandezza  trovasi  la  variabile  a cui  si  attri- 
buisce ; o , che  torna  allo  stesso  , nel  senso  che  ciascuna 
variabile  indipendente  x ,y  , . . . . cresca  progressivamente 
da  — oo  a -f-oo  con  aumenti  infinitamente  piccoli  dx,dy , . . . 

Cale.  Di ff.  8 
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e ciascuno  di  valor  costante.  Ora  la  differenziazione  di  tali 
funzioni  non  è punto  difficile  , dopo  quella  delle  funzioni  di 
una  sola  variabile. 

69.  Sia  in  primo  luogo  la  funzione  di  due  variabili 

z~f{x  , y).  (<) 

La  sua  differenza  sarò  da  principio  espressa  da 

Az  = f{x  + Ax  , y + Al/)—  f(x  , y ) , 

e questa  espressione  si  potrò  decomporre  in  due  parti  , una 
provvedente  dall’  aumento  della  sola  a?  , P altra  da  quello 
della  sola  y , scrivendo 

Az=f{( r + Aa?  , y)—  f{x  , y) 

+ , »/  + Ay)— Ax  , y)  , 

o che  torna  lo  stesso 


/‘{•r-J-A*  , y)  — , y)Ar 

Ax 


f[x+\x  , y-htiy)—f{x+tuc  , y)  . 


Ora  , se  rimanendo  immutati , e altronde  qualunque  , i 
valori  di  x e y , supponiamo  che  A®  e Ay  convergano  in- 
definitamente e simultaneamente  verso  dx  e dy  , il  rapporto 

f[x-\-\x,y)  — f[x,y) 


dove  la  quantità  y si  tiene  costante  al  convergere  x+Aa? 
ad  x , convergerò  ( n.°  33  ) verso  il  limite  ( ordimrio  rispetto 
a Ax)  dello  stesso  rapporto  : limite  che  si  stima  raggiunto  (n.°  35) 

quando  Ax  diventa  dx  , e che  viene  indicato  da  — 

In  simil  modo  il  rapporto 

f[x-\-Lx  , Ay-f-y)—  f[x  + ^x  , y) 
iy 


converge  palesemente  verso  il  limile  ( ordinario  rispetto  a Ax 
e Ay  ) dello  stesso  rapporto  : e questo  limite  ( che  pur  si  stima 
raggiunto  quando  Ax  e Ay  divengono  dx  e dy)  si  vede  facil- 
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mente  (a)  dover  essere  ~yl , non  ostante  che  al  conver- 

7 dy 

gere  y + Ay  ad  y , non  resti  immutato  ma  converga  ad  x il 
valore  di  x ■+•  A®.  Dunque  l’ espressione  del  richiesto  differen- 
ziale sarà 

dx  dy  y 

ovvero  , per  essere  z=f(x  , y)  , 

*=È'to  + T>  « 

70.  Imitando  il  modo  tenuto  pel  caso  delle  variabili  x e y. 
se  fosse 

« = A® . y ,*.-••  ) . 

si  avrebbe  du  = p-  dx  + ^-dy  -\-  — ds  + ... 

dx  dy  9 dz 

essendo  qualunque  il  numero  delle  variabili  indipendenti. 

71.  È frattanto  importantissimo  il  ricordarsi  che  le  frazio- 

ni  — , — , ecc.  voglion  essere  tenute  come  simboli  che  di- 
notano le  funzioni  derivale  , o i coefficienti  differenziali  della 
funzione  u = f(x , y , z. . .) , da  trovarsi  ( colle  già  date  re- 


(a)  Considerando  la  superficie  rappresentata  dalla  equazione  z=f[x,y), 
il  far  convergere  l’ascissa  x-J-Ax  ad  x , e nel  tempo  stesso  l'ascis- 
sa y+Ay  ad  y,  corrisponde  a supporre  che  la  sezione  AM'N  ( fig.  iì) 

parallela  al  piano  delle  ys  e distante  da  esso  per  x-t-Ax  si  avvicini 
alla  sezione  fissa  KMM"  la  quale  ne  dista  per  x,e  che  in  quella  prima 
sezione  il  punto  N corrispondente  all’ascissa  y+Ay  si  avvicini  con- 
temporaneamente al  punto  M'  di  ascissa  y.  È dunque  il  caso  di  una 
curva  che  variando  di  posizione  e di  forma  con  legge  determinata  , 
converge  ad  un’  altra  curva  fissa , e nel  tempo  stesso  due  suoi  punti 
si  avvicinano  di  continuo  fra  loro  : ora  non  potendosi  rivocare  in  dub- 
bio ( nota  del  n.  32  ) che  pure  in  tal  caso  la  corda  M'N  che  unisce 
quei  punti , si  avvicina  e da  ultimo  coincide  colla  tangente  della  curva 
fissa  nel  punto  M , dove  quei  medesimi  due  si  vanno  a confondere  , è 
chiaro  che  il  limite  in  parola  sarà  quello  che  appartiene  alla  curva  fìssa 

nel  punto  M di  ascisse  x , y , e di  ordinata  z ; cioè  a dire  sarà  ^ , 

perchè  le  coordinate  variabili  di  questa  curva  sono  y e z. 
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gole  ) riguardando  come  variabile  ora  la  sola  x , ora  la  so- 
la y , ecc.  Perciò  queste  nuove  funzioni  di  x ,y  , s , ...  sono 
derivate  parziali  o coefficienti  differenziali  parziali  della  fun- 
zione primitiva  u , rispetto  ad  x , rispetto  ad  y , ecc.  quan- 
tunque sia  invalso  l’ uso  di  chiamarli  differenze  parziali  ; e 

per  la  stessa  ragione  i simboli—  dx  , — dy  , ecc.  indicano 

parimente  i differenziali  parziali  di  u rispetto  ad  x , rispetto 

ad  y , ecc.  Se  poi  nelle  stesse  frazioni  — vogliasi 

attribuire  significati  proprii  ai  numeratori  e ai  denominatori , 
il  du  dovrà  indicare  il  differenziale  parziale  di  u rispetto 

ad  x nella  frazione  ^ , il  differenziale  parziale  di  u rispetto 

ad  y nella  frazione  ^ , ecc.  , laddove  il  semplice  du  che  si 

vede  scritto  nel  primo  membro  della  ritrovata  equazione , pa- 
reggia in  virtù  della  stessa  , la  somma  dei  differenziali  parziali, 
e suol  chiamarsi  differenziale  totale  perchè  esprime  il  cangia- 
mento infinitesimo  della  funzione  , dovuto  agli  aumenti  infini- 
tesimi di  tutte  le  variabili.  È dunque  ad  un  tempo  notevolis- 
simo e semplicissimo  il  principio  , che  la  somma  dei  differen- 
ziali parziali  costituisce  il  differenziale  totale , alla  stessa  guisa 
che  la  somma  delle  parti  costituisce  il  tutto. 

72.  Osserviamo  che  in  virtù  della  indipendenza  delle  va- 
riabili x ,y  ,z  , ...  non  vi  è nulla  che  obblighi  a supporre 
che  queste  debbano  variare  nel  tempo  stesso.  Chi  dunque  di- 
manda il  differenziale  della  funzione 


u=f(x,y,z,  ...), 

deve  indicare  se  questo  differenziale  debba  esser  totale , nel 
qual  caso  vien  espresso  dalla  precedente  formola  ; o pure  se 
debba  esser  preso  rispetto  ad  una , o ad  alcune  soltanto  delle 
variabili:  poiché  allora  si  sopprimerebbero  nella  stessa  formola 
i termini  relativi  alle  variabili  i cui  valori  si  suppongono  ri- 
manere immutali.  Ed  essendo  du  l’ indicazione  semplicissima 
del  differenziale  totale  , quella  del  dillerenziale  relativo  , per 
esempio,  alle  sole  variabili  x e y potrebb’ essere  dr  ( u,  scrivendo 


du  - du  . 
dx  dy  J 
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o come  semplicissima  mente  propone  il  signor  Cauchy 
d*  ,yus=d*u  + dyU.  (a) 

73.  Dobbiamo  anche  osservare  la  conformità  delia  formola 

= + (1) 

ritrovata  nel  n.°  62  , ed  in  cui  essendo  la  sola  x variabile 
indipendente  si  suppose 

y = /\u,v)  , u = q(x)  , v = 4.(07)  , 

colla  formola 


*=£*’+ r/y  <*> 

trovata  nel  n.°  69  per  la  funzione  z =[{x  ,y).  Tale  confor- 


(a)  Quando  le  variabili  indipendenti  sono  due  sole , Lagrange  indica 
pure  con  accenti  in  vario  modo  disposti  le  dnc  derivate  parziali  della 
funzione  z=/Tx,y) , scrivendo  z'  e z, , o pure  f'[x , y)  e f,[x , y)  in 

vece  d*  e 5^  '»  t«lchè  secondo  questa  notazione  sarebbe 
dz=s'dx~hz,dy. 

Bisogna  convenire  che  questa  notazione  sia  molto  semplice  ; ma  essa 
nè  si  estende  al  caso  di  più  di  due  variabili  indipendenti , nè  richiama 
punto  alla  mente  il  significato  di  ciò  che  esprime  : vantaggi  che  si  hanno 
nella  notazione  del  Leibnitz  e in  quella  proposta  dal  sig.  Cauchy.  Questo 
insigne  geometra  intende  rappresentare  le  derivate  e i differenziali  colle 
caratteristiche  D e d,  indicandone  l’ordine  coll’uso  di  esponenti  o di 
accenti , e scrivendo  appiè  di  esse  caratteristiche  le  variabili  alle  quali 

si  riferiscono  le  derivate  0 i differenziali  ; cotalchè  i simboli  — e ~ 

’ dx  dy 

verrebbero  surrogati  da  z't  e z'7  , o vero  da  D.z  e DyZ.  Pure  a noi 
sembra , che  mediante  la  notazione  Leibniziana  si  abbia  dippiù  il  van- 
taggio , di  esprimere  colla  forma  stessa  del  simbolo  il  teorema  : che 
la  derivata  parziale  , relativa  per  esempio  ad  x , eguagli  il  rapporto 
dell'aumento  infinitesimo  della  funzione  , dovuto  all’ aumento  infinite- 
simo della  sola  x , a questo  medesimo  aumento  di  x.  Solo  si  deside- 
rerebbe che  nel  simbolo  — si  sostituisse  d,z  a dz , per  liberarlo  dal- 

1’  ambiguità  annessa  a dz  ; ma  allora  diverrebbe  troppo  complicato  , e 
altronde  non  è un  esiger  molto  il  doversi  ricordare  che  i cangiamenti 
infinitesimi  indicati  dal  numeratore , si  suppongono  dovuti  alle  sole  va- 
riabili scritte  nei  denominatori. 
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mità  poteasi  facilmente  prevedere  , poiché  le  u e v essendo 
funzioni  qualunque  di  x , sono  indipendenti  fra  loro  nel  senso 
che  dopo  aver  fissata  per  u una  certa  funzione  di  x , nulla 
impedisce  di  prendere  per  v quell’  altra  funzione  di  x che  più 
si  vuole  ; ma  ad  ogni  modo  , dipendendo  l’una  e l’ altra  da  x 
debbono  esse  variare  tutte  due  con  x , e però  il  differenziale 
della  funzione  y = f(u , v)  non  è che  un  solo  ed  espresso 
da  (1).  Al  contrario  le  x e y della  forinola  (2)  essendo  vere 
variabili  indipendenti  , cioè  a dire  ( n.°  3 ) indipendenti  non 
meno  tra  loro  che  da  altre  quantità  , possono , ad  arbitrio 
variare  insieme  o separatamente;  onde  la  funzione  z = f[x , y) , 
ammette  tre  differenziali  distinti,  due  cioè  parziali  ed  uno  totale. 

La  differenziazione  delle  funzioni  esplicite  di  più  variabili 
indipendenti , essendosi  ridotta  con  ciò  che  precede  a dover 
differenziare  più  volte  le  funzioni  per  rapporto  ad  una  sola 
delle  variabili  per  volta  , ne  viene  in  conseguenza  che  le 
regole  stabilite  nel  capitolo  precedente  si  applicheranno  senza 
difficoltà  a tutti  i casi  particolari 
* 74.  Le  funzioni  di  aue  sole  variabili  indipendenti  avendo 
un  significato  geometrico , che  non  comportano  le  funzioni  di 
un  maggior  numero  di  variabili  , le  derivate  e i differenziali 
parziali  di  esse  hanno  ancora  dei  significati  degnissimi  di 
attenzione. 

Considerando  nella  superficie  espressa  dall’equazione 

s = /T®  ,y) 

le  sezioni  HMM' , KMM"  {fig.4%)  che  passano  per  l’ordi- 
nata M m = z , e sono  parallele  ai  piani  delle  xz  e delle  yz , 
è chiaro  che  le  coordinate  variabili  della  prima  sono  x e z , 
e quelle  della  seconda  sono  y e z.  Dunque,  supposto  l’asse 

delle  z perpendicolare  al  piano  delle  xy  , i simboli  e ~ 

esprimono  ( n.°  33  ) le  tangenti  trigonometriche  degli  angoli , 
che  le  rette  tangenti  a tali  sezioni  nel  punto  comune  M formano 
col  piano  delle  xy.  Da  ciò  seguo  che  supposto  nyi'  = dx  , 

ed  mn"  = dy  , esprimerà  dx  il  cangiamento  M'R'  che  sof- 
fre ( n.°  35  ) V ordinata  Mm  considerata  come  appartenente  alla 
sezione  HMM' , e sarà  -j^'ly  il  cangiamento  M"R"  che  soffre 
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la  stessa  ordinata  M m riguardata  come  appartenente  alla  se- 
zione KMM".  D’ altra  parte  è chiaro  che  il  totale  cangiamento 
dell'ordinata  Mm  , cioè  quello  che  risulta  dagli  aumenti  simul- 
tanei delle  variabili  x e y , vien  rappresentato  dalla  differen- 
za NR  tra  l’ ordinata  Mm  corrispondente  alle  ascisse  x , y , 
e l’altra  Nn  corrispondente  alle  ascisse  x + dx  , y-\-dy. 
Ora  in  conferma  dell’  equazione  (2)  noi  andiamo  a dimostrare , 
che  per  essersi  supposte  mix'  ed  mix"  infinitamente  piccole , 
questa  differenza  sia  eguale  alla  somma  degli  anzidetti  can- 
giamenti. Infatti , per  tal  ragione  lice  supporre  ( n.°  54  ) che 
i punti  M , M'  , M"  , N esistano  tutti  nel  piano  tangente  alla 
superficie  in  M , e che  le  corde  MM'  , MM"  siano  parti  delle 
tangenti  applicate  in  M alle  sezioni  HMM'  , KMM"  ; ciò  poi 
ammesso  , è evidente  che  la  figura  MM'NM"  sia  il  parallelo- 
grammo  prodotto  nel  piano  tangente  dai  piani  che  passano 
pei  lati  del  parallelogrammo  mix  nix"  , e sono  perpendicolari 
al  piano  delle  xy.  Ora  per  rapporto  al  primo  parallelogrammo , 
si  vede  facilmente  ( anche  quando  i lati  son  di  lunghezza 
finita  ) che  la  retta  NR  sia  eguale  alla  somma  delle  altre 
due  M'R'  ed  M"R"  : perocché  menando  la  M"v  parallela  a ix"n  , 
i triangoli  NM"v  , M'MR'  riusciranno  simili , ed  avendo  eguali 
i lati  omologhi  M"N  , MM'  ( come  Iati  opposti  del  parallelo- 
grammo  M"NM'M  ) , sarà  pure  Nv  eguale  ad  M'R'  ; inoltre  , 
per  essere  R"R  e fx'n  tra  loro  parallele  ( siccome  intersezioni 
dei  piani  paralleli  R'MR" , XOY  col  piano  delle  M'V'.Nn), 
anche  la  figura  M"R"Rv  è un  parallelogrammo  , e quindi  M"R" 
è uguale  a vR  : dunque  la  NR , che  è somma  delle  Ny  e vR 
sarà  parimente  somma  delle  M'R'  ed  M"R". 

CAPITOLO  Vili. 

Derivate  e differenziali  successivi  delle  funzioni  esplicite 

di  una  sola  variabile. 

75.  La  derivata  della  funzione  y o f[x)  essendo  general- 
mente un’altra  funzione,  dee  ammettere  (n.°33)  essa  stessa 
la  sua  derivata , la  quale  ammette  del  pari  la  sua  , e cosi  di 
seguito.  Or  queste  nuove  funzioni , che  sono  semplici  derivate 
una  dell’altra,  chiamansi  derivate  di  secondo  ordine,  di  terzò 
ordine  , ecc.  o pure  seconda  derivata  , terza  derivata  , ecc. 
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della  fanzione  primitiva  ; e si  dinotano  con  y"  , y" , ecc. 

0 pure  con  f'(x)  , f"{x) , ccc.  per  analogia  a quella  di  primo 
ordine  che  si  dinotò  con  y o f{x). 

76.  Allo  stesso  modo  , chiamasi  differenziale  di  secondo 
ordine  , o pure  secondo  differenziale  della  funzione  y = f[x) 
il  differenziale  del  suo  differenziale , ossia  il  cangiamento  in- 
finitesimo che  subisce  questo  differenziale  quando  la  variabile  x 
esistente  in  esso  riceve  di  nuovo  l' aumento  infinitesimo  dx. 
Similmente  il  differenziale  del  secondo  differenziale  chiamasi 
terzo  differenziale  , o differenziale  di  terzo  ordine  della  fun- 
zione primitiva  , e così  di  seguito.  Una  stretta  analogia  vor- 
rebbe che  questi  nuovi  differenziali  fossero  indicati  dai  sim- 
boli d.dy  , d.d.dy  , ecc.  o pure  d.df[x)  , d.d.df[x ) , ecc. 
ma  per  semplicità  si  esprimono  con  d*y  , d3y  , ccc.  o pure 
con  d?f{x)  , dsf(x) , ecc. 

77.  Ciò  posto  , essendo  per  definizione  d*y=d.y'dx  , e 
pel  n.°  35  essendo  dy'=.y"dx  ; sarà  d%y=y”(dx)* , a motivo 
che  dx  si  riguarda  come  quantità  costante. 

Parimente,  essendo  per  definizione  d3y*=d .d*y—d .y"(da)% , 
e pel  n.°  35  essendo  dy" =■ y"dx  , tornerà  d3y  = ij(dx)3  ; 
e via  innanzi. 

Questi  risultamenti  si  notano  con  più  semplicità  scrivendo 

(Ty=y"dx* = f(x)dx%  , dsy=  y'"dx3 =f"'(x)dx3  , ecc. 

dove  dxu  , dx3  , ecc.  esprimono  per  convenzione  la  seconda 
potenza  , la  terza , ecc.  di  dx  ; nè  si  rischia  di  confonderli  coi 
differenziali  di  x* , x3 , ecc.  che  si  dinotano  con  d.  x* , d . x3 , ecc. 

78.  È chiaro  adunque  da  ciò  che  precede  , che  una  fun- 
zione qualunque 

y = f{x) 

possa  in  generale  dar  origine  ad  una  serie  indefinita  di  dif- 
ferenziali 

dy  = f(x) .dx  , <fy  — f(x) . dx * , d3y  = f"{x) . dx3  , . . . 

1 quali  deduconsi  dalla  funzione  , e gli  uni  dagli  altri  me- 
diante l’ operazione  che  chiamasi  differenziazione.  La  notazione 
stessa  di  questi  di  fferenziali  rende  , senza  più  , manifesta  la 
subordinazione  dei  loro  valori  ; poiché  venendo  espressi  da 
prodotti  di  funzioni  finite  della  variabile  x per  potenze  sempre 
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più  elevate  della  quantità  infinitamente  piccola  dx,  ciò  prova 
esser  sempre  il  differenziale  di  secondo  ordine  una  quantità 
infinitamente  piccola  rispetto  a quello  di  primo  ordine , siccome 
questo  è infinitamente  piccolo  per  rapporto  ad  ogni  quantità 
data.  In  simil  modo  il  differenziale  di  terzo  ordine  è infinita- 
mente piccolo  per  rapporto  a quello  di  secondo  ordine  , il 
differenziale  di  quarto  ordine  è infinitesimo  rapporto  a quello 
di  terzo  , e così  appresso. 

*79.  Nondimeno  si  deve  osservare  che  una  proposizione  per 
così  dire  inversa  non  sempre  regge , e forse  per  non  aver 
fatta  questa  osservazione  è avvenuto  , che  alcuni  geometri 
seguendo  il  primitivo  metodo  degl’  infinitamente  piccoli  sono 
incorsi  talvolta  in  errore.  Difalti  può  darsi  benissimo  che  una 
quantità  non  sia  infinitamente  piccola  rispetto  ad  un’  altra  , 
sebbene  le  loro  espressioni  analitiche  contengano  differenziali 
di  ordini  diversi  : così , il  quadrato  del  differenziale  di  primo 
ordine  , cioè  t /'*<£»*  è un  infinitesimo  di  secondo  ordine  a 
simiglianza  del  differenziale  y"dx*  di  quest’  ordine  ; e così 
pure  il  prodotto  del  differenziale,  di  primo  ordine  per  quello 
di  secondo  ordine  , e il  cubo  del  differenziale  di  primo  ordine  , 
cioè  a dire  y’y'dx3  ed  y'sdxs  sono  infinitesimi  di  terzo  or- 
dine a simiglianza  del  differenziale  y'"dx3  di  questo  medesimo 
ordine. 

80.  Osserviamo  ancora  che,  in  virtù  dei  risultamenti  ottenuti 
si  potrebbero  avere  le  derivate  o coefficienti  differenziali  suc- 
cessivi dividendo  i successivi  differenziali  della  funzione  ( tro- 
vati con  metodo  comunque  diverso  da  quello  da  noi  seguito  ) 
per  le  successive  potenze  del  differenziale  della  variabile  , 
riguardato  come  quantità  costante  nella  ricerca  di  quei  diffe- 
renziali ; cosicché  ^ ^ , ecc.  possono  riguardarsi  come 

fratti  i cui  numeratori  e denominatori  hanno  i loro  proprii 
significati  , e come  simboli  meramente  convenzionali  di  quei 

dy 

coefficienti , del  pari  che  ^ in  virtù  del  n.°  35.  In  quest’ ul- 
tima supposizione  i differenziali  dy,  d*y , dsy  , ecc.  si  espri- 
mono ancora  scrivendo 


Cale.  Diff. 
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81.  Applicando  le  nozioni  precedenti  alle  più  notevoli  delle 
funzioni  semplici , avremo 


per  :»/'= — aoc  * , y"  = -f- ^ax~i 3 , y — — 2.3aar“* 

y(*)  = ( — 1 )"  2 . 3 . . .naxr<n+V , d”y  = ( — 1 )"  2 . 3. . dxn , 

dove  il  coefficiente  ( — 1)"  serve  ad  esprimere,  che  la  derivata 
e il  differenziale  debbono  portare  il  segno  — quando  il  nu- 
mero n ( sempre  positivo  ed  intero  ) è impari , e il  segno  -f- 
quando  è pari. 

Per  j i=xa  : y^aa?-' , y"=m(a—  4)®—*  , y"=a[a—\  )(a— 2)®-*, . . . 
rfn'i=a{a  — 1)(a—  2). . .(a—  w-j-  1)®"-*  , 
d"y=a(a—  1)(a—  2). . .(a — n-f  4)®“-* ite*  . 

Per  questa  funzione , il  coefficiente  differenziale  e il  dif- 
ferenziale dell’  ordine  ne,im0  non  saranno  mai  nulli , se  a è 
numero  frazionario  o negativo  ; ma  se  a dinota  un  qualun- 
que numero  intero  e positivo  in  , svaniranno  a cominciare 
da  n=m+4  ; c quando  n = m il  coefficiente  differenziale 
dell’ordine  verrà  espresso  dalla  quantità  costante 

m{m — 1)(»i — 2)...1,  o vero  1.2.3...m: 

dal  che  si  desume  , che  ogni  funzione  algebrica  razionale  c 
intera  di  una  variabile , non  ammette  che  un  numero  di  de- 
rivate e di  differenziali  eguale  al  grado  delia  funzione  rispetto 
alla  variabile. 

Per  y i=ar:i/^  la.  a‘ ,y"=  (/«)*«*,  y1"  =»  (to)V , ... 

t/»>  =r  (/a)V , dny=(la)na*dxn  ; 
e nel  caso  particolare  in  cui  a=e  , cioè  a dire 
per  y — e"  : i/  = ex  = y"  — y"  = . . . = i/"1  ,dny  = erdxn  ; 
cosicché  tutte  le  derivate  di  c*  sono  la  stessa  e”. 


Per  y=log®  : y'=l  , y"  = - ^ ,y'"*=+ ^ - . 


y »' = (—  i r 1 — (—  < y 


- ^j^-ldx* 

xta 
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Per  i/=seiiz’  : y'==cosa’==sen^r-f-  0 , t/"=—  sen  assenno- -f  20  , 
y"'= — co8a?=8en^<r-f30  , y""=sen;r=*sen^ir-}-i0,... 
t/*’  = sen  , d"y  = sen  ^z-f-n  • dxn  . 

Per  y=cosx  : y'=  — sen  a?=cos^*-|-0  , y”= — cos  cr=cos^aj-f  20  , 
y"’~  sena  = cos  (*+3i)  , y''"==cos®==cos^r-t-40 .... 
y "!=»cos  ^aH-n~\  , (T y =cos  ^r-f-n  0 ■ dxn  . 


E da  questo  e dal  precedente  esempio  apparisce  che  le  de- 
rivate e i differenziali  di  sena?  e cosa? , ritornano  periodica- 
mente gli  stessi  dopo  quattro  derivazioni  o differenziazioni 
successive , di  accordo  con  quanto  si  dimostrò  nel  n.°  43. 

82.  Non  sapremmo  lasciare  la  considerazione  delle  derivate 
successive  di  una  funzione  di  una  sola  variabile  , senza  por 
mente  ad  alcune  loro  proprietà  , che  nel  seguito  possono 
tornarci  utilissime. 

La  derivata  di  primo  ordino  col  segno  ohe  prende  nel 
dare  alla  variabile  un  valor  particolare  fa  conoscere  , gene- 
ralmente parlando , se  il  corrispondente  valore  algebrico  della 
funzione  primitiva  sia  crescente  o decrescente  : cioè  a dire  se 
cresca  o pure  decresca  al  crescere  il  valore  algebrico  della 
variabile.  Infatti  , essendo  y ed  y-\-y'dx  i valori  della  fun- 
zione corrispondenti  ai  valori  x e x + dx  della  variabile  , 
ed  avendo  tacitamente  convenuto  ( n.°  22  ) di  riguardare  dx 
come  positivo  (qualunque  sia  il  segno  della  x),  nc  segue  che  y'dx 
sarà  positivo  o negativo  a seconda  di  y ; ma  è noto  che  il 
valore  algebrico  di  una  grandezza  stimasi  crescere  per  l’addi- 
zione di  una  quantità  positiva  , e decrescere  per  l’ addizione 
di  una  quantità  negativa  : dunque  il  valore  algebrico  di  una 
funzione  procederà  a seconda  o pure  a ritroso  del  valore  alge~ 
brico  della  variabile , u tenore  che  la  sua  derivata  è positiva  o 
negativa. 

Questa  verità  diviene  sensibile  colla  osservazione  delle 
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curve  (fùj.13)}  laddove  si  rifletta  che  presa  l’ascissa  per 
la  variabile  indipendente , e 1'  ordinata  per  la  funzione , il 
coefficiente  differenziale  dell’ ordinata  esprime  (n.°33)  la  tan- 
gente trigonometrica  dell’  angolo  compreso  dall’  asse  positivo 
delle  ascisse  e dalla  parte  positwa  della  tangente  : chiamando 
per  brevità  con  questo  nome  quella  parto  della  tangente , che 
a contare  dal  punto  dove  incontra  l’asse  delle  x volge  nel 
senso  delle  y positive. 

* 83.  Di  accordo  con  ciò  , se  y sia  nulla  insieme  con  x , 
sarà  quindi  positiva  o negativa  sino  a un  dato  valor  positivo 
di  x , secondo  che  tra  zero  c questo  valore  la  derivata  y ’ 
sarà  costantemente  finita  e positiva , o costantemente  finita  e 
negativa.  Infatti  la  funzione  che  in  origine  è nulla  , si  può  in 
seguito  riguardare  come  formata  dall’aggregazione  dei  succes- 
sivi valori  presi  dal  suo  differenziale  y'dx  : come , in  conferma, 
si  osserva  nella  fig.  U.  Ma  y'dx  è positivo  o negativo  a si- 
miglianza  di  yr , dunque  è vera  la  proposizione. 

Nella  stessa  ipotesi , sarà  y positiva  o negativa  sino  a un 
dato  valor  negativo  di  x , secondo  che  tra  zero  e questo 
valore  la  derivata  y*  sarà  costantemente  finita  e negativa , o 
costantemente  finita  e positiva  ; perchò  in  questo  caso  i valori 
di  x , intermedii  a zero  e al  valor  dato , si  possono , a partir 
da  zero  , supporre  formati  da  elementi  espressi  da  — dx , 
onde  gli  elementi  della  funzione  verranno  indicati  dai  valori 
successivi  di  — y'dx  ; ma  questi  valori  sono  positivi  o ne- 
gativi secondo  che  y'  è al  contrario  negativa  o positiva  : 
dunque  ecc.  In  breve  per  ciò , se  una  funzione  è nulla  in- 
sieme colla  variabile , e tra  zero  e un  valor  dato  di  questa 
variabile  la  derivata  della  funzione  è finita  e di  segno  sempre 
simile  o sempre  contrario  a quello  del  valor  dato  , la  funzione 
sarà  positiva  nel  primo  caso  e negativa  nel  sccotìdo , fra  i 
medesimi  limiti  della  variabile.  E questa  proposizione  , che 
noi  abbiara  voluto  dichiarare  analiticamente , e di  cui  non 
è sempre  vera  la  inversa  , apparisce  manifesta  alla  sem- 
plice ispezione  di  una  curva  che  passi  per  la  origine  delle 
coordinate  : avuto  riguardo  al  significato  geometrico  della 
derivata. 

* 84.  La  condizione  che  y si  mantenga  finita  sino  al  dato 
valore  di  a;  è necessaria  , se  non  sufficiente;  poiché  so  essa 
manchi , la  proposizione  può  essere  in  fallo.  Ne  abbiamo  un 
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esempio  nella  funzione  semplicissima 

V — ~“j  . Per  la  quale  si  ha  y = — (x  • 

Questa  derivata  è sempre  negativa  ; ma  essa  diviene  infinita 
quando  oc  =4.  Ora  è visibile  che  la  funzione  di  negativa 

diventa  positiva  fra  x — 0 ed  x > 1.  

* 85.  Abbiamo  detto  che  mancando  la  condizione  di  serbarsi 
finito  il  coefficiente  differenziale , la  proposizione  può  essere 
in  fallo  , e non  anzi  che  debba  essere  in  fallo  ; perchè  vi 
hanno  esempii  nei  quali  ne  sussiste  la  verità  , anche  quando 
il  coefficiente  differenziale , ritenendo  uno  stesso  segno  , di- 
viene infinito  nell'  intervallo  da  zero  ad  x.  Tanto  accade  fra 
l’ altre  nella  funzione 


y = 1 -j-  y x — 1 , per  la  quale  , y'-. 


3l/(x  — 1)* 


Si  vede  in  fatti  che  questo  coefficiente  differenziale  , che 
è sempre  positivo , diviene  infinito  quando  x = 1 ; ma  ciò 
non  ostante  la  funzione  y resta  positiva  nell'intervallo  com- 
preso tra®c=0eda>>-1. 

86.  Dovendo  correre  tra  la  derivata  del  primo  ordine  e 
quella  del  secondo  la  stessa  relazione  che  vi  ha  tra  la  fun- 
zione primitiva  e la  prima  derivata  , avverrà  che  la  prima 
derivata  sarà  crescente  o decrescente  col  crescere  il  valore 
algebrico  della  variabile , a tenore  che  la  seconda  derivata 
sarà  positiva  o negativa.  Or  questo  corrisponde  ad  una  pro- 
prietà importantissima  della  curva  avente  per  ordinata  la  fun- 
zione primitiva  ; poiché  non  accade  che  l’ angolo  MTX  della 
fig.  15 , n.®  4 (che  ha  per  tangente  trigonometrica  la  prima 
derivata  , e col  suo  valore  assoluto  seconda  il  valore  alge- 
brico di  questa  ) sia  crescente  al  crescere  della  x , se  non 
quando  la  curva  per  un  arco  almeno  piccolissimo  M in  rivolga 
la  convessità  all’  asse  delle  w , se  le  ordinate  sono  positive  ; 
o quando  gli  opponga  la  concavità  se  le  ordinate  sono  nega- 
tive ( fig.  15  , n.‘  3 e 4 ). 

Con  eguale  chiarezza  si  osserva  nella  fig.  16  , n.'  1,2, 
3 , 4 , non  essere  decrescente  I’  angolo  MTX  nell’  estensione 
di  un  arco  minimo  Mm  , se  non  quando  la  curva  rivolge  la 
concavità  all'  asse  delle  x , se  le  ordinato  sono  positive  ; o 
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quando  gli  oppone  la  convessità  , se  le  ordinate  sono  ne- 
gative : e ciò  ancora  per  le  ascisse  negative  ugualmente  che 
per  le  positive. 

Dunque , in  conclusione , una  curva  qualunque  sarà  con- 
vessa o concava  rispetto  all’  asse  delle  ascisse  in  un  dato  suo 
punto,  secondo  che  l’ordinata  e la  derivata  di  secondo  or- 
dine di  essa  , corrispondenti  a questo  punto  , avranno  segni 
simili  o contrarii,  o che  torna  lo  stesso  , secondo  che  il  pro- 
dotto dell'  ordinata  per  la  sua  derivata  di  secondo  ordine  sarà 
positivo  o negativo. 

Rispetto  poi  ad  una  retta  parallela  all'  asse  delle  x e 
posta  tutta  sotto  la  curva  , può  sempre  dirsi  che  questa  sia 
convessa  o pur  concava  , secondo  che  la  derivata  di  secondo 
ordine  dell’  ordinata  sarà  positiva  o negativa  ; ben  vero  che 
le  ordinate  positive  siano  al  solito  dirette  da  basso  in  alto. 

E così , la  derivata  di  primo  ordine  dell’ ordinata  dà  colla 
tangente  della  curva  la  direzione  di  un  elemento  di  questa  ; 
e la  derivala  di  secondo  ordine  dà  col  suo  segno  il  senso  nel 
quale  al  detto  elemento  s’inclina  l'altro  che  gli  viene  appresso. 

* 87.  Supponiamo  che  la  funzione  y divenga  infinita  per  un 
valor  determinato  di  x , cui  diremo  a.  Ciò  importa  che  almeno 
da  un  valore  di  x sufficientemente  vicino  ad  a sino  a questo 
valore  , secondo  che  x con  aumenti  successivi  si  approssima 
ad  a , i cangiamenti  successivi  di  y saranno  comparativamente 
più  grandi  : come  senz’  altro  , è manifesto  dalla  fig.  fi. 
Dunque  il  rapporto  del  cangiamento  di  y a quello  di  x cre- 
scendo sempreppiù , e al  di  là  di  ogni  dato  valore  a simi- 
glianza  di  y , il  limite  di  esso  , cioè  a dire  la  derivata  di  y 
sarà  pure  infinita  quando  x —a.  E però,  se  un  valore  de- 
terminato della  variabile  rerule  infinita  una  funzione  , renderà 
pure  infinita  la  sua  derivata,  e per  conseguenza  tutte  le  de- 
rivate successive,  (a) 

* 88.  Abbiamo  detto  espressamente  che  il  valore  della  varia- 


ta) Avremmo  potuto  desumere , come  altri  fanno  , questa  verità 
dal  n.®  30 , in  virtù  del  quale  l’ ordinata  di  una  curva  è funzioue 
derivata  di  quell’ altra  Funzione  che  esprime  l’area  ACMP  (fig.  A)  ; 
ma  la  dimostrazione  che  noi  ne  abbiamo  data  ci  è parsa  più  diretta  e 
non  meno  soddisfacente , comunque  presenti  una  piccola  varietà  nel 
modo  di  procedere  alla  ricerca  del  limite. 
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bile , il  quale  rende  infinita  la  funzione  si  suppone  determinato  ; 
perchè  laddove  fosse  infinito  la  dimostrazione  più  non  regge , 
e la  proposizione  può  essere  in  difetto  : come  palesemente 

si  vede  nella  funzione  log  co  e nella  sua  derivata  , che 

£C 

divengono  una  infinita  e l’altra  nulla  quando  co  = -f-  oo. 

Si  deve  anche  osservare  che  la  inversa  della  proposizione 
di  cui  si  tratta  non  è necessariamente  vera , come  accade  negli 
esempiidei  n.'  84  e 85. 

* 89.  D’  altra  parte  è chiaro  che  una  funzione  e la  sua 
derivata  possono  insieme  esser  nulle  per  uno  stesso  valore  della 
variabile  ; poiché  ciò  equivale  a dire  che  una  curva  possa 
toccare  in  qualche  punto  l’asse  delle  ascisse  : e nulla  al  certo 
impedisce  di  scegliere  per  quest’  asse  una  retta  così  condizio- 
nata. Se  non  che,  ciò  potendo  essere  e potendo  non  essere, 
le  derivate  successive  potranno  assumere  valori  diversi  da  zero; 
e però  dee  riguardarsi  come  una  eccezione  affatto  singolare 
quella  di  una  funzione  che  divien  nulla  insieme  con  tutte  le 
sue  derivate  per  un  medesimo  valore  della  variabile. 

Qui  non  possiamo  addurre  che  un  solo  esempio  di  tali 
funzioni  , e lo  abbiamo  nell’  esponenziale  a®  quando  a si 
supponga  minore  dell’  unità , e altronde  positiva  acciò  la  fun- 
zione sia  continua  ( n.°  13,  nota).  È chiaro  in  fatti  che  per 
a>=-f-  oo  son  nulle  nel  tempo  stesso  la  funzione  a*  e le  sue 
derivate  la.ax  , (lu)‘a*  , ( la)sa * , ...  In  seguito  però  vedremo 
che  succede  lo  stesso  in  altre  funzioni  per  valori  determinati 
della  variabile, 


CAPITOLO  EX. 

Derivate  e differenziali  successivi  delle  funzioni  esplicite 
di  due  o più  variabili , e delle  funzioni  immaginarie. 

90.  Consideriamo  in  primo  luogo  le  funzioni  di  due  varia- 
bili , espresse  generalmente  da 

z = f{x  ,y). 
dz 

La  derivata  parziale  — sarà  generalmente  un’  altra  funzione 
di  x e y , e perciò  ammetterà  una  derivata  rispetto  ad  x . 
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ed  un’  altra  rispetto  ad  y.  Quindi  , siccome  la  prima  di  que- 
ste nuove  derivate  ha  la  sua  indicazione  naturale  nel  sim- 

bolo  ^ equivalente  a , si  potrà  per  analogia  e per 


convenzione  indicare  quell’  altra  derivala  con 


di 


d’z 

dydx 


In  simil 


modo  la  derivata  parziale  — ha  le  sue  derivate  per  rapporto 

j . . d*z  d*z 

ad  y o per  rapporto  ad  x , che  si  dinotano  con  — e : 

cosicché  dalle  derivate  ^ e — sembra  che  nascano  quattro 
altre  distinte  derivate  parziali 


£l  £l  a'z 

dx*  ’ dydx  ’ dy*  ’ dxdy  ’ 

che  si  dicono  derivate  parziali  di  secondo  ordine  rispetto  a s , 
e che  noi  vedremo  da  qui  a poco  ridursi  a tre  per  la  identità 
della  seconda  alla  quarta. 

91.  Allo  stesso  modo,  ciascuna  di  queste  tre  derivate,  che 
ordinariamente  sono  funzioni  di  x e y , dà  origine  a due 
altre  derivale  , che  rispetto  a z sono  di  terzo  ordine.  Queste 
perciò  sembrano  in  tutto  essere  sei , e desunte  dalle  prime 
tre  delle  precedenti  , si  possono  indicare  con 

d’i  d'z  (Pi  d'z  d’z  d’z 

dx * ’ dydx*  ’ dxdydx  ' dy*dx  ’ dxdy*  ’ dy'  ' 

ma  esse  riduconsi  a quattro  per  la  identità  che  si  verifica 
sempre  , in  quelle  i cui  simboli  considerati  come  pure  espres- 
sioni algebriche  sono  eguali. 

92.  Simili  considerazioni  farebbero  vedere  che  vi  ha  cinque 
derivate  parziali  di  quarto  ordine , sei  di  ordine  quinto , e in 
generale  n -j- 1 di  ordine  n"*"0  : donde  anche  è chiaro  che  la 
funzione  s ha  tre  distinti  differenziali  parziali  di  secondo  ordine 


d'z  d'z  d'z  , 

7zdx  ■ y • 

quattro  di  terzo  ordine 

d’z  , , d’z  , d’z  , d’z 

■ 7jTydxiy  • ■ w y ■ 

e in  generale  n 1 di  ordine  . 
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93.  Or  se  uniformandoci  al  metodo  sinora  tenuto , chia- 
miamo differenziale  totale  di  secondo  ordine  , o semplicemente 
differenziale  di  secondo  ordine  di  z il  differenziale  totale  di 

quello  di  primo  ordine  , cioè  di  ^ dx  -f-  ^ dy  , e se  inoltre 

lo  indichiamo  col  simbolo  semplicissimo  d'z  , avremo  facil- 
mente il  valore  di  d'z  in  funzione  di  dx  , dy  , e delle  tre 
derivate  parziali  di  secondo  ordine. 

Perocché,  essendo  («.*  69  e 90) 

ds  d'z  d'z  , ,dz  d’z  d'z 

dx  dx*  dydx  * dy  dxdy  dy * ' 

e ricordandoci  che  dx  e dy  si  riguardano  come  quantità  co- 
stanti , sarà 

il*z  = dx  d^f-  dyd—= da?*-4-  2 dxdy-\-  dy " . 

dx  J dy  dx*  dxdy  y dy*  J 

Proseguendo  allo  stesso  modo  , si  avrebbe  il  differenziale 
di  terzo  ordine 

.*,=£*,*+3  + 3^  M?  + £*■;• 

e per  induzione  manifesta 

iTz 


d"z=^d<r"4-n 

dx  dx*~‘dy 


+ 


■*)(" 


dx"~ 
2) <Tz 


dy  -f  ■ d ~ - dxn-dym 

J 1 1.2  dx^-*dy*  J 

cTz 


1.2.3 


risultato  che  si  può  indicare  simbolicamente  colla  forinola 

94.  A dimostrare  intanto  la  supposta  identità  della  equa- 
zione 

d'z 

I 

dydx 


d'z 

dxdy 


dz 


ricorderemo  che  j-è  (n.°  33)  il  limile  al  quale  si  avvicina 
occ 


f[x  + A.x,y)—f[x,y) 


Cale.  Di ff. 


&x 


IO 
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a seconda  che  Ax  converge  a zero  ; e che  per  conseguen- 
za debb’  essere  il  limite  verso  cui  tende  l’ espressione 

f[x+^x,  y+Ay) — fjx , y + Ay)  f[x+te , y)-^f[x , y) 

Lx  A* 


Ay 

nel  simultaneo  avvicinamento  di  Ax  e Ay  a zero. 

dz 

In  cgual  modo  , essendo  — il  limite  al  quale  converge  il 


rapporto 


f{x  ,y+\y)  — f[X  , y) 

Ay 


d*z 


mentre  Ay  tende  a divenir  nulla  , sarà  il  limite  verso 
cui  tende  l'espressione 

/(*-+- A*  , y + Ay)—  f[x-\-Lx  , y)  f[x  , y-+-  Ay)— f[x , y) 


Ay 


Ay 


Aar 


nel  convergere  simultaneo  di  Ay  e Ax  a zero.  Ma  queste 
espressioni  sono  visibilmente  identiche , e questa  identità  sus- 
siste ad  evidenza  in  tutti  gli  stati  di  grandezza  di  Ax  e Ay  : 
dunque  sussisterà  pure  quando  Ax  e Ay  divengono  infinita- 
mente piccole , o yero  quando  i limiti  si  stimano  raggiunti  ; 
e quindi  sarà 

d'z  d*z 

dxdy  dydx 

95.  In  virtù  di  questo  teorema  essendo  permesso  invertir 
l’ ordine  di  due  derivazioni  successive , si  avrà  pure  , deri- 
vando di  nuovo  rispetto  ad  x , 

d’z  d*z  d*z 

dx'dy  dydxdx  dydx*  ' 

e in  generale 

<r+nx  <p+mz 

dx~dy"  dyndxm 

laicità  sono  da  tenersi  identiche  ( come  di  sopra  asserimmo  ) 
le  derivate  parziali  , i cui  simboli  riguardati  come  frazioni 
meramente  algebriche  sarebbero  identici. 
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* 96.  Non  fa  mestieri  di  nuove  considerazioni  pei  casi  nei 
quali  sono  più  di  due  le  variabili  indipendenti , talché  sup- 
posto per  esempio 


e quindi  pel  n.°  70  , 


u-f{x,y,z)  , 


dz 


si  troverà  fàcilmente 

*-£=**  + *£  **  + £ «V  + 8 ^ dydz 
e in  generale  si  avrà  l’equazione  simbolica 


Ancora  il  teorema  dimostrato  nel  u.°  precedente  estendesi 
con  facillà  alle  funzioni  di  più  di  due  variabili , cosicché  per 
la  funzione  u la  derivata 

d°*-*-*  -+J>u 

rfxmrfy»rfiP 

rimane  identicamente  la  stessa  , qualunque  sia  l' ordine  col 
quale  si  eseguono  le  in  derivazioni  relative  ad  x , le  n relative 
ad  y , e le  p relative  a z. 

* 97.  Occorrendo  prendere  talvolta  le  derivate  o i differen- 
ziali delle  funzioni  immaginarie,  fa  mestieri  premettere:  l.° 
che  queste  si  suppongono  sempre  ridotte  alla  forma  sempli- 
cissima 


u -f-  v \S  — \ , 

dove  u ec  dinotano  funzioni  reali  ; 2.°  che  per  limite  di  una 
espressione  immaginaria  intendesi  ciò  che  diviene  questa  espres- 
sione , quando  alla  parto  reale  ed  al  coefficiente  di  1^—  t si 
sostituiscono  i loro  limiti  rispettivi  ; 3.°  che  le  definizioni  dei 
ditfòrenziali  e dello  derivate  delle  funzioni  reali  si  estendono 
alle  funzioni  immaginarie  con  farle  valere  per  la  parte  reale 
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e pel  coefficiente  di  \S — 1 , e con  unire  dipoi  al  primo  risul- 
tato il  prodotto  del  secondo  per  1/ — \ . 

* 98.  Da  ciò  segue  che  quando  u e v si  suppongono  fun- 
zioni reali  della  sola  x , 1’  equazione 

\v  = u-J-v  V'  — \ 
conduce  successivamente  alle  altre 


Aw  = Au  -}-  Ac . 1/ — 1 — = — \/ — \ 

*~  ^ Ax 


w 


talché  per  differenziare  una  funzione  immaginaria  bisogna 

operare  come  se  la  funzione  fosse  reale  , riguardando  \/  — 1 
come  un  coefficiente  costante.  La  qual  regola  si  estende  an- 
cora , com’è  palese,  ai  differenziali  e alle  derivate  successive. 
Quindi  , supposto  per  esempio  , 


w = cos  x -f-  — 1 scn  x , 


avremo 


dxv  — ( - sen  x + l/—  1 cos  x)dx  = V—  \ w dx  , 

d'xv  = ( — cos  x — \/ — \ sen  x)dx*  = — w dx*  , 

(P  w = (sen  x — V - \ cos  x)dxi  = - l/—  ! w dx*  , 

d*Mv  — (cos  x + \S  — 1 sen  x)dx * = wdaA  , ecc. 

dopo  di  che  le  derivate  ritornerebbero  le  stesse  , come  nelle 
funzioni  periodiche  reali  (n.°  43  ). 


CAPITOLO  X. 


Derivate  e differenziali  di  primo  ordine  e successivi  delle  funzioni 
implicite  di  una  o più  variabili. 

Dopo  tutto  ciò  che  precede  , per  compiere  la  differenzia- 
zione delle  funzioni  analitiche  non  ci  resta  a considerare  se 
non  quelle  che  si  dicono  implicite  : ciò  che  faremo  in  questo 
capitolo. 
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99.  Sia  in  primo  luogo  la  equazione 

fico  , y)  — 0 , (Y) 

per  virtù  di  cui  la  y è funzione  implicita  di  x.  Trattasi  di 
rinvenire  un’  altra  equazione , che  determini  la  funzione  de- 
rivata y1  di  y , senza  ridurre  ad  esplicita  la  funzione  y colla 
risoluzione  effettiva  dell’  equazione  (Y)  rispetto  ad  y. 

Osserviamo  che  questa  equazione  devesi  ( n.°  1 7 ) riguar- 
dare come  una  funzione  identicamente  nulla  quando  y si  sup- 
ponga tener  luogo  della  funzione  di  x , che  si  avrebbe  risol- 
vendo la  stessa  equazione  per  rapporto  ad  y.  Dunque  per  la 
forinola  trovata  nel  n.°  63  avremo  immediatamente 


£+£££»  =1-1. 

dx  dy  dx  dx  dy  ” ’ 


ed  ancora 


dx  dx  ~ ~ dx  dy  = 0 : 

dx  dy  dx  dx  dy  3 


(Y1) 

(D) 


equazioni  dove  per  brevità  la  f tien  luogo  della  f[x  , y)  , 
come  sovente  si  adopera , e segnatamente  quando  non  si  espri- 
me f(x  , y)  con  un’  altra  lettera. 

In  esse  i simboli  —■  . ~r  devono  considerarsi , dopo  ciò 
dx  dy  1 

che  precede  , come  funzioni  cognite  di  x e y , essendoché 
f[x  , w)  indica  una  data  funzione  esplicita  delle  stesse  x e y. 
Quindi  1’  equazione  (Y')  dicesi  equazione  derivata  o sempli- 
cemente derivata  della  proposta  o primitiva  (Y) , perchè  de- 
termina in  funzione  di  x e y la  derivata  yf  di  y ; 1’  altra 
poi  (D)  dicesi  equazione  differenziale  della  stessa  primitiva  , 
perchè  determina  parimente  dy  in  funzione  di  x , y e dx. 
Ad  ottenere  y in  funzione  di  x sola , non  saprebbesi  evitare 
la  risoluzione  di  una  equazione  : sia  della  primitiva  (Y)  ri- 
spetto ad  y , sia  di  quella  che  trovasi  eliminando  y tra  (Y) 
e (Y') , rispetto  ad  y . 

100.  Derivando  l’ equazione  (Y')  rispetto  ad  x colle  regole 
e le  convenzioni  stabilite  innanzi  ( n.‘  90, . . .93),  e con  aver 

presente  che  le  funzioni  indicate  da  % e % contenendo  ad 

dx  dy 

un  tempo  x e y , debbono  riguardarsi  come  funzioni  di  fun- 
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si  avrà  la  derivala  di  seco  odo  ordine 


I a d%f  , ■ d'f  t df  „ 

d^+tdiryy  +i^y  +ryy  -0,  (Y> 

la  quale , per  essere  ~ , ~ funzioni  cognite  di  x e y , 

i . , ■ df  df  , V J» 

al  pan  di  — e — , determina  y"  in  funzione  di  x , y e y'. 

. * 1 01  • Allo  stesso  modo,  per  avere  y"'  si  prenderebbe  la  de- 
rivata per  rapporto  ad  a?  dell’  equazione  (Y") , ed  avendo  pre- 
sente elle  y’  e y"  debbono  tenersi  in  conto  di  funzioni  di  x, 

e che  ’ 7^  ’ % 9011  furaioni  di  fusione  perchè  in 

generale  contengono  oo  e y , si  troverebbe 


*L  + 3 

dx1  * dx*dy  1 


*r 


■ 3^-y 
!/•  * 


+ 3 


dxdy* 

J1L 

dy • 


" + %f 


dy1 

J'L  u"  4.  3 i%t  ^ 

dxrfy  ^ ‘ dy*  ^'dy* 


(Y"0 


E nulla  impedisce  di  passare  così  di  mano  in  mftno  alla  de- 
rivata di  un  ordine  qualunque. 

102.  Siano  ancora  le  due  equazioni 

f{x,y  , s)=0  , f[x  , y , z)=*0  : (YZ) 

per  effetto  delle  quali , presa  x per  variabile  indipendente  , y 
e z risultano  funzioni  implicite  di  essa.  Considerando  le  equa- 
zioni come  identiche , quali  effettivamente  diverrebbero  quando 
a j e j si  sostituissero  i valori  in  x , che  si  avrebbero  dalla 
risoluzione  delle  stesse  equazioni , la  formora  del  n.°  6i  , 
colla  sostituzione  di  x , y , z a t , u , v , ci  darà 


df 

dx 


df. 


+ ^'+S*-° 


— + — y*+— -*  = 0: 
dx  ^ dy  J T dz 


(Y'Z') 


df  df  df  dF  dF  dF  . , 0 „t . - . . 

dovo  s • $ - s • zr  ■ * • te  “P1”0"0  <”•  11  > tmu 

conosciute  delle  variabili  x , y , z , per  essere  f[x  , y , s) 
e f[x  , y , z)  date  funzioni  esplicite  delle  stesse  variabili. 
Ecco  dunque  due  equazioni  che  si  dicono  derivate  delle  pro- 
poste o primitive , e che  6ono  acconce  a determinare  in  fun- 
zioni di  x , y e z i valori  dei  simboli  y1  e z'  che  indicano 
le  funzioni  derivate  di  y e di  z. 
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È chiaro  che  lo  stesso  metodo  è applicabile  al  caso  di 
tre  equazioni  fra  quattro  variabili  , di  quattro  equazioni  fra 
cinque  variabili , e in  generale  di  m equazioni  tra  m 4-1 
variabili  : derivando  col  principio  del  n.°  64  ciascuna  equa- 
zione come  se  fosse  una  funzione  di  altre  funzioni  di  una 
stessa  variabile  indipendente  ( da  principio  convenuta  ) , ed 
eguagliando  a zero  i risultamenti  , si  avranno  m equazioni 
di  primo  grado  per  rapporto  alle  richieste  derivate  delle  m 
variabili , che  in  virtù  dell’  equazioni  primitive  son  funzioni 
implicite  della  rimanente. 

* 1 03.  Ritornando  all’  equazioni  (Y'Z')  assoggettiamole  nuo- 
vamente alla  derivazione  rispetto  ad  ®,  senza  perdere  divi- 
sta che  tutte  le  sei  derivate  parziali  di  f ed  F possono  ad 
un  tempo  contenere  ® , y , z , laddove  le  derivate  ordinarie  y1 
e z debbono  riguardarsi  come  funzioni  della  sola  x.  Avremo 
facilmente  l’ equazioni  di  secondo  ordine 


^ + 2 77-J/'+2TTz'+2Z7-yV 
dx • dxdy'>  dxdz  dydz 3 

4-  ?1L  4.  J1L  ~r  -f  JL  y"  + JL  z"  — o , 

^ dy'V  ^ dz*  ^ dy  y ^ dz 

d*F  d*F  d%F  d*F 

li.  + 2 2Ìi-3'-f2  — v'z 

dx • ^ dxdyy  dxdz  ^ *dydzy 

J_  y*  + — z*  -f  — y"  4-  — z"  <=  0 , 

“ dy*  V ^ dx*  * T dy  y ^ dz 


le  quali  daranno  i valori  di  y"  e z"  in  ® , y e z , dono  che 
in  esse  si  saranno  sostituiti  quelli  di  ^ e «'  cavati  dalle  pre- 
cedenti equazioni  (Y'Z').  Si  potrà  in  seguito  effettuare  l’elimina- 
zione di  y e z mediante  le  due  primitive  (YZ) , a fine  di  avere 
due  equazioni  finali,  una  in  ® e y"  , l’altra  in  ® e z". 

Una  nuova  derivazione  dell’ equazioni  (Y"Z")  darebbe  si- 
milmente le  due  equazioni  derivate  di  terzo  ordine  , neces- 
sarie a determinare  le  terze  funzioni  derivate  di  y e z , e 
così  di  mano  in  mano. 


104,  Passiamo  ora  al  caso  di  più  variabili  indipendenti , 
supponendo  per  fissare  le  idee  e per  semplicità , che  si  abbia 
una  sola  equazione 


f{x  , y , 9)  mm  0 


(Z) 
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fra  tre  variabili.  Due  di  queste  , per  esempio  x e y saranno 
indipendenti  , e la  terza  z ne  sarà  funzione  implicita.  Varierà 
dunque  s con  x sola  , o con  y sola  ; onde  potranno  diman- 
darsi in  x , y e z le  derivate  e i differenziali  parziali  di  z , 
indipendentemente  dalla  risoluzione  della  proposta  equazione 
rispetto  a z.  Ora  per  l’ una  e per  I’  altra  derivata  non  va- 
riando ad  un  tempo  se  non  le  sole  quantità  x e z , o le  so- 
le y e s , avremo  per  ciò  che  si  è detto  nel  n.°  99  ('equazioni 


. V,dfdz_  ^,dfdz  (Z] 

^ ' dx^  dzdx  ” ’ dy + ds  dy  U 

che  serviranno  a trovare  quelle  derivate. 

Inoltre  , moltiplicando  rispettivamente  queste  equazioni 
per  dx  e dy  , la  somma  dei  risultati  ci  dà 

d-Ldx  + J/dy  + 
dx  dy  y dz  \dx 

ma  dal  n.°  69  abbiamo 


+ r,d,J) 


~ dx  -j-  y-  dy  =s  dz  , 
dx  ' dy  * 

dunque  sostituendo  verrà 


risultamene  che  chiamasi  equazione  differenziale  totale  della 
primitiva  , e che  nel  fatto  è la  somma  dell'  equazioni  diffe- 
renziali parziali  della  stessa  primitiva. 

* 105.  In  generale,  riflettendo  che  una  equazione  qualunque 

f[x  , y , z ,...w)  = 0 

deve  sussistere  per  quali  si  vogliano  valori  di  x , y , z , . . . 
combinati  con  quello  che  n’emerge  per  w ; o che  torna  lo 
stesso , deve  riguardarsi  come  una  funzione  identicamente  nulla 
quando  per  w non  s’ intende  una  variabile  distinta , ma  sì  bene 
quella  funzione  di  x , y , z , . . . che  avrebbesi  risolvendo  l’e- 
quazione f=  0 rispetto  a vv,  dovrà  ammettersi  che  l’espres- 
sione del  cangiamento  finito  o infinitesimo  che  soffre  la  fun- 
zione f , per  effetto  di  aumenti  finiti  o infinitesimi  attribuiti 
ad  una  o più  delle  variabili  x , y , z . . e del  cangiamento 
che  ne  risulta  per  w , debba  essere  anche  nulla. 
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Pertanto  1’  equazione  f = 0 darà  sempre  l’ altra  df  = 0 , 
ove  df  esprime  il  differenziale  della  funzione  f , il  quale  può , 
ad  arbitrio  , esser  totale  o parziale  : col  differenziale  totale  , 
ossia  relativo  a tutte  le  variabili , si  ha  il  cangiamento  infini- 
tesimo che  sofTre  una  variabile  qualunque  per  effetto  degli 
aumenti  infinitamente  piccoli  attribuiti  a ciascuna  delle  altre  ; 
e coi  differenziali  parziali  , o relativi  ad  alcune  soltanto  delle 
variabili  , si  ha  il  cangiamento  infinitesimo  cui  va  soggetta 
una  di  queste  variabili , quando  le  altre  di  queste  medesime 
si  suppongono  aumentate  di  quantità  infinitamente  piccole. 

* 106.  Per  la  stessa  ragione,  una  equazione  tra  due  o più  va- 
riabili non  può  essere  differenziata  rispetto  ad  una  sola  di 
esse  , eccetto  che  non  fosse  attualmente  identica  ; non  essendo 
in  generale  possibile  che  un  aumento  infinitamente  piccolo  ma 
arbitrario  dato  ad  una  variabile , non  apporti  cangiamento  in 
alcun’altra  : dal  che  avviene , che  il  differenziare  una  equazione 
tra  quantità  variabili  per  rapporto  ad  una  sola  di  esse , torna 
lo  stesso  di  stabilire  tra  le  medesime  un’  altra  equazione  di- 
stinta , la  quale  se  potesse  reggere  sarebbe  quella  che  nasce 
sopprimendo  nel  risultato  il  differenziale  della  variabile  che 
sola  si  è fatta  variare. 

107.  Ritorniamo  adesso  alle  equazioni  (Z')  e (Z()  del  n.°  104 , 
per  dedurne  quelle  che  servono  a determinare  le  derivate 
parziali  successive. 

Nel  secondo  ordine  queste  derivale  sono  tre  (».°90),  e 
vengono  indicate  dai  simboli 

d*z  d*z  d*z  d*z 

dx*  ’ dxdy  dydx  ’ dy* 

Or  per  trovare  la  prima  , il  simbolo  stesso  di  questa  ac- 
cenna che  bisogna  far  capo  dall*  equazione  (Z')  , la  quale 

siccome  contiene  , se  si  deriva  di  nuovo  per  rapporto  ad  a- 

nJ'  d*Z 

( tenendo  costante  la  >j)  , presenterà  necessariamente  — • 

df  df  da;r 

Dunque  con  tal  mezzo , e riguardando  ■—  e -f  come  firn- 

dx  dy 

zioni  di  funzione , perchè  in  generale  contengono  insieme  ce , 
y , 2 , e z è funzione  di  x e y , avremo 

dz 
dx 

11 


\'+df.dll  = 

/ di  dx* 


0. 


(7H\ 

) 


, 2 dlLd±  ,d^f( 

dx*  dxdz  dx  dz*  \ 
Cale.  Di/f. 
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La  seconda  delle  soprascritte  derivate  può  desnmersi  egual- 
dz 

mente  (h.°  9i)  derivando  — per  rapporto  ad  y , o pure  de- 
rivando ~ per  rapporto  ad  x.  Praticando  dunque  la  prima 

di  queste  derivazioni  sull’equazione  (Z'),  o la  seconda  sull’ e- 
quazione  (Z,) , avremo  la  derivala  parziale  di  secondo  ordine 
e relativa  ad  x e y dell’equazione  (Z) , che  sarà 


dlL  + ÉlLd±  a.  _£VL£f  • = o (r\ 

dxdy  ' dydz  dx  dxdz  dy  ' dz*  dx  dy  ' dz  dxdy  ' ' ' 


Finalmente  la  terza  delle  richieste  derivate  parziali  essendo 
analoga  alia  prima  , avremo  senza  più  l’equazione  da  cui  può 
d*z 

desumersi  — cangiando  x in  y nell’equazione  (Z")  : il  che  dà 


(llL^9lLd-i  _i_  4-^  = 0 

dy * dydzdy  dz*  \dy ) dz  dy* 


(ZJ 


Queste  tre  equazioni  determinano  le  tre  richieste  derivate 
di  secondo  ordine  in  funzione  di  x , y , s , e delle  derivate  di 
primo  ordine  ; ma  ognun  vede  che  sostituendo  nelle  mede- 
sime equazioni  i valori  di  quest’  ultime  due  derivale , desunti 
dall’ equazioni  (Z')  e (Z()  , le  risultanti  equazioni  darebbero 
poscia  le  derivate  di  secondo  ordine  in  funzione  delle  sole 
variabili  x ,y  , z ; e che  inoltre  queste  derivate  medesime  si 
avrebbero  in  funzione  delle  sole  variabili  indipendenti  x e y , 
eliminando  z in  virtù  dell’  equazione  primitiva  (Z). 

Nulla  impedirebbe  di  proseguire  allo  stesso  modo  ( e senza 
altra  difficoltà  che  la  soverchia  lunghezza  delle  forinole  ) 
la  ricerca  delle  derivale  ili  ordine  superiore  al  secondo  , sia 
nell’  esempio  proposto , sia  in  qualunque  altro  dove  le  varia- 
bili indipendenti  fossero  più  di  due  ; ma  noi  crediamo  più 
utile  l’osservare,  che  se  per  mettere  in  lume  il  procedimento 
della  derivazione  conveniva  addurre  alquante  formole  gene- 
rali, queste  per  lo  più  tornano  inutili  nelle  applicazioni,  dove 
conviene  assai  meglio  di  operare  direttamente  sulle  espressioni 
analitiche  speciali  che  si  presentano  , se  non  altro  perchè  le 
funzioni  che  indicate  da  simboli  generali  si  dovea  supporre 
clic  contenessero  ad  un  tempo  tutte  le  variabili  , nel  fatto  so- 
gliono contenerne  soltanto  alcune. 
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* 108.  Trovate  una  volta  le  derivate  parziali,  i differenziali 
parziali  ne  sono  una  conseguenza  immediata  ; e per  mezzo 
delle  formole  stabilite  nei  n.‘  93  e 96  può  aversi  il  differen- 
ziale totale  , o qualunque  altro  che  senza  essere  il  totale  si 
riferisce  a piò  di  una  delle  variabili  indipendenti.  Se  non 
che , in  riguardo  a questi  difTerenziali  torna  piò  semplice  il 
ritrovarli  (indipendentemente  dalle  derivate)  colle  regole  della 
differenziazione  , facendo  effettivamente  variar  tutte  o quelle 
sole  delle  variabili  indipendenti  alle  quali  piace  che  siano 
riferiti , insieme  colle  variabili  delle  quali  si  cercano  i diffe- 
renziali ; e stimando  costanti  i differenziali  di  dette  variabili 
indipendenti  , e variabili  quelli  delle  altre.  L’  equazioni  di 
ordine  superiore  che  si  ottengono  per  tal  mezzo , quelle  degli 
ordini  inferiori  trovate  nella  ipotesi  che  variassero  le  stesse 
indipendenti , e l’ equazioni  primitive  , determinano  i diffe- 
renziali richiesti  in  funzione  di  tutte  le  variabili  indipendenti , 
e dei  differenziali  di  quelle  sole  tra  esse  che  si  fecero  effet- 
tivamente variare. 


CAPITOLO  IX. 

Cangiamento  delle  variabili  indipendenti , e delle  variabili 
in  generale. 

109.  Supponiamo  che  nella  ipotesi  di  esser  y una  data 
funzione  della  variabile  indipendente  x , cioè  a dire  nella 
ipotesi  di  esser  data  una  equazione  tra  x , y , e quantità  co- 
stanti, sia  pur  data  una  formola  contenente  x , y , y , y",  . . . 
e quantità  costanti , indicata  da 

,y  ,y  ,y",  ...)  ; (F) 

o pure  supponiamo  che  la  ricerca  di  una  determinala  ma 
incognita  funzione  y della  variabile  indipendente  x , abbia 
fornita  l’equazione 

fi.00  * y < y'  ,y" < . . .)  = o.  (/•) 

Trattasi  di  ottenere  un'  altra  formola  o un’  altra  equazione  , 
che  siano  equivalenti  alle  date  , ma  che  abbiano  la  forma 
che  conviene  alla  ipotesi  clic  la  variabile  indipendente  non 
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sia  più  x , ma  una  terza  variabile  t , legala  ad  x e y me- 
diante una  data  equazione 

t(®  , y , t)  = 0.  (<?) 

In  virtù  di  questa  equazione  , e di  quella  che  si  è sup- 
posta data  o che  vien  determinata  dalla  precedente  (f) , le 
variabili  x e y possono  considerarsi  come  funzioni  di  t.  Dun- 
que , pel  principio  dimostrato  nel  n.°  57  , avremo 

dy  dx  dy 

dx  dt  dt  ' 

donde  subitamente 

, dy  dy  dx 

y dx™  dt  ' dt 

Inoltre  , derivando  questa  equazione  rispetto  a l , sempre 
in  virtù  del  principio  citato  , abbiamo 

dy'  „ dx /dx  d*y  dyd*x\  dx * 

d7~y  li~\di~dt%~~7tl(r):Pt*' 
e per  conseguenza 

„ d*y  /dx  d*y  dy  d*x\  dx ’ 

y dx * V/  dt*  dt  dt*  ) dt * 

Lo  stesso  procedimento  dà 

w I" dx*  d'y  ndxd*xd*y  , Q dy  d*x*  dxdyd'x' | dxu 

y ~{lFd?  ~ 3 Itili*  Jt*  JTt~d?  liTt  rfpj  : W ’ 

e così  di  seguito. 

110.  Ora  se  nel  caso  della  data  formola  (F)  non  si  facesse 
altro  che  sostituire  ad  y' , y"  , y",  . . . queste  espressioni , senza 
poi  tener  conto  dell’equazione  (9)  e sue  derivate  successive, 
ciò  sarebbe  piuttosto  un  toglier  via  ( con  discapito  di  semplicità) 
ogni  variabile  indipendente  , anzi  che  un  cangiarla.  Allora 
sarebbe  più  semplice  sostituire  ad  y , y"  , y" , ...  1’  espressioni 
dy  dxd*y — dyd*x  dx*d’y — 3dxd*xd*y  ■+-  3dyd*x*  — dxdyd’x 

dx  ’ dP  ’ dx*  ’■  ' ‘ 

che  nascono  supprimendo  il  dt  nei  numeratori  e nei  deno- 
minatori delle  precedenti  ; e la  calcolazione  della  nuova  for- 
mola , che  senz’  alcun  prò  tornerebbe  più  lunga , non  avreb- 
be mestieri  di  altra  particolare  avvertenza  , tranne  di  dover 
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considerare  come  variabile  dx  egualmente  che  dy  nelle  dif- 
ferenziazioni successive  della  data  equazione  tra  x e y.  (a) 


(a)  Merita  perù  di  essere  osservato  che  queste  nuove  espressioni  di 

y\  y ",  y"'f  - siano  (egualmente  che  le  semplicissime  ~ ,. . . 

c relative  all'  ipotesi  che  la  variabile  indipendente  sia  x ) di  grado  zero 
per  rapporto  a d , avuto  riguardo  al  significato  convenzionale  (n.°  77) 
di  dx*  , dx * , dx*  , . . . e di  <Tx*  che  indica  il  quadrato  di  d‘x  ; poi- 
ché questa  osservazione  mena  ad  una  conseguenza  importante  pel  me- 
todo degl’  infinitamente  piccoli , propriamente  detto.  Infatti  lo  stesso 
grado  zero  dovendo  aver  luogo  in  tutte  le  forme  sotto  le  quali  è per- 
messo di  scrivere  il  risultato  della  sostituzione  di  quelle  espressioni  ad 
y'  » y"  » y'"  , . . • nella  data  formola  , se  ne  desume  che  se  una  espressione 
analitica  di  x , y , dx  , dy  , d*i r , d*y  , ...  siasi  trovata  nella  ricerca  di 
qualche  funzione  di  x , ma  siasi  trovata  colla  considerazione  dei  diffe- 
renziali  anzi  che  dei  coefficienti  differenziali , c senza  tenere  per  costante 
il  dilferenziale  di  alcuna  variabile , o che  torna  lo  stesso  , senz’  aver 
fissata  una  variabile  indipendente  ; tale  espressione  dovrà  stimarsi  affatto 
sbagliata  se  innanzi  tutto  non  sia  di  grado  zero  per  rapporto  a d , e 
inoltre  non  si  possa  ridurre  a contenere  x ,y  , y'  ,y' , y 1,1 , . . . mediante 
le  iole  relazioni  che  esistono  fra 

x , y , dx  , dy  , d*x  , d’y  , d‘x  , d’y  , . . . ed  y' , y[' , y"' , . . . 

nella  ipotesi  che  nessuno  dei  differenziali  dx  , dy , è costante. 

(Queste  relazioni  sono  poi  facilissime  ad  ottenersi  , perchè  differen- 
ziando l’equazione  dy—y'd.r  più  volte  (fi  seguito , ed  avendo  riguardo 
alle  altre  dy'  = yf'dx,dy"s=y"'dx,...  che  sono  una  conseguenza 
immediata  della  definizione  ( n.»  75  ) delle  derivate  successive  , si  hanno 
ad  un  tempo  1’  equazioni 

dy—  y' dx  , 

d*y  — dy'  dx  -f-  y‘A2x  ss  y"dx*  y'd*x  , 
d3y  — dy"dx%  2 y"dxd*x  + dy‘d*i t + y'd’X  ^ 

= y"«fx»  4-  3yl'dxd*x  4-  y 'd*x  , ecc.  j 

Se  dunque  sostituendo  questi  valori  di  dy  , d*y  , d'y , ...  nella  pro- 
posta espressione , non  accade  che  il  risultato  sia  libero  ancora  dai  dif- 
ferenziali dx  , d*x  , d‘x  ....  essa  non  sarà  buona  a rappresentare  ve- 
runa funzione  finita  di  x , dipendente  da  y e sue  derivate. 

A questo  segno  si  conoscerà  subitamente , per  esempio , che  delle 
due  foratole 

dy  (dx2  -*■  dy*)dJy  dy  (dx*- 4-  dy*)d’x 

dx  3 dxd’y*  ’ dx  dx(dxd“y  — dyd’x)  ’ 

la  prima  delle  quali  suppone  dx  costante  e la  seconda  variabile , quella 
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Al  contrario  , l' equazione  ($)  e le  sue  derivate  successive 


dx  dt  dy  dt  dt 
dy  d*x  di f d*y  d’< p dx * , <i’<p  dy * . 

dx  rfF  rfy  ~dt%  dà-’ * dt*  + d^  dt1  + 


dydt  dt  J 


(*') 


->  ( £±.  — dy  4-  £1.  — £l  dy\  l rf,tp  — 0 fa") 
\dxdy  dt  dt  dxdt  dt  dydt  dt  ) ^ dt * ’ ' 


c non  questa  può  esprimere  una  funzione  determinata  di  x ; perchè 
nella  prima  sostituendo  y'dx  , y"dx*  e j /'"dx*  in  vece  di  dy  , d’y  e d'y , 
e nella  seconda  sostituendo  y'dx  e y"dx*  y'd’x  in  luogo  di  dy  e d’y , 
esse  formole  divengono  rispettivamente 

J 3y"m  ’ J + y'-dx* 

Pure  la  seconda  fu  data  da  Carnot  ( geometra  distinto , e che  studiò 
profondamente  il  metodo  degl*  infinitamente  piccoli , sviluppato  alla  ma- 
niera di  I.eibnitz  ) per  espressione  della  cotangente  trigonometrica  del- 
l’angolo che  si  contiene  dalla  tangente  di  una  curva  qualunque,  e dalla 
retta  che  unisce  il  contatto  col  punto  medio  di  una  corda  parallela  e 
infinitamente  vicina  alla  tangente.  Poiché  dunque  una  tal  lormola  non 
vale  ad  esprimere  funzione  alcuna  , ciò  prova  che  almeno  nelle  ricerche 
le  quali  esigono  la  considerazione  di  quantità  infinitesime  di  varii  ordi- 
ni , il  metodo  degl’  infinitamente  piccoli  presentato  alla  maniera  Leibni- 
ziana  non  è sempre  una  guida  sicura  : e infatti  con  metodo  più  rigoroso 
il  detto  angolo  si  trova  dipendere  ad  un  tempo  dai  coefficienti  diffe- 
renziali di  primo , di  secondo  e di  terzo  ordine , e la  sua  cotangente 
risulta  espressa  dalla  prima  delle  anzidette  formole  ( Veggansi  le  Ricer- 
che analitiche  mila  simigliali  za  delle  curve  ecc.  Napoli  1825  ). 

Cosi  va  la  cosa  quando  nessun  differenziale  si  riguarda  come  co- 
stante ; ina  se  per  contrario  siasi  tenuto  per  costante  il  differenziale  di 
una  variabile  t , data  in  x e y mediante  una  equazione  fra  t , x c y , 
si  può  esser  certo  che  una  espressione  analitica  di  x , y , dx  ,dy , d’x  , 
d’y,  ...  rappresenta  una  funzione  determinata  c finita  di  x,  solo  che 
sia  di  grado  zero  per  rapporto  a d ; perchè  mediante  la  detta  equa- 
zione e la  proposta  in  x e y , i differenziali  dx  , dy , d*x  , d*y . ...  si 
possono  riguardare  (n.4 102  e 103)  come  altrettante  funzioni  di  t,  x e y, 
moltiplicate  pei  fattori  dt  , di'1 , ...  i quali  nella  sostituzione  debbono 
svanire  necessariamente , atteso  il  supposto  grado  zero  dell’  espressione 
per  rapporto  a d. 

E se  la  variabile  t , o anche  solo  dt  sia  data  esplicitamente  in  x e y , 
le  precedenti  equazioni  ( P ) unitamente  alle  altre  d’t  r=0  , d't  = 0 , ... 
che  nascono  dall’essere  dt  costante , basteranno  a ridurre  in  x,y,  y',y" 
l’espressione  di  cui  si  tratta. 
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ecc.  determinando  x , 

d'y 

-ji,  ...  e viceversa  y , 


dx  d'x 

Tt  ’ Tt*’ 

dy  <Py 
dt  ' di'  ' 


in  funzione  di  t , y , — , 

* dt  ’ 

• dee 

in  funzione  di  t , x , ~ , 


— , . . . è chiaro  che  la  forinola  ( F)  o l’ equazione  (f)  pos- 
sono trasformarsi  in  altre  dove  una  delle  variabili  primiti- 
ve x , y verrebbe  surrogata  dalla  novella  variabile  indipen- 
dente t : ciò  che  talvolta  può  tornare  utilissimo. 

IH.  Due  esempii  notevoli  si  riferiscono  a questo  caso.  Il 
primo  è quando  la  variabile  indipendente  si  vuole  che  sia  y 
in  vece  di  x : allora  l’equazione  (9)  divenendo  semplicemente 


y — t = 0 ossia  y =»  t , 
si  ha  evidentemente 


^ = I ~ = 0 = — =*= 

dt  dt  ’ dt * dt‘ 

c quindi 

, dy  , dx  ,, d'y  d'x  dx 1 

^ dx  dy  ’ y dx'  • dy'  * rfy*  * 

Adunque  colla  sostituzione  di  queste  espressioni  in  vece  di 
y , y"  , ...  una  funzione  qualunque  di  x , y , y’ , y"  , ... 
prenderà  la  nuova  forma  che  le  conviene  quando  la  variabile 
indipendente  è y in  vece  di  x. 

Nell’  altro  esempio  la  variabile  indipendente  si  suppone 
legala  alle  primitive,  mediante  l’equazione  derivata 


dx*  dy* 

~dF  ^"d? 


1 


W) 

che  ba  per  derivate  successive 
. dx  d'x  dy  d'y 

<♦>  UT?  + S ir  = 0 • “*• 

Quindi , siccome  quest’  equazioni  danno 


dy  _ _ / dx*  d'y  dx  d'x  dx 

Tt  ~ V i~~dt^’Ti'~~~li7i*  :V  1 ~ rfl7 ’ 


si  potranno  , al  bisogno  , eliminare  le  derivate  y , y"  , ... 
da  ogni  funzione  che  contenga  x e queste  derivate  , surro- 
gando così  la  nuova  variabile  t ad  y. 
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112.  L' effettualo  cangiamento  della  variabile  indipendente 
hot»  è che  un  caso  particolare  del  cangiamento  di  variabili 
propriamente  detto.  Perocché  , 9e  alle  variabili  x , y che  entra- 
no insieme  con  y' , y"  , ...  nella  composizione  della  forinola  ( F) 
(che  suppone  data  una  equazione  fra  x e y ) , o dell’equazione  (fl 
se  ne  vogliano  sostituire  due  altre  r ed  ® legate  alle  prime 
coll’  equazioni  date 

(*)  . y » r , ®)  = 0 , 4(o? , y , r , ®)  = 0 (4-) 

avremo  tre  equazioni  fra  le  quattro  variabili  oc  , y ,r  , ® ; e 
quindi  non  ve  ne  sarà  che  una  sola  indipendente.  Supposto 
dunque  che  questa  sia  ® , si  prenderanno  le  derivate  succes- 
sive rispetto  ad  ® dell'  equazioni  (9)  e (4)  ; c I’  une  e l’ altre 
insieme  serviranno  ad  esprimere 

dx  iPx  dy  d*y 

x ’ d«  ’ ’ • • • ’ y ’ ’ d^  ’ • • • 

in  funzione  di 

dr  d*r 

® ’ r ’ di  ’ ' ’ ’ ’ : 

con  che  la  forinola  (F)  o l'equazione  ( f ) verranno  a subire 
la  desiderata  trasformazione. 

113.  Un  esempio  relativo  a questo  caso  ha  luogo  nel  pas- 
saggio dalle  coordinate  ordinarie  delle  curve  piane  alle  coor- 
dinate polari.  Allora,  preso  per  polo  la  origine  delle  coordi- 
nate primitive  , r esprime  il  raggio  vettore  , ed  ® 1’  angolo 
che  forma  con  l’asse  delle  oc  ; e l’ equazioni  tra  x , y , oa  , r 
sono  , com’  è noto  , 

x — r cos  ® , y = r sen  ®. 

Queste  dunque  corrispondono  alle  ($)  c (4-) , onde  esse  e le 
loro  «illazioni  differenziali  o derivate  , che  qui  sarebbe  inu- 
tile scrivere , e nello  quali  suol  prendersi  ® per  variabile 
indipendente , bastano  a compiere  il  cangiamento  delle  va- 
riabili x , y nelle  altre  r ed  ®. 

* 114.  Supponiamo  ancora  che  dinotando  ve;  date  funzioni 
di  x , si  abbia  una  forinola  in  x ,y  , s ,y  , z' , y” ,3" , ; 

o pure  supponiamo  die  facendo  ricerca  di  tali  funzioni , si 
arrivi  a due  equazioni  fra  le  dette  quantità.  Allora  se  alle 
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variabili  x , y , z si  vogliano  sostituire  le  tre  altre  r , 6 , « 
legate  alle  prime  colle  tre  equazioni 

$(x,y,z,r,6,a>)  = 0 , ^(x,y,z,r,6,a>)=0  , x(®,y,»,r,6,®)=0  , 

anche  una  sola  delle  nuove  tre  variabili  sarà  indipendente. 
Supponendo  dunque  che  questa  sia  ®,  e considerando  x,  y,  z 
come  funzioni  di  ® , avremo  , come  nel  n.°  109  , 


, dx  dy  , dx 

y da  da>  ’ dm 


dz 

di  ’ 


donde  j /'=?:?- 

J dai  dai 


, dz  dx 
dai  ds>  ’ 


„ /dx  d*y  dy  d*x\  dx * „__/dx  d* z dz  d*x\  dx * 

y \da>  di’*  dai  dx* ) dai*  ’ \dai  dai * dai  dx'  J dai * 

Ma  da  un’  altra  parte  le  derivate  rispetto  ad  ® delle  tre  equa- 
zioni precedenti  , estese  al  medesimo  ordine  delle  derivate 
che  si  contengono  nella  data  forinola  , o nelle  due  date  equa- 
zioni tra  x , y , z , y1 , z , y"  , z"  , ...  danno  congiuntamente 
alle  primitive  i valori  di 

dx  dy  dz  d*x  d*y  d*z 

’ ^ ’ ’ dx  ’ dx  ’ dx  ' d1»*  ' dai • ’ dai • ’ 


in  funzione  di 


i ir  do  d'r  d*t 

’ ’ ’ dal  ’ dx  ’ dx * ’ dai * ’ ’ 

dunque  sostituendo  tali  valori  nelle  suddette  espressioni  di 
y'  , s’  , y"  , z"  , ...  questi  simboli  e per  conseguenza  la  data 
forinola  o le  due  date  equazioni  verranno  espresse  in  r , 9 ,a>.  (a) 


(a)  Le  osservazioni  e i risul lamenti  contenuti  nella  nota  del  n.°  110 
han  luogo  ancora  nel  caso  attuale  , per  rapporto  a cui , se  non  ostante 
che  y e z si  considerano  come  funzioni  di  x , non  piacesse  supporre  dx 
costante  , si  avrebbero  fra  dx  , d*x  , ...  dz  , d*z  , . . . ex1,  z",  . . . 
le  relazioni 

dz  =■  ~dx  , \ 

d,z  = z"dxt  + z’d,x  , | ( Q ) 

d'z  = z'"dx‘  -+-  3 z"dxd,x-\-z'd,x  , ...  ) 

analoghe  all’ altre  ( P ) di  quella  nota. 

Adunque  , ogni  espressione  di 

x , y , z , dx  , dy  , dz  , d*x  , d’y  , d'z  , ... 

che  rappresenta  una  funzione  determinata  di  x , e che  non  suppone 
Cale.  Di ff.  12 
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la  questo  modo  se  per  f equazioni  ^aO,  4-=0  , jfssO  , 
si  prendano  le  tre  semplicissime 


ce  = r sen  0 cos  a , y =»  r sen  g sen  a>  , z = r cos  0 , 

si  passerà  dalle  coordinate  ordinarie  di  una  curva  esistente 
nello  spazio  alle  sue  coordinate  polari,  supponendo  esser  fl  l’an- 
golo che  il  raggio  vettore  forma  con  1’  asse  delle  a , ed  a 
quello  clic  la  proiezione  di  esso  raggio  sul  piano  delle  x e y 
forma  con  l’ asse  dello  x ; e nel  pr  endere  le  derivate  di  or- 
dine superiore  di  queste  tre  equazioni , si  terrà  per  costante 
il  differenziale  di  quella  che  si  sceglie  per  indipendente  , e 
che  d’  ordinario  suol  essere  a. 

* 115.  Veniamo  finalmente  al  caso  di  più  variabili  indipen- 
denti , e riguardando  z come  una  funzione  data  di  x e y 
supponiamo  che  si  abbia  una  forinola  in 


dz  ds  <Fz  d*z  <i*z 
a ’ y ’ X ’ dx  ’ dy  ' dx%  ' dxdy  ' dy * ’ ' ’ 

o pure  supponiamo  che  la  ricerca  di  una  determinata  funzio- 
ne z di  x e y , abbia  data  una  equazione  fra  quelle  quan- 
tità. Allora  , se  alle  variabili  x , y , z si  vorranno  sostituire  , 
come  pocanzi , le  altre  r , Q , a legate  alle  prime  colf  equa- 
zioni 9 = 0,4.=  0,x=!0>  avremo  quattro  sole  equazioni 
fra  le  sei  variabili  x , y , z , r , Q , a -,  onde  restandone  due 
indipendenti , supporremo  che  queste  siano  0 ed  a. 

Siccome  dunque  in  questa  ipotesi  tanto  x quanto  y si 
riguardano  come  funzioni  di  0 ed  a , mentre  s non  lascia 
di  essere  funzione  nota  o ignota  di  x e y , avremo  , per  ciò 
che  trovasi  dimostrato  nel  n.°  62  , f equazioni 


(0) 


dz dz  dx  dz  dy 

di  dx  di  dy  d$ 


dz dz  dx  . dz  dy 

dx  dx  die  dy  dt » 


(®); 


vcrun  differenziale  costante  , dovrà  essere  di  grado  zero  per  rapporto 
a d , e inoltre  ridursi  in  x , y , z , y' , z' , y"  , z" , ...  colla  sostitu- 
zione dei  valori  di  dy  , dz  , d,y  , d*s  , . . . scritti  nell’  equazioni  ( P ) 
e ( Q).  Basterà  poi  che  l’espressione  sia  di  grado  zero  per  rapporto 
a d , quando  si  suppone  clic  un  differenziale  qualunque  dt , dato  in 
.t  , y , s , dx  , dy  , dz  sia  costante  ; perchè  allora  f equazioni  d’t  = 0 , 
d't  = 0 , ...  che  emergono  da  tale  ipotesi , bastano  unitamente  alle  (/*) 
e ( Q ) por  liberare  l’espressione  da  tutti  i differenziali. 
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dalle  qnali  per  le  regole  conosciute  si  possono  desumere 

di  di  . . dx  dy  dt  dx  dii  dz 

— e — in  funzione  di  — , ~ — , — , -f- , — • 

dx  dy  dO  do  ' dO  dv  dv  dv 

Per  passare  all’  equazioni  che  servirebbero  a trovare  l' c- 

. . d*z  d*z  d*z  . dz  dz  .. 

spressioni  di  — , — — , — , osserviamo  che  — e — dino- 

v dx * dxdy  dy * dx  dy 

tòno  funzioni  che  in  generale  contengono  ad  un  tempo  le 
quantità  x e y , le  quali  variano  tutte  due  al  variare  sia 
di  0 , sia  di  <x.  Quindi  per  lo  stesso  citalo  n.°  02  , l'equa- 
zione (e)  differenziata  rispetto  a 0 darà 

d*Z  d*z  dx * g dx  dz  d*z  dy * , dz  d*x  , dz  d*y 

t/0*  dx*  dO * dxdy  dO  dO  dy * tiO*  dx  </0*  dy  t/0* 

la  medesima  equazione  (0)  differenziata  per  rapporto  ad  ® , 
o pure  1’  equazione  (<s)  dilTerenziata  per  rapporto  a 0 darà 


d*z  dx  dx  , d7z 
dx * dO  dv  dxdy 


/ dx  dy  dx  dy\  d*z  dy  dy 

\d0  da,'  da>  dù ) dy * dà  du 

dz  d*x  . dz  d*y 

J r 

dx  dOdv  dy  dOdv  ’ 


e finalmente  l’equazione  (a>)  difi'erenziata  rispetto  ad  a?  darà 
d*z  d*z  dx * , 2 d*z  dx  dy  d*z  dy * dz  d*x  dz  d*y 

da>*  dx * dv*  dxdy  dv  dv  ‘ dy 1 dv*  dx  dm*  dy  dm* 

£ queste  sono  1’  equazioni  dalle  quali  , dopo  avervi  sostituiti 
i valori  c ^ tratti  dalle  due  precedenti  , si  possono 

all'  uopo  desumere  per  le  regole  conosciute 

d*z  d*z  d*z  , , dx  dy  dz  dx  dy  dz 

■z—:  , -r~r  , -n  ln  funzione  di  , 

dx*  dxdy  dy*  dO  dO  dO  dv  dv  dm 

d’x  d*y  d*z  d*x  d*y  d*z  d’x  d*y  d*z 

dO*  ’ do * ’ do * ’ dv*  dv*  ' dv*  ’ dOdv  ’ dOdv  dOdv 


Potremmo  in  simil  modo  cercare  1’  equazioni  dalle  quali 
dipendono  i valori  dei  coefficienti  differenziali  del  terzo  or- 
dine e degli  ordini  più  elevati  ; e gli  stessi  principii  servono 
di  gnida  nei  casi  di  un  numero  maggiore  di  equazioni  e di 
variabili.  Ma  sarebbe  superfluo  spingere  più  innanzi  la  ricerca 
di  queste  forinole  generali  , convenendo  meglio  nelle  appli- 
cazioni di  operare  direttamente  sullo  speciali  espressioni  che 
si  presentano. 
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Da  un’  altra  parte  , riflettendo  che  z si  considera  come 
una  funzione  cognita  o incognita  di  x e y ( secondo  che 

trattasi  di  una  formola  o di  una  equazione  in  x , y , z , ~ , 
— , . . . ) , l’ equazioni  9 = 0 , 4*  = 0 . X—  ® s*  differen- 
zieranno una  volta  rispetto  ad  x , y , z , r , 0 avendo  co  per 
costante  , e un’  altra  volta  rispetto  ad  x , y , z , r , <0  aven- 
do 0 per  costante  ; e le  sei  risultanti  equazioni , divise  Io  tre 
prime  per  rf0  , e le  tre  seconde  per  dm  , serviranno  unita- 
mente alle  tre  equazioni  primitive  a trovare  1’  espressioni  di 
dx  dy  dz  dxdydz.  . dr  dr 

UT, -li  f"oz‘one  d'  r ■ # ■ * • T,  ■ li ■ 

Dopo  ciò  , se  sono  da  trovarsi  ancora  le  tre  derivate  par- 
ziali di  secondo  ordine  di  z per  rapporto  ad  x e y , si  dif- 
ferenzieranno le  anzidette  espressioni  tanto  per  rapporto  a 0 , 
che  per  rapporto  ad  co , e i risultati  distinti , clic  non  saranno 
più  di  nove  in  virtù  del  principio  dimostrato  nel  n.°  95  . 
esprimeranno  i valori  di 


d*x 

'di' 


d*  y d*z 

di'  ’ li' 


d'x 

di' 


d^L 

dx* 


d'z 

dai* 


d'x 

dtda} 


d'y 

dOda> 


d'z 

dida' 


. „ . ui  ur  u r u • u 1 

in  funzione  di  r , 0 , a , — , — - , — • 


dr  dr  d'r  d'r  d'r 
di  ’ daa  ’ di'  ’ dtdv  ’ dv' 

Anche  in  questo  caso  di  più  variabili  indipendenti  un  can- 
giamento di  variabili  degno  di  speciale  attenzione  è quello 
in  cui  per  1’  equazioni  9 = 0,  -1=0  , ^ = 0 si  prendono  le 
tre  semplicissime  del  n.°  ili 


x — r sen  0 cos  m , y = r sen  0 sen  m , z — r cos  0 ; 

talché  una  data  formola , 0 una  data  equazione , che  racchiu- 
dono le  coordinate  x , y , z di  una  superficie  data , o deter- 
minata dall’  equazione  , e le  derivate  parziali  ( di  ordine  qua- 
lunque ) di  z per  rapporto  ad  x ed  y , possono  trasformarsi 
in  un’  altra  formola  0 equazione  , che  in  vece  conterranno  le 
variabili  r , 0 , m , e le  derivate  parziali  del  medesimo  ordine 
di  una  di  queste  variabili , per  esempio  r , considerata  come 
funzione  dell’  altre  due. 

* 116.  Quando  le  sei  variabili  x , y , z , r , 0 , ® non  sono 
legate  fra  loro  che  dalle  tre  equazioni  precedenti , ragguar- 
devoli problemi  di  meccanica  e di  fisica-matematica  esigono 
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la  considerazione  di  una  funzione  u delle  tre  variabili  indi- 
pendenti  x , y , z , le  quali  debbono  essere  surrogate  dalle 
tre  altre  r , 0 , ®.  Allora  convien  esprimere  le  nove  derivate 
du  du  du  d’u  d’u  (fu  (fu  (fu  d’u 

dx  ’ ly  ’ Tz  ' dx’  ’ dxdy  ' dy*  ’ dydz  ’ dz’  ’ dzdx  ’ 
in  funzione  delle  altre  nove 

du  du  du  d’u  d’u  d’u  d’u  d’u  d’u 

dr  ’ dO  ’ do>  ' dr ’ ’ drdt  ’ dò’  ' dOds>  ’ dt»’  ' dxdr 

il  che  esige  in  vero  calcoli  vieppiù  lunghi  dei  precedenti  , 
ma  che  sono  fondati  sui  medesimi  principii. 

SEZIONE  TERZI 

Applicazioni  analitiche  del  calcolo  differenziale. 


» CAPITOLO  XII. 

Ricerche  algebriche  eseguite  mediante  la  differenziazione. 

Non  poche  ricerche  di  competenza  dell’  algebra  propria- 
mente delta  , riescono  più  facili  col  soccorso  della  differen- 
ziazione. Questo  è ciò  che  col  presente  capitolo  prendiamo 
a dimostrare  con  alcuni  esempii. 

1.  — Teorema  riguardante  le  radici  eguali  dell’ equazioni  determinale. 

117.  Supponiamo  che  un’  equazione  determinata  abbia  m 
radici  eguali  ad  a , n radici  eguali  a b , ece.  Detto  y il  primo 
membro  ordinato  di  essa  , avremo  identicamente 

y = (x — a)m{x — b)n  . . . X,  (1) 

dove  X esprime  il  prodotto  dei  fattori  nascenti  da  tutte  le 
radici  disuguali.  Prendendo  i logaritmi  neperiani  dei  due 
membri , sarà 

ly  = ml[x — a)  + nl(x  — b)  - f-  ...  + l X , 
e derivando  rispetto  ad  x , e poi  moltiplicando  per  y , 


( - «)-■(*  - 6)—. . .[mX(x  - b). . . + « X{x  -«)...  + ecc.] . 
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Or  dal  confronto  di  questo  risultato  colla  forinola  (1)  si  vede 
chiaramente  che 

[x  — a)"*-1  (®  — &)*“•..  . 

è divisore  comune  dell’  uno  e dell’  altra  , il  che  importa  che 
quando  una  equazione  ha  radici  eguali  di  quante  specie  si 
voglia  , il  suo  primo  membro  ordinato  , c la  derivata  di  esso 
per  rapporto  alta  ignota , hanno  per  comun  divisore  il  prodotto 
dei  fattori  binomii  nascenti  dalle  radici  eguali , elevati  ciascuno 
ad  una  unità  di  meno  del  numero  di  radici  eguali  della  pro- 
pria specie. 


II.  — Forinole  per  ravvicinare  sempre  più  tra  loro  i limiti  di  ciascuna  radice 
reale. 

118.  Sia  f(x)  = 0 una  equazione  che  non  abbia  radici  eguali, 
potendo  liberamela  ( quando  ne  avesse  ) mediante  la  divisione 
del  primo  membro  pel  massimo  comun  divisore  di  esso  e del 
suo  polinomio  derivato.  Detta  r una  sua  qualunque  radice 
reale  e positiva  , siano  a e b due  limiti  di  questa  sola  ra- 
dice : i segni  di  f(a)  , f{b ) saranno  contrarii  perchè  f(x)  non 

divien  nulla  che  una  volta  sola  tra  a e 6.  Siauo  di  più  questi 
limiti  così  vicini  l'uno  all' altro,  che  niuna  radice  dell’ equa- 
zioni f(x)  = 0 , f'(x)  — 0 cada  fra  essi  : di  che  nello  stato 
attuale  dell’  algebra  è facile  assicurarsi.  Ne  verrà  in  conse- 
guenza che  i segni  di  f'(a)  , f(b)  saranno  simili  tra  loro  , 

come  pur  saranno  quelli  di  f'(a ) , f'{b) , quantunque  possano 
differire  dai  primi  : ciò  che  tornerà  chiaro  quando  si  rifletta 
che  f\x)  , f"[x)  son  funzioni  intere  che  non  divengon  nulle 
tra  x — a ed  x = b.  (a) 

In  conseguenza  di  tutto  ciò  , la  curva  espressa  dall’equa- 
zione (/  = /■(.•»),  tra  i punti  corrispondenti  all’ ascisse  a e b 
sarà  non  solo  continua  , ma  sì  bene  tutta  convessa  o tutta 
concava  per  rapporto  ad  una  retta  sottoposta  ad  essa  e paral- 
lela all'  asse  delle  x ; onde  potendo  le  sue  ordinate  essere 


(a)  Si  avverte  una  volta  per  tutte  , clic  f(a)  , f'ja)  , /*'(a)  , e 
simili  mal  si  direbbero  funzioni  di  a , perchè  le  funzioni  sono  essenzial- 
mente quantità  variabili , laddove  i detti  simboli  esprimono  i valori  par- 
ticolari che  prendono  f{x)  , ^(x)  , f'x  , ...  quando  si  sostituisce  a 
ad  x : il  che  vaia  ugualmente  per  le  funzioni  di  più  variabili. 
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crescenti  e decrescenti , la  di  lei  forma  non  potrà  variare  fra 
i punti  A e B corrispondenti  ai  limiti  a e b , se  non  nei  quattro 
modi  espressi  nelle  fig.  18  , 19  , 20  e 21.  Ora  se  pel  limite  b 
si  prenda  sempre  quello  per  cui  f(x)  e f"[x)  han  segni  simili , 
la  curva  nel  corrispondente  punto  B sarà  convessa  ( n.°  8G  ) 
rispetto  all’  asse  delle  co  ; e però  applicandole  in  B la  tan- 
gente B6,  , e per  A menando  la  parallela  A at  a questa  tan- 
gente , la  radice  r indicata  da  Or  cadrà  fra  le  rette  Oa, 
ed  Ob, , le  quali  saranno  così  due  nuovi  limiti  di  essa  , più 
vicini  tra  loro  che  non  erano  i primi. 

Ciò  posto  , essendo  nelle  fig.  18  e 19  , coi  segni  supe- 
riori per  l’ una  e inferiori  per  1’  altra  , 

LI) 

aÀ  = zp  f[a)  , 6B  = ± f[b)  , ^-  = tan  B btb=±.  tan  T6,X = ± f\b) , 
avremo  palesemente 

0aI  = 0a-f-aa.=0a+aA  : — = Oa-f-aA  : ~—a — , 

1 * aal  66,  f(b) 

Ob , a 06  — 66,=06  — 6B  : ^ =6—  / '/l . 

66,  f[b) 

E in  egual  modo,  osservando  che  nelle  fig.  20  e 21  sono, 
coi  segni  superiori  per  la  prima  e inferiori  per  la  seconda  , 

ak  = ±f{a)  , bB  — zpf{b}  , ^ =±tanT6,X=±/’(6) , 


avremo  ancora 

. n . . aA  _ . 6B  /la) 

Oa,=Oa-«a,=Oa-aA  : -=Oa-aA  : ^ = a-^  , 

O6,=0i+».=0»+I,B 

Adunque  chiamando  a,  e 6,  i nuovi  limiti  della  radice  r . 
avremo  in  tutti  i casi 


a,=a 


(a) 


(a)  L’ approssimazione  fornita  dal  noto  metodo  di  Newton  corrisponde 
al  solo  limite  b„  È dunque  chiaro  che  essa  non  èi  altrimenti  sicura 
se  non  quando  fra  i limiti  a e 6 prima  trovati  per  ciascuna  radice  non 
si  annullano  f[x)  , f'[x)  , e inoltre  si  applica  il  metodo  al  limite  6 
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111.  — Teoremi  relativi  alle  funzioni  logaritmiche,  espone  oliali  , e circolari. 


1 19.  Le  regole  stabilite  nel  n.°  66  danno 
. „ i i/ — T \ — scniT+l/—  lcosa: 

d.  /(cosce  + V — 1 sen®)  = 

r»nc  rr  -L  1/  — 1 c t 


dx—dxV—  \ ; 


ma  è ancora  dx  1/ — I = d ( x \/ — 1 + C)  , 

dove  C esprime  una  costante  arbitraria  : dunque  (n.°  26)  sarà 

/( cos  x + V — 1 sen  x)  — x 1/ — 1 C , 

ma  con  valore  non  più  arbitrario  di  C , poiché  il  primo  mem- 
bro svanendo  con  x , ed  il  secondo  riducendosi  a C , b me- 
stieri che  sia  C = 0 per  la  identità  dei  due  membri , onde 
sarà  definitivamente 

/ (cos  a;  + l/ — 1 sen  x)  = xV — 1.  (4) 

120.  Questa  forinola  per  sè  stessa  importante,  e da  cui 
ponendo  x — ^ si  desume  per  ir  l’ espressione  singolare 


2/1/- 1 
*-  l/=l  ’ 

merita  soprattutto  attenzione  per  le  conseguenze  che  se  ne  pos- 
sono dedurre.  Infatti  passando  dai  logaritmi  ai  numeri , si  ha 

cos  x + V — 1 sen  x = ex^~*  , ( B ) 

e cangiando  x in  — x,  ed  osservando  che  cos — se  = cos  re  , 
sen  — x — — sen  x , si  ha  pure 

cos  a; — V'  — 1 sena?  *=  e~ x 1 : 
or  questa  equazione  e la  precedente  ci  danno  per  sen  x e cos  x 


pel  quale  f[x ) , f"[x)  han  segni  simili  ; poiché  allora  solo  il  punto  b , 
cade  sicuramente  fra  i punti  b ed  r , e quindi  il  novello  valore  Oh, 
della  radice  è a questa  più  vicino  del  primo  06.  Pure  , non  avendosi 
da  quel  metodo  che  un  solo  limite  per  volta  , resta  incerto  il  grado 
di  approssimazione , al  quale  per  mezzo  suo  si  perviene  nel  calcolo 
della  radice. 


Digitized  by  Google 


ni  CALCOLO  lUFFEBENZUl.K 


97 


le  due  notevolissime  espressioni 

*IC| 

e — « u -+-« 

*en*  = . cosar  = 5 IO) 

21/— i 

121 . Inoltre,  cangiando  x in  mx  nell’  equazione  (B) , trovasi 

cos  ma  + V'—  1 sen  mx  = e”1* 1 , (D) 

e d’  altra  parte  innalzando  i due  membri  della  stessa  equa- 
zione (B)  alla  potenza  m*"“  , si  ottiene 

(cos  co  + I/HT sen  <r)m  = l/-T  ; (*) 

ma  i secondi  membri  dell' equazioni  (D)  , (E)  sono  identici  , 
dunque  sarà  pure 

(cos  x 4-  l/  — 1 sen  o')m  ==  cos  mx  + i/“  sen  mx.  (*> 

Questo  bellissimo  teorema  , dovuto  a Moivre  e sì  facilmente 
dedotto  dall’  equazione  [A)  , la  quale  più  facilmente  ancora 
si  ottenne  col  soccorso  della  differenziazione  , ammette  appli- 
cazioni che  per  la  loro  intrinseca  importanza  , e per  l’ uso 
che  potrebbero  avere  in  alcune  teoriche  di  calcolo  integrale , 
meritano  di  essere  aggiunte  qui  appresso  , non  ostante  che 
siano  interamente  algebriche. 


IV.  — Risolnzione  delle  funzioni 

x"^zA  , mvz$.1Aa?z$.B 
in  fattori  reali  di  primo  c di  secondo  grado. 

122.  Riduciamo  da  prima  il  binomio  xn+-A  alla  forma 
più  comoda  xn  an  , supponendo  esser  a la  radice  n",m*  di  A , 
reale  e positiva.  Indi  riflettendo  che  la  conoscenza  dei  richiesti 
fattori  dipende  da  quella  delle  radici  dell’  equazione  xn  «"  = 0 , 
riduciamo  ancora  questa  equazione  alla  massima  semplicità 
ponendo  * = ay  , col  qual  mezzo  essa  diviene 

a”  yn  rp  on  = 0 , e ci  dà  {/*  = ± 1 
Ciò  posto  , supponendo  essere 

y = cos  * -f-  — 1 sen  a , 

Cale.  Diff.  13 
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avremo  subitamente  pel  teorema  di  Moivre 

y"  = (cosz-f  1/  — 1 sen  z)"  = cos  nz  + \/ — 1 sennz  = +;  1 ; 

e potremo  soddisfare  a questa  equazione  partendola  nelle  due 

cos  na  = ± \ , sen  nz  = 0 , 

le  quali , indicando  con  i un  qualunque  numero  positivo  e 
intero  , sono  alla  lor  volta  soddisfatte , in  virtù  delle  ovvie 
nozioni  di  trigonometria  , prendendo 

nz  = 2tir  , o pure  nz  = (2i+<)«r  , 

secondo  che  innanzi  ad  1 ha  luogo  il  + o pure  il  — 
nell’  equazione  cos  nz  — ± \.  Adunque  risultando 

2i*  (2»  -+-  1W 

z = — , o pure  z = * — - — — , 

avremo 

y = cos— + l/—  1 sen  ^ quando  y‘  = \ , ed 

(2Ì-+-1)*  . 7sen(2t+l)«f  , _ 

y sss  cos  - — \-V — 1 quando  y = — 1. 

Da  queste  espressioni  di  y , ponendo  successivamente 
1 = 0 . = i . = 2 , ecc.  si  ottengono  le  diverse  radici  del- 
l' equazioni  yn  = ±1.  Queste  radici  in  generale  sono  immagi- 
narie , ma  divengono  reali  quando  per  le  particolari  determi- 
nazioni di  n e t accade  che  il  coefficiente  di  V — \ sia  nullo  ; 
talché  le  dette  espressioni  sono  egualmente  acconce  a dare 
le  radici  reali  e le  immaginarie.  Nè  dee  temersi  che  per  la 
indeterminazione  del  numero  i , possano  le  medesime  espres- 
sioni darci  più  radici  di  quelle  che  si  convengono  all’  equa- 
zioni ; poiché  sapendo  da  una  parte  che  ciò  ripugna  , e da 
un’  altra  che  1’  equazioni  di  cui  si  tratta  non  ammettono  ra- 
dici eguali  , dopo  che  si  saranno  trovate  » radici  diverse  , 
sarò  bene  inutile  cercarne  di  vantaggio  ; e laddove  pur  pia- 
cesse cercarle , si  può  esser  certo  che  torneranno  le  stesse. 
<23.  Inoltre  costandoci  dalla  teorica  dell’ equazioni , che 

per  ciascuna  radice  immaginaria  della  forma  a -f-  /?  \Z—  i , 
debba  esservene  un’altra  della  forma  a— /3  V — \ , e vice- 
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versa  , anche  1’  espressioni 

. 2wr  | / — -■  2i (2*4-1  )* 

y=co8  — — V — i sen — , y = cos  1 ‘ V — 1 seu 

' » n ’ * n 

daranno  radici  delle  rispettive  equazioni 


(2*4-1)* 

n 


— 1 ; 


ed  è notevole  che  daranno  le  stesse  radici  reali  somministrate 
dall’  espressioni  precedenti , non  essendo  diversi  che  nei  segni 

i coefficienti  di  \S — \ nelle  ane  e nelle  altre  espressioni.  In  virtù 
di  questa  considerazione , potremo  unire  ciascuna  coppia  di  fat- 
tori immaginarli  di  primo  grado  dei  binomii  yn — 1 , ed  1 
in  altrettanti  fattori  reali  di  secondo  grado  , con  moltiplicare 


2*«r  — r 2t*  2»v  ./ 2i* 

— cos  — — V — 1 sen  — per  y — cos  — -f-  V — 1 sen—  , 


2** 

n 


2i* 

n 


2i* 

n 


od 


y — cos 


(2*4-1)*  . (2i'4-l)* 

per  y — cos  — + V — \ sen  — • 

w , n 

Ed  osservando  che  per  valori  qualunque  di  p , q ed  * 
(P  + 7)(P — 7 )=P* — 7*  » e sen*  <x -f  cos*  « = 1 , 


avremo  in 

(F)  y*  — 2i/ cos -—  + 1 , ed  y'  — 2*/ cos -f  \ (F.) 

H ri 

l’ espressioni  generali  dei  delti  fattori  di  secondo  grado. 

Adunque,  ponendo  successivamente  i=0,=H  , = 2, . . . 
in  queste  espressioni , avremo  i fattori  di  secondo  grado  , o 
duplici  reali  ; ed  avremo  ancora  i fattori  reali  di  primo  grado 
o semplici  reali , da  quei  valori  di  t che  daranno  quadrati 
perfetti  per  risultamene  , i quali  fattori  semplici  o di  primo 
grado  saranno  ( per  ciò  che  di  sopra  si  è detto)  le  radici 
di  questi  quadrati. 

124.  Le  formole  che  servono  a dare  direttamente  i fattori 
dei  binomii  più  generali  xn — a"  , xn  -f-  a"  si  desumono  con 
faciltù  dalle  precedenti  ; poiché  in  quest'  ultime  e nei  bino- 

mii  corrispondenti  y” — 1 , t/"-f  1 facendo  «/=-  , troviamo 
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prima  mente 

a*  , x 2«*  , , x*  9 x 1^+1)*  , , 

2 — cos fi,—  — “ ~ cos  _ ^ ' 

o*  a n a*  a » 

per  espressioni  generali  dei  fattori  dei  rispettivi  binomii 


7-' 


1 ; 


onde  saranno  ancora 

2i«’  (2t  “I-  1 j**-  i ■ / v \ 

( X)  x*  — 2acncos fa  , x — 2«xcos- — (^0 

le  formule  generali  dei  fattori  dei  binomii  xn  — a"  , cc*-f  «"  : 

e in  esse  non  resterebbe  che  a sostituire  \/~A  in  luogo  di  a per 
avere  ultimamente  i fattori  dei  binomii  generalissimi  da  prima 
proposti  a ,n  — A,xn  + A. 

125.  Per  dilucidare  vieppiù  la  teorica  aggiungeremo  due 
esempii  : 

1.°  Sia  il  binomio  x6  — 8.  Considerandolo  di  forma 
simile  ad  a?6  — a6  , poniamo  nella  forinola  ( X)  n = 6 , e 
successivamente  i = 0 , =1  , =2  , = 3,  ...  Avremo 

a-*  — ìax  cos  0 -f  a*  , x*  — 2«a'  cos  - -f  a*  , 
x*  — ìux  cos—  + a*  , x*  — 2 ax  cos  ir  -f  a*  , . . . ; 

O 

ma  per  essere  cos  0=1  e cos  k — — - 1 , la  prima  e la  quar- 
ta di  tali  forinole  son  quadrati  perfetti  di  x — « e di  m-f  n 
e d’altronde  sappiamo  che 

cos  ^ = cos  G0°  = i , cos  y = — cos  - = — | ; 

dunque  i fattori  di  ce6  — a8  saranno 

x — ci  , x*  — ax  -f  «*  , a*  -(-  ax  -f  aa  , ce -fa. 

Inutilmente  si  farebbe  j = i , =5,...  poiché  essendosi  già 
ottenuti  dei  fattori  diversi , ed  in  numero  tale  che  il  grado  di  ce 
nel  loro  prodotto  è lo  stesso  che  nel  proposto  binomio  , non 
dobbiamo  aspettarci  se  non  il  ritorno  dei  medesimi  fattori  : 
com' è agevole  assicurarsi  col  fatto.  Infine,  siccome  dal  con- 
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fronto  del  binomio  x 6 — a®  col  proposto  xB — 8 abbiamo  «6  = 8, 
« _ 

c quindi  a = 1/8  = 1/2  , i fattori  di  a-®  — 8 saranno  definiti- 
vamente 

x—]/2,  ®l/2  + 2 , m'-f  asl/2  + 2 , <r  + |/f. 

2.°  Sia  ora  il  binomio  1 , di  forma  simile  ad  t/"-{-1. 
Ponendo  nella  forinola  (K,)  del  n.°  123  , n = 5 , e successi- 
vamente t = 0 , =1  , = 2 , . . . avremo  i trinomii 

y ' — 2t/  cos  ^ + 1 . y*  — 2t/  cos  + * t V * — 2y  cosir  -f- 1 , . . . 

dei  quali  i due  primi , che  non  sono  quadrati  esalti , rappre- 
sentano due  fattori  di  t/5  -f-  1 , ma  il  terzo  , che  per  essere 
cos  ir  = — 1 è un  quadrato,  ci  dà  per  un  altro  fattore  la 
sua  radice  y -f-  1 . Dippiù , questi  tre  fattori  essendo  fra  loro 
diversi , e formando  un  prodotto  di  5°  grado  , non  occorre 
proseguire  di  vantaggio  le  sostituzioui  numeriche  di  t. 

126.  Dopo  i particolari  che  riguardano  la  risoluzione  dei 
binomii , ci  sarà  permesso  di  essere  più  succinti  in  quella  dei 
trinomii  della  forma 

x'n  + 2Axn  + B , 

rispetto  ai  quali  possiamo  ancora  far  astrazione  dal  caso  in 
cui  si  possono  scomporre  in  due  fattori  reali  della  forma 
xnzcan  ; perehò  allora  la  risoluzione  dei  trinomii  in  fattori 
reali  di  1.°  e di  2.°  grado  dipende  da  quella  dei  binomii, 
già  dichiarata  : e così  non  ci  resta  a considerare  se  non  il 
caso  dei  trinomii , che  uguagliali  a zero  danno  per  a?  espres- 
sioni immaginarie.  Or  questi  si  possono  esprimere  più  como- 
damente pel  calcolo,  colla  forinola 

xanZxz2IIcos».x-^-JF  , che  ragguagliala  ad  Axn -+•  B 

(dovendo  pel  caso  in  quistione  esser  positivo  il  segno  dell’ ulti- 
mo termine  ) . ci  dà  per  determinare  JI  ed  * 

//*  = /?  ed  Hcos«.  = A .donde  H=V//B  e cos 

H Vb 

ciò  che  ò ben  conforme  al  vero  , dovendo  essere  pel  caso  in 

quistione  /?>  Am  , c quindi  V' B"^  A. 

Per  ridurre  intanto  a vie-maggiore  semplicità  il  nuovo 
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trinomio , poniamo , come  nel  n.°  122 , J/=an , e poscia  cemay. 
Con  ciò  esso  diviene  successivamente 

=P  2a" cos  *.xn  + a”  , a*yn +:  2aln  cos %.yn  + oT  , 

onde  uguagliato  a zero  sotto  quest’  ultima  forma  , ci  dà  1’  ©- 
quazione  semplicissima 

y'n  2 cos  a.y"  +1  = 0. 

127.  Or  supponendo  in  primo  luogo  che  in  questa  equa- 
zione il  segno  del  secondo  termine  sia  il  — , e risolvendola 
per  rapporto  ad  y‘ , si  ottiene 

yn  — cos  * ± l/«—  1 sen  at  ; 
ma  d’altra  parte  ponendo 


y=cosz:±l/ — 1 senz  , si  ha  t/"  = cos«z±|/—  1 sennz  , 
dunque  avremo  per  determinar  s 1’  equazione 

cosatati/  — 1 sen ot= cos nz ±:  1/ — 1 sennz  , 

che  si  divide  nelle  due  cos  * = cos  nz  , sen  ot  = sen  nz  , le 
quali  per  le  note  formole  di  trigonometria  sono  ad  un  tempo 
soddisfatte  supponendo 


nz  = 2 i'or  + ot  , e quindi  z = 


dove  i esprime  un  qualunque  numero  intero  e positivo. 

Con  questa  espressione  di  z tornando  a quella  di  y , abbiamo 


y = cos 


2«v+*  , 1/ 2iV+» 

± v — 1 sen 


donde  segue  che  l’ espressione  generale  dei  fattori  di  secondo 
grado  del  trinomio 

y*"  — 2cosot.i/"+1  sarà  y* — 2y  cos  l • (F) 


Sostituendo  poi  ad  y il  suo  valore  in  x , cioè  — , e or- 
dinando i risultati  per  rapporto  ad  x , la  formola  generale 
dei  fattori  di  secondo  grado  del  trinomio 

x'n — 2a"  cos  ot. ap"  + fl*'1  sarà  ce* — 2 aw cos  — + a* ■ ( X ) 

fi 
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128.  In  quanto  al  trinomio  2cos*.y,,-|- 1 . scriven- 
dolo sotto  la  forma  equivalente  y'n  — 2 cos  (ir  — *)•«/" -f-  1 , 
si  vede  che  in  altro  non  differisce  dal  già  considerato 
y'n — 2 cos  « • «/”  -f-  1 , tranne  che  all’arco  * si  vede  sostituito 
P arco  ir  — * ; il  perchè  , facendo  la  medesima  sostituzione 
in  (Y)  , l’espressione  generale  dei  fattori  del  trinomio 

y*"-f  2cos<x.yn-f  1 sarà  y* — %j cos  + + 1 , (K,) 

e quella  in  conseguenza  dei  fattori  del  trinomio 
xm  +2ancos*.a>n+«*n  sarà  x' — 2«tr cos^+^-fnV  ( X, ) 

129.  Applicando  le  formolo  (X)  ed  (X,)  ai  rispettivi  tri- 
nomi! ®6— 4a?s-f-8  ed  + » si  troverà  facilmente 

per  fattori  del  primo 

«*•— 2f//2cos • ar-f-2  , ®*+2®+2  . ®,+2f/2cos^  - ® + 2 , 
e per  fattori  del  secondo 

-^3 . ®+ 1 , ®*+®+1  , aj*-f-l//37®-f- 1 f a>a— &4-1.  (a) 


V.  — Sviluppo  di  scn  mx  e cos  mx  in  funzione  di  scn  x e cos  x ; e viceversa 
di  scnma:  e cos™*  in  funzione  di  seni  e coseni  di  «rchi  multipli  di  x : 
supposto  m intero  e positivo. 

130.  Sviluppando  col  binomio  di  Newton  il  primo  mem- 
bro dell’  equazione  ( F)  del  n.°  121  , e poscia  eguagliando 

partitamente  fra  loro  i termini  reali , e i coefficienti  di  l/— 1 


(a)  La  decomposizione  in  fattori  di  primo  e di  secondo  grado  dei 
binomii  e trinomii  considerati  in  questo  articolo , equivale  e surroga 
con  vantaggio  un  teorema  di  Cotes  e un  altro  di  Moivre , nei  quali 
i detti  fattori  si  rappresentano  geometricamente  per  via  di  costruzioni 
abbastanza  semplici , e dipendenti  dalla  divisione  di  un  cerchio  in  parti 
eguali.  Nello  stato  attuale  della  scienza  questi  teoremi  sono  da  consi- 
derarsi come  un  oggetto  di  mera  curiosità , e possono  leggersi  da  chi 
ne  avesse  vaghezza  nel  Trattato  in  4.°  di  Calcolo  Differenziale  ed  In- 
tegrale dt  Lacroix  , tomo  I,  pag.  125. 
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dei  due  membri , si  hanno  senza  più  l'  espressioni 


cos  mx  = cos  x — 


cosm  * x . sen*  x + 


m(m — l)(m — 2 )[m  — 3)  m_,  . . 

— . , _ . cos™  4x.sen4x-i- ecc.  , 

1 .2.3.4 

m-i  2)  m_s  , . 

senwx=/ncos  x.sena? ; — ■ .■ icos  x.sen’x-f-ecc. 

x ò 


131.  In  qaanlo  al  problema  inverso  , ponendo 

(1)  coscc  + l/ — lsenx=?t  , cosx — b7 — lsen<r=»  , 
avremo  2 cos  x = u + v , c per  conseguenza 

2mcosmj=um-H?wm"V+  Mm— *»*+ . . . -f  ; 

1 . 2 

ma  da  una  parte  m>=  1 , e da  un’altra  mediante  la  citata 
forinola  (F)  ò facile  vedere  che  un  + vn  = 2 cos  nx  , dino- 
tando n un  qualunque  numero  iutero  : dunque 

2mcosm;r=2cosmx+2n?cos(rn — 2)xq-2  ; cos(»i — 4)x~f-ecc . 

Ciò  posto  , se  m è pari  il  termine  medio  dello  sviluppo 
di  (u  + »)m  riducesi  ad 

m[m — l)(m  — 2). . . (f+i) 

1.2.3. . 

e costituisce  l’ultimo  termine  dello  sviluppo  di  2mcosmx.  Se 
poi  m è impari , i due  termini  roedii  contengono  u e v sotto 
le  rispettive  forme 

m — « m — » a+i 

u * v * ed  u ' v ’ , 

e però  si  riducono  facilmente  ad  u e v , a motivo  che  uv=  1 
Ma  essi  hanno  dippiù  per  coefficiente  comune 
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dunque  l’ ultimo  termine  dello  sviluppo  di  2”‘cosma?  sarà 

/m-4-3\ 


»(m  — l)(m  — 2)...  (-5-) 


•■•■•-Rr) 


cos  x . 


132.  Per  lo  sviluppo  di  sen"*  a?  osserviamo  che  in  virtù 
dell’ equazioni  (1)  si  ha  2 \S  — 1 sen  x — u — v , donde 

2"  ry—\)m  senm  ir  = um  — »rnm"«  + «m—  v"  + ecc. 

Ciò  posto  supponiamo  da  prima  che  m sia  pari  : i termini 
egualmente  lontani  dagli  estremi  avranno  segni  simili  , onde 
unendoli  a due  a due  , avremo 

■ | j 

2"( — 1 ) ■ sen" x=2cosmx — 2mcos(m— 2)x+2  ^ ^ --'cos(w— 4)x — ecc. 


e l’ ultimo  termine  sarà 

m{m-i)[m  — 2).  . . (j-t- l) 


1.2.3.. .J 


valendo  il  -f , o il  — secondo  che  — è pari  o impari . 

133.  Sia  ora  m impari.  Lo  sviluppo  di  (w — »)"*  si  potrà 
mettere  sotto  la  forma 

(u"— iT)— »""•)+  («"-*— t T-*)—  ecc. 

1 . là 

surrogando  sempre  1 ad  uv.  Quindi  , se  si  osservi  che  in 
virtù  della  formola  (F)  si  ha 

un— - vn  = 2l//' — 1 senno:  , 


avremo  , dividendo  i due  membri  per  V' — 1 , 

2”( — 1)~“" sen"x=2senmx — 2msen(m — 2)x+2W  0 - sen(w — ijx—ec 

e l’ ultimo  termine  sarà 


•(—  i)(m-2)...  fS±!) 


- sen  x , 


valendo  il  -f-  , 0 il  — secondo  che 
Cale.  Di/f. 


>»— 1 
2 


sarà  pari  0 impari 

14 
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CAPITOLO  XIII. 

Decomposizione  delle  funzioni  fratte  e razionali  di  una  variabile 
in  altre  più  semplici. 

134.  Una  funzione  fratta  e razionale  di  una  variabile , di 
cui  non  si  voglia  cangiare  il  denominatore  , si  reputa  della 
forma  più  semplice  quando  per  rapporto  alla  variabile  il 
grado  del  numeratore  è minore  di  quello  del  denominatore; 
perchè  in  caso  contrario  può  sempre  ridursi  all’  insieme  di 
una  funzione  intera  e di  un’  altra  funzione  fratta  che  abbia  la 
detta  forma  , mediante  la  divisione  effettiva  del  numeratore 
pel  denominatore  , protratta  sino  a che  non  si  arrivi  ad  un 
residuo  di  minor  grado  del  divisore.  Tale  adunque  supponiamo 
essere  da  principio  la  funzione  fratta  o frazione 

fi*) 

*(*)  ' 

ammettendo  che  F[oc)  esprima  un  polinomio  razionale  e or- 
dinato di  grado  m , e f{x)  un  altro  polinomio  razionale  di 
grado  m — 1 al  sommo.  Trattasi  ora  di  spezzarla  in  frazioni  più 
semplici , aventi  per  denominatori  quei  fattori  di  primo  o di 
secondo  grado  , elevati  o no  a potenza  , che  vengono  som- 
ministrati  dalle  radici  reali  o immaginarie-coniugate , semplici 
o multiple,  dell'equazione  f(a:)=0. 

135.  Ponendo  in  primo  luogo  il  caso  che  non  v’  abbia 
radici  multiple  , e indicando  le  radici  reali  con  a ,at , a, , . . . 

e le  immaginarie-coniugate  con  *±/3b/ — 1 , *,±13, V — 1 , 
*•  ± fi» l/— -1  . . . osserveremo  che  può  allora  supporsi  identica 
l’ equazione 

f[x)  A . A,  . ■ Mx-j-N  Mtx-+-N, 

F(x)  * — a'x—a,  (* — .).+?.-*■(* — ' 

mercè  valori  costanti  e reali  di  A ,At, ...  M , N , M,  ,Nt , ; 
poiché  riducendo  le  frazioni  del  secondo  membro  al  mede- 
simo denominatore , che  sarà  F[x)  , e formandone  una  sola , 
il  numeratore  di  questa  sarà  del  grado  m—  1 , e quindi  si 
renderà  identico  al  numeratore  f[x)  del  primo  membro  egua- 
gliando ciascuno  a ciascuno  i coefficienti  dei  termini  che  sono 
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delio  stesso  grado  nei  due  numeratori  : ciò  che  darà  m equazioni 
di  primo  grado  tra  le  m ignote  A , A, , ...  M , iV  , Mx  , N , ... 
Se  non  che  la  risoluzione  di  queste  equazioni  coi  metodi  ordi- 
nar» esigendo  in  generale  assai  lunghi  calcoli , noi  determi- 
neremo in  modo  facilissimo  queste  ignote  col  soccorso  della 
differenziazione. 

436.  Per  trovare  il  numeratore  A della  prima  frazione  par- 
ziale , supponiamo  ridotte  ad  una  sola  tutte  le  altre  , scrivendo 

f[x)  __  A ;(*) 

F[x)  x — a ' <p(x)  ’ 

dove  9(03)  esprime  il  prodotto  di  tutti  i denominatori  tranne 
oc — a , e 4 '(&)  una  funzione  intera  di  x , di  grado  necessa- 
riamente inferiore  a quello  di  ^ix).  Liberando  da  rotti  ed 
avendo  riguardo  alla  natura  di  q>(®) , avremo  le  due  equazioni 

f(x)  = A<t{x)  + (oo— o)4.(cc)  , F(x)  = (x—  a)$(x)  ; 
or  la  derivata  di  questa  seconda  essendo 

F(x)=x$(x)-i-(x—  a)«f'(x)  , 

se  facciamo  x = a in  questa  derivata  e nella  prima , avremo 

P(a)=9(a)  , f[a)~Al>(a)=AF(a)  , donde  . 

e quindi  la  regola  : per  avere  i numeratori  delle  frazioni 
parziali  di  una  data  frazione,  corrispondenti  alle  radici  reali 
e ineguali  del  denominatore  eguagliato  a zero  , bisogna  for- 
mare col  numeratore  e colla  derivata  del  denominatore  un'altra 
frazione,  e sostituire  in  questa  le  dette  radici  alla  variabile. 

137.  Si  potrebbero  trovare  colla  stessa  regola  i numeratori 
delle  frazioni  parziali  relative  a ciascuna  coppia  di  radici 
immaginarie  : le  quali  frazioni  da  principio  avrebbero  la  forma 

P+qI/ZT  p—  Q\/—l 

' * * 

X — * — (Si/ — 1 x — a-(-j3  1/ — 1 

ma  facendone  poscia  la  somma  , scomparirebbero  gl’  immagi- 
narli e si  avrebbe 


2P(x—*)—ìpQ 


di  forma  simile  ad 


Afx  + lV 


(1  . I V*  I IVI  U1U  VI  lui  IV  VIVA  / . 

, (*— 

Se  non  che  noi  crediamo  generalmente  preferibile  in  tal 
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caso  un  modo  di  ricerca  di  Al  ed  N indipendente  daglimma- 
ginarii,  l’uso  dei  quali  potrebbe  arrecare  imbarazzo  ai  meno 
provetti.  Infatti  , nulla  impedisce  di  supporre  in  questo  caso 


F[x)  = l(x-*)'  + (3'Wx) 


e 


f[x)  _ Mx  + N ;(g) 
F[x)  (a;  — tp(a?)  7 


ammettendo  che  9(0-)  e 4(y)  abbiano  significati  analoghi  a 
quelli  del  caso  precedente.  Quindi  , liberando  da  rotti  la  se- 
conda di  queste  equazioni  , si  ha  l' altra 


f(x)  = (Mx+N)<t?{x)  -f-  [(*—  «0*  + P‘]4-H 
la  quale  diviene  semplicemente 


f(x)  — (Afx  + fV)9(a?)  supponendo  (x  — «)*  -j-  /3* = 0 

Or  queste  due  ultime  bastano  a determinare  M ed  N senza 
punto  far  uso  di  espressioni  immaginarie  : difatti , la  prima 
di  esse  può  abbassarsi  facilmente  ( soprattutto  nei  casi  parti- 
colari e numerici  ) al  primo  grado  per  rapporto  ad  x me- 
diante la  seconda , che  dà  per  xa  , e quindi  successivamente 
per  J3S  , X*,...  altrettante  espressioni  di  a?  riducibili  al  primo 
grado.  Or  dopo  ciò  , eguagliando  fra  loro  separatamente  i 
termini  affetti  da  x nei  due  membri , e i termini  costanti , si 
avranno  due  equazioni  atte  a determinare  M ed  N. 

138.  Supponiamo  ora  che  l’equazione  JF[a;)  = 0 abbia  n 
radici  reali  eguali  ad  a.  Allora  non  sarà  lecito  supporre 


|/tdC)  _ Jlh  I I I •!■(#) 

F[xj  x — a ' x — a ' ' ' ' * x— a ~ <p(x)  ’ 

con  significati  di  <f(ac)  e 4-(®)  analoghi  ai  precedenti  ; perché 
questa  equazione  , a motivo  della  indeterminazione  dei  nume- 
ratori A,  , A A„  non  è in  sostanza  diversa  dall’  altra 

A*ì  _ A . 

F(a?)  x—a  cp(x)  ’ 

dove  più  non  abbiamo  quel  numero  d’ indeterminate  eh’  è ne- 
cessario a stabilire  la  identità  dei  due  membri.  Essa  infatti  , 
liberata  da  rotti  , ed  avuto  riguardo  alla  equazione 

F[x)  = (x-—a)‘<t(x)  , diviene  f[x)=A[x — a)"-»9(a:)-f-(x— a)"i(x)  , 

ed  in  questa  essendo  m — n il  grado  di  9(0?)  , e quindi  an- 
cora il  numero  delle  indeterminate  che  tutto  al  più  ammette 
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la  finizione  4-(a)  di  grado  inferiore  a 9(o>)  , unendovi  A sa- 
rà m — n + 1 il  numero  delle  indeterminate  del  secondo  mem- 
bro, laddove  l’equazione  di  cui  si  tratta  essendo  del  grado  ni—  1 , 
per  renderla  identica  fa  mestieri  spezzarla  in  m altre.  Bene 
però  può  supporsi 

f[x)  _ A A, A,  , Am  . i{x) 

F(x)  (x — a)"  ' („t — a)”- 1 (.r— a)"-*  x — a <p(af) 

perchè  liberando  da  rotti  questa  equazione  si  ottiene  1’  altra 

f(co ) = + At(x  — a)  t?[x)  + A,[x  — a)'  9(a?)  H 

che  è del  grado  mi  — 1 e racchiude  m indeterminate , vai  dire 
le  n indicate  esplicitamente  da  A , A,  , A , .....  An_,  , ed 
altre  di  numero  m — n contenute  implicitamente  nella  funzio- 
ne +(£p)  di  grado  tutto  al  più  eguale  ad  in  — n — 1 . Or  questa 
equazione  e le  sue  derivato  successive  dal  primo  sino  all’  or- 
dine (n — 1)""”° , nel  farvi  x=a  ci  danno 

f{a)=A$  (a)  , 

r(a)=A<f'  («)  + A#  (a)  , 

(a)  -j-  2.4.9'  («)  + 2 • ^.9  («)  > 

f»=  A9f"\a)  + 3 A^'(a)  -j-  3 . SL4.9'(a)  + 3.2.1  A#(a)  , 

e da  ultimo  per  induzione 

/ì»-b(a)=^9(»-«)(tt)+(n_<)AI9(»-»)(o)+(fi-4)(n-2)4,9(-3)(a) 
+ . . • + ( n — 1 )(n — 2)(m — 3)  ...3.2.  U_*(a)  : 
equazioni  che  forniscono  successivamente  i valori  di 
A , .4,  , .4,  , A,  , • An .. 

* 139.  Se  non  che,  queste  medesime  equazioni  esigono  che 
si  trovi  q(x)  mediante  la  divisione  di  F[x)  per  (a?— a)"  , la 
quale  per  sè  stessa  fastidiosa  , lo  sarebbe  anche  più  quando 
per  caso  la  radice  a fosse  incommensurabile.  Vale  dunque 
la  pena  di  esprimere  9(71)  , 9'(a)  , . . . , 9(*~,>(n)  mediante  i 
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valori  che  prendono  le  derivale  successive  di 

= (ce — a)"$(o?) 

quando  ®=a. 

Per  desumere  queste  derivate  da  una  foratola  unica  , è 
bene  trovare  primamente  la  derivata  di  un  ordine  qualunque  » 
di  F{x)  , ciò  che  non  sarà  difficile  combinando  l' espressione 
della  derivata  di  un  prodotto  qualunque  un , colla  deri- 
vata generale  di  (a? — a)n.  Ora  la  derivala  ie,ima  di  uv  coll’uso 
ripetuto  della  regola  pei  prodotti  ( n.°  66 , 3°  ) trovasi  essere 
per  induzione 

iA>+M*-V+  ^=^(<-*>0"+  ,(t~1I(Ì;2)n^V”4-  ..+««<*■) , 

1 ■ — 1 . 2 o 

e la  derivata  k',ima  di  (a? — a)n  è pel  n.°  81 

n(n — 1)(n — 2)..  .(n — fc+1)(® — a)*-*  : 

il  perchè,  ponendo  nella  prima  «=( x — a)n , e 0=9(0?)  ; e 
nella  seconda  facendo  successivamente  k=i,=i — 1 , =t — 2,... 
avremo 

F‘i\x)  = n(n — 1)(n — 2). . .(n — t'-f- 1)(® — a)*- *9(0?) -j- 
jn(n — 1)(n  — 2). . .(« — i 2)(® — a)*- *'+i 9'(cc)  -f- 

^=J4i(n— 1 )...(« — »+3)(oj— a)-<+^"(a>)+ . . +(»— <*)V°(®)- 

In  questa  foratola  nel  sostituire  ad  t numeri  maggiori  di  n , 
bisogna  omettere  quei  termini  dove  gli  esponenti  di  x — a 
risultano  negativi , perchè  i loro  coefficienti  divengon  nulli  : 
il  che  tiene  veramente  alla  circostanza  che  derivata  di  (a? — a)° 
è zero.  Senza  ciò  non  si  saprebbe  pronunziare  sui  valori  che 
prendono  i detti  termini  quando  si  suppone  x — a , poiché 
se  da  una  parte  divengono  nulli  (come  abbiam  detto)  i loro 
coefficienti , da  un’  altra  il  binomio  x — a elevato  ad  espo- 
nenti negativi  diviene  infinito. 

Ponendo  ora  successivamente 

t = n , = n -f-  1 , =«-f-2,...=2n  — 1 , 

la  formola  di  cui  si  tratta  riducesi  ai  valori  che  prendono  i 
singoli  suoi  termini , primo  , secondo  , terzo  , . . . nu,mo , per- 
chè tutti  i termini  seguenti  divengon  nulli. 
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Così  dunque  si  hanno  1’  equazioni 

FW(a)  = n(n— 1)(n  — 2). . .3.2. 1 (a)  , 

(a)  = (n  + 1)n(n—  1). . .4. 3. 2. 9' (a)  , 
F*+1>(a)  = (n+2)(n+  \)n. . .5.  4.3.q>"(a)  , 


F!*— ' »(a)  = (2n — 1)(2n — 2)(2n — 3) . . . n . , 

dalle  quali  cavando  i valori  di  <$>(«)  , $'(a)  , $"(a) , ...  1}(a)  , 

e sostituendoli  nell’ equazioni  scritte  in  fine  del  n.°  precedente , 
emergono  le  altre 


f[a)ssA- 


F<*)(a) 


*«(« — 1)... 3.2.1  ’ 

+At  n(n— 1)...3.2  ’ 

r(g)—  j F‘+’)(a)  - - 1 A fV't")fa)- 


FW(o) 

»(»— 1)...4.3  ’ 


„ ....  „ Fi'1— ‘>(0)  , F<*‘ 

fi*  *'(a) — A—  — - +A,  ; 


(2n — l)...n  1 * (2n— 2)...n 


W.  . F«-*(a)  , 

_r  * (2n— 3)...n'1' 
F»)(a) 


+A*-t 


che  sono  da  ultimo  le  formole  generalmente  più  comode  per 
determinare  A , At  , A,  , ...  An  t. 

* 140.  Supponiamo  finalmente  che  l’equazione  F[x)=0  am- 
metta n coppie  di  radici  immaginarie  eguali  ad  a.±y' fi — 1 , 
talché  [(ai — «)*  + (3*]n  sarà  un  fattore  di  f[x).  Allora  si 
potrà  supporre  , come  nel  caso  precedente  e per  la  stessa 
ragione , 


f(x)  Mx+N  MiX+-N,  M,x+Nt 

W)  ~~  [(x-tT+P'Y  + + [(x-a)«+^.]n-. 

, , , l(x) 

"r  " ■_r  (x— «)•-+-/**  ^ <p(x)  ’ 

avendo  sempre  4(®)  e $(®)  significati  analoghi  a quelli  degli 
altri  casi.  Questa  equazione  , liberata  da  rotti  con  ridurre 
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quelli  del  secondo  membro  allo  stesso  denominatore  del  pri- 
mo membro  , diviene 

f[x)  = (M.c  -f  2V)*(o>)  + (Jf.® +ÌV.)  [(«—•)“  + 

+(.V,aj+iV,)[(  a> — ••+[(* — *)a+/3*]"4-(^)- 

Or  se  in  quest’  altra  equazione  e nelle  sue  derivate  di  primo 
ordine,  di  secondo,  ...  di  (n  — {)rsim0 . si  sostituisca  da  princi- 
pio — p*  ad  (x — *)\  ciò  che  equivale  a supporre  (a>— »)*-*-/3,=0, 
si  avranno  lo  seguenti  equazioni  (A)  : 

f(x)  = (Mx  + N)$  (x)  , 

f (x)  = (Mx  + AT)<?'  (x)  + [Af  + 2(Af,x  4-  A\)(x — *)]<?  (a?) , 
n») = (M»  4-  W'(»)  4-2[Af  4-  2(Af,.r  4-  JV,)(® — *)>'(x) 

4-  2[Af,x  4-  V,  4-  2Af,(x— *)  — 4/3'(Af,x  4-  JV.)>(®) , 


dalle  quali  possono  cavarsi  in  doppio  modo  i valori  di  M ed 
N , di  Af,  ed  AT, , di  Aie  ed  Af, , ...  A/n_,  ed  A'b_,  : con 

sostituire  cioè  1 ad  x e divider  poscia  ciascun 

risultato  in  due  equazioni  , eguagliando  separatamente  fra 
loro  i termini  reali  e i termini  immaginar»  dei  due  membri  ; 
o meglio  secondo  noi  , con  ridurre  al  primo  grado  l’ equa- 
zioni (.4)  come  si  dichiarò  innanzi  ( u.°  437  ) , e con  partire 
di  poi  ciascun  risultato  in  due  equazioni . eguagliando  sepa- 
ratamente fra  loro  i termini  costanti  e i termini  affetti  da  x 
nei  due  membri. 

* 144.  Qui  pure  osserveremo,  come  nel  caso  precedente , che 
la  determinazione  delle  costanti  Af  , N , Af, , Nt  , Af, , Nt , . . . 
si  può  rendere  indipendente  da  $(x) , $'(x)  , <?"(x)  , serven- 
dosi dell’  equazione 

[(*—•)“  4-/3*]>(®)  , 

e sue  derivate  successive  degli  ordini  » » + 2, ..  .2 ti — I , 

in  tutte  le  quali- convien  supporre  (x—  »)*4~/3*=0.  L’espres- 
sione di  F*'!{x)  sarebbe  per  questo  caso  molto  più  composta 
che  non  è quella  del  caso  precedente  ; altronde  poi  è anche 
raro  nelle  applicazioni  che  l’esponente  « sia  soltanto  eguale 
a 2 , o pure  a 3.  Noi  dunque  saremo  contenti  di  notare  i 
risultati  che  corrispondono  a queste  due  sole  supposizioni  quan- 
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ilo  si  sostituisce  — /3‘  ad  (x—x)a,  c che  sono:  per  n = 2 , 
F»  = -8/3*  <?(<*)  . ) 

F"(a?)  = 24  [x  - *)?(x)  - 24/3  Y(*)  ■ j 
e per  n = 3 , 

F"[x)  — — 48/3,(® — *)$(»)  , 

F"(x)=— 288p\(x)—\  02p*(x—  *)%‘(x)  , 

F(fic)as»720(co*- *)9(a?)—  4 440/3V(®’} — 480/3*(a>— *)<f"(a?).  j 

Nella  prima  supposizione  si  sostituiranno  i valori  di  <$(cr) 
e c?'(x)  tratti  dall’  equazioni  (li)  nelle  due  prime  dell’  equa- 
zioni (d)  del  numero  precedente  ; e nella  seconda  supposi- 
zione si  sostituiranno  in  tutte  tre  l’ equazioni  (-1)  dello  stesso 
numero  i valori  di  $(x) , y'(x)  e cavati  dall’ equazioni  ( C ) : 
dopo  di  che  sarà  lecito  adoperare  l’ uno  o 1’  altro  dei  modi 
richiamali  qui  sopra. 

* 142.  I’er  indicare  un  esempio  notevole  , ed  in  cui  nou 
ostante  gl’ immaginarli  sembra  doversi  preferire  la  regola  data 
nel  n.°  13G,  supponiamo  f(x)  = ctT  e F[x)  = xn — 1 . dove  tn 
sia  minore  di  n.  Le  radici  ineguali  a , a,  , a,  , . . . dell’equa- 
zione F(x)  = xn  — 1 = 0 saranno  date'  (n.‘  122  c 123)  dalla 
formola 

2 «V  , / r 2<v 

n 'r—  ** 

ponendovi  successivamente  t = 0 , = 1 , =2  , I)  altra 
parte  , essendo 

f(x)  Xm  x™+« 

F'(x)  nx"— 1 nxn  n 

si  potranno  avere  in  virtù  della  citata  regola  i corrispondenti 
numeratori  A , At , A% , . . . giovandosi  del  teorema  di  Moivre 
( n.°  121),  cioù  a dire  ponendo  successivamente  » = 0 , =1 , 
= 2,  ...  nella  formola 

-I  cos  — ± V — 1 sen I • 

nL  » n J 

E dopo  ciò  , per  liberare  il  risultamento  definitivo  dagl  ini 
inaginarii  , non  resta  che  a ridurre  allo  stesso  denominatore 
le  frazioni  corrispondenti  alle  singole  coppie  di  radici  imma- 
ginarie coniugate. 

Cale  Di 15 


(*) 

!m 
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CAPITOLO  XIV. 


Risoluzione  (lei  casi  di  apparente  indeterminazione  per  le  funzioni 
analitiche  di  una  o più  variabili. 


143.  Quando  una  funzione  di  una  variabile  nel  dare  a 
questa  un  valor  particolare  ( cioè  a dire  numerico  , o pure 
espresso  mediante  gli  altri  simboli  di  quantità , contenuti  nella 
funzione  ) prende  una  delle  forme 

0 oo 

0 X <»  , ecc. 


00 


il  valore  della  funzione  sembra  affatto  indeterminato  o arbitra- 
rio , perchè  nulla  impedisce  di  eguagliare  senza  assurdo  ciascuna 
dello  dette  forme  ad  una  grandezza  qualunque.  Nondimeno 
ognun  vedo  che,  per  la  natura  stessa  delle  funzioni  (».°3), 
essa  dee  prendere  in  tale  ipotesi , come  in  ogni  altra  , un 
valore  determinato.  Or  la  ricerca  di  questo  valore  è ordina- 
riamente un’applicazione  assai  naturale  della  differenziazione. 

1 44.  Consideriamo  in  primo  luogo  il  caso  di  una  funzione  fratta 


*(*)  = 

la  quale  divenga  jj  quando  x? 


fi*) 


(«) 


F(x)  ’ 

=a  pel  simultaneo  svanimento 


di  f(x)  e F[x).  In  questo  caso  non  è già  che  si  cerchi  il 
rapporto  che  hanno  fra  loro  le  quantità  espresse  da  f(x)  e F[x) 
quando  più  non  sono  , perchè  il  rapporto  fra  due  zeri  non 
presenta  alcuna  idea  ; ma  ciò  che  veramente  si  cerca  è il 
limite  verso  cui  tende  il  rapporto  variabile  delle  funzioni  f(x) 
e F[x) , a seconda  che  x avvicinasi  ad  a , ed  esse  stesse 
convergono  a zero.  Or  nulla  impedendo  di  sostituire  .r-f-A.i" 
ad  x nella  formola  (1),  abbiamo  da  principio 


$(.r  + A.r)  = 


f[x)+x.f[x) 
F(x)  ^ . F[x) 


e pel  valore  a che  per  ipotesi  annulla  f(x)  e /-{.r)  , 

,;„+a,)=^  = ^1  ■ *■*) 


A . F(x) 


&X 


bene  inteso  clic  nel  secondo  membro  sia  pur  sostituito  , come 
nel  primo  , a ad  x.  Dunque  passando  al  limite  , e ricordando 
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die  il  limite  del  rapporto  della  differenza  della  funzione  a 
quella  della  variabile  pareggia  la  derivata  della  funzione , «ara 

donde  la  regola  : per  aver  il  valore  di  una  frazione  t cui 
tertìiini  divengon  nulli  per  un  valor  particolare  della  variabile, 
bisogna  sostituire  questo  medesimo  valore  nella  frazione  i cui 
termini  sono  le  derivate  di  quelli  della  prima. 

Per  la  stessa  ragione  sarà 


rw 

F\a) 


p'ta)  . f"(a) 

e quindi  ancora  o(a)  = 

' ' * "[a] 


F"(a)  ’ " ■* tv-/— j 7, 

«piando  il  valore  a di  x rende  anche  nulle  per  avventura  le 
funzioni  f[x)  , F(c r)  ; e così  di  seguito. 

Adoperando  la  detta  regola  , trovasi  : per  r = 0 , 
a* — 6*  a’la  — b‘lb  a 


x 

sen.v.a: 

x 

x% 


1 

; sen  x — 0 
Sto 


di  accordo  col  n.°  23 


x- 

«* 


1 — cosa: 


2 

sena: 


2a  «*+«“*— 2 


oo 


e — e 


x — sena: 


1 — cosa- 


cosa: 


per  x — 1 , 
log  x lo 
x — 1 

x * — 1 a:*(t-)-to) 


X — 1 X ® 


1(2  — x) 


-1 

2 — x 


— 1 , 


+ li/x+l\/x—  1 


l/x’  — i 


X 


X 


t/V^l 

|/ X — i-P-V'  X — 1 


|/.r*-t 

X 

l/a:*  — 1 
1 1 

2l/x  2 V'ir  — 1 


X 

X 
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* 146.  Quest’ ultimo  esempio  è sialo  da  noi  addotto  espres- 
samente per  mostrare  che  talvolta  un  caso  d’ indetermina- 
zione conduca  ad  un  altro.  La  ragione  intrinseca  di  questo 
fatto  vuoisi  attribuire  a che  le  funzioni  f(x)  , F[x)  divenendo 
nulle  con  x — a , si  possono  stimare  equivalenti  ad  altre  della 
forma 


[x — a)M y(x)  , ( x — a)  ^(.r)  con  m ed  n positivi. 


Ora  il  procedimento  della  differenziazione  diminuendo  di  una 
unità  per  volta  gli  esponenti  m al  n , avverrà  che  detti  g e v 
gl’  interi  più  grandi  contenuti  in  questi  numeri  , le  derivale 
successive  di  f[x)  e F[x)  sino  agli  ordini  g"""0  o y,,,mo  in- 
clusivi saranno  nulle  con  a — a , ma  nelle  derivate  seguenti 
essendovi  termini  dove  gli  esponenti  di  x — a son  negativi  , 
queste  derivate  si  cangeranno  di  uu  tratto  nell’  infinito  al 
supporvi  x = a ; e ciò  avverrà  per  derivate  di  uno  stesso 
ordine  quando  /*  c v si  suppongono  eguali. 

Dalla  forma  delle  funzioni  equivalenti  alle  proposte  f(x) 
e F{x)  è chiaro  che  a seconda  che  m si  suppone  maggiore  , 
eguale  o minore  di  n , il  valor  della  proposta  frazione  risulta 
nullo  , finito  o infinito  per  x = a ; di  che  si  desume  facil- 
mente che  la  trovata  regola  va  sempre  di  accordo  col  vero , 
e che  il  successo  della  medesima  non  può  essere  incerto  se 
non  quando  nessuno  dei  numeri  m ed  n essendo  intero  , 
avvenga  dippiù  che  gl’  interi  g e v immediatamente  minori  di 
essi  , sieno  eguali  fra  loro.  La  differenziazione  conduce  allora 


ad  una  frazione  della  forma  — , onde  anche  per  compiere 


la  risoluzione  del  caso  dello  zero  diviso  per  zero  , conviene 
che  si  cerchi  una  regola  pel  caso  di  un  infinito  diviso  per 
un  altro. 

146.  Supponiamo  che  il  valore  a di  ® renda  infinite  le 


1 


funzioni  f(x)  , F[x)  , e quindi  zero  le  due  altre  , — — - 

/Ix)  /(ari 

La  funzione  diverrà  — 
r[x)  oo 

vendola  sotto  la  forma 


f[x)  ’ /'(ar) 

ma  tornerà  di  nuovo  - scri- 


1 1 

F[x)  ’ f(x)  ' 
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cui  ò uguale  identicamente.  Or  le  derivale  rispettive  di  primo 
ordine  di  queste  due  frazioni  essendo 


-*»  _ 

(fx)«  ir*)'  ■ 

avremo  , per  la  regola  dianzi  dimostrata  (n.°  144)  , 


. /'W—  ir*)'  y *>) 

F[a)  [Fa]'  ’ ( fa )•  (Fo).  A /'(a)  ’ 


risulta 


M 

F(a) 

M =M. 

F(a)  F'(a) 

Da  ciò  è chiaro  che  la  differenziazione  fornisce  una  stessa 
regola  per  trovar  il  valore  della  frazione 


da  cui , dividendo  ambo  i membri  per 
. f[a)  F»  . .. 

, = /px  r|.T  • c ’ul0,,i 


, qualunque  delle  due  forme  r , — 
F(x ) » t 0 oo 


questa  prenda  quando  si  sostituisce  ad  ir  un  valor  particolare. 

* 117.  Per  verità  la  regola  sembra  generalmente  illusoria 
nel  caso  della  seconda  forma  , e nel  caso  che  dopo  la  pri- 
ma si  presenti  la  seconda  ( come  nell'  ultimo  esempio  recato 
nel  n.°  144),  perchè  sappiamo  dal  n.°  87  che  quando  un 
valor  finito  di  tv  rende  infinita  una  funzione  , rende  pur  tali 
tutte  le  sue  derivale  ; ma  ciò  non  toglie  clic  la  regola  in 
parola  si  trovi  utile  in  molti  esempii,  sia  perchè  potrebb' es- 
sere oo , ed  allora  lo  derivale  possono  esser  finite  (n.  88), 

sia  perchè , ancora  con  valori  finiti  di  x avviene  spesso  che  il 
cercato  valore  non  è dato  propriamente  da  quelli  delle  derivate 
( i quali  come  abbiano  detto  sono  infiniti  ) , ma  si  ottiene 

• flx)  f"\x) 

praticando  nelle  frazioni  4—  , —ri .....  certe  riduzioni  o 

F'(.x)  /'"(ir) 

trasformazioni , dopo  le  quali  ponendo  x=a  sparisce  la  in- 
determinazione. 

Alquanti  esempii  dichiareranno  pienamente  ogni  cosa  : 


1."  per  .t  = U 


x 


cola* 


1 


x oc 

1 oc 


sen*  x 
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»ì  così  la  quistione  non  torna  risoluta  ; osservando  perù  clic 
in  generale 


sen*a: 

x 


, per  ai  = 0 sarà 


x 


col  X 


sen*x  0 


scn*  x 


ma  pel  n.°  144 


scn*  x 2 scnxcos  x 

— - — = = 0 , dunque 


cot  * 


2.°  Per  a?=  oo 


log  x log  e log  e 

x x oo 


risultamento  il  quale  ci  mostra  che  sebbene  il  logaritmo  di 
un  numero  inGnito  sia  pur  esso  inGnito  , è nondimeno  infi- 
nitamente piccolo  per  rapporto  a questo  numero. 


3.°  Per  33=  oo 


a‘ {la)m  x*~*  a 

x“  <j(a — l)(a  — 2)... (a — n-f-1) 


qui  a si  suppone  maggiore  di  1 , ed  n esprime  l’ intero  eguale 
o immediatamente  maggiore  di  a , secondo  che  a ò o non  è 
intqro  ; onde  il  risultalo  ci  mostra  clic  crescendo  33  1’  espo- 
nenziale a*  finisce  sempre  per  sorpassare  la  potenza  x". 

4.°  Sia  ancora  la  funzione 


dove  supponiamo  a maggiore  di  1 , e inoltre  »i  cd  n interi  e 

positivi  (a).  Essa  , confò  chiaro,  prende  la  forma  — quando 

ir  — cc  , e la  conserva  in  tutte  le  frazioni  che  si  formano 
dalle  derivate  successive  dei  suoi  termini  sino  all’ordine 
ma  precisamente  per  quest’  ordine  si  ha  una  frazione  della 

forma  -^-7  , dove  k esprime  un  numero  costante  ( n.°  81  ) 
4(x)  • v 


(a)  Basterebbe  che  m ed  n fossero  positivi  quando  m si  supponesse 
maggiore  di  n , c si  praticassero  le  riduzioni  che  si  presentano  per 
via  , o almeno  quella  che  può  farsi  dopo  aver  prese  le  derivate  dclfor- 
tline  immediatamente  maggiore  di  n. 
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c 4-U)  una  funzione  tuttora  infinita.  Dunque  per 

x — oo  , sarà  — — = 0 . 

ar 

* 148.  A termini  di  questa  forma  riduconsi  , mediante  una 
sostituzione  , le  derivate  successive  della  funzione 

t 

fa)  = b , 

la  quale  svanisce  palesemente  con  oo  , quando  b e c si  sup- 
pongono positivi  , e inoltre  b maggiore  di  \ . Infatti  si  trova 
facilmente 


. clb.b  x . . „ ,““?■/  clb 

r^)=——,m=cib.b  *(. 


xr+* 


£±1\ 

X‘+>)  ’ 


ecc. 


onde  ponendo  - = s , le  detto  derivate  divengono 


x 


clb,z‘+'  clb  .[e/6 . 2,(e+1> — (c  — | — l)!1”1-’] 


ecc. 


c il  valore  x = 0 corrisponde  a s = oo . Dopo  ciò  , dee  te- 
nersi provato  dall’  esempio  precedente , che  almeno  per  valori 

l 

inter  i di  c la  funzione  b **  svanisce  insieme  con  tutte  le  sue 
derivale  quando  x — 0. 

È conseguenza  di  ciò , che  la  ricerca  del  valore  della  frazione 


dove  supponiamo  a c b maggiore  di  1 , eri  in  e n positivi  e 
per  semplicità  interi , non  potrebbe  effettuarsi  colla  regola  dianzi 
trovala  (n.°  1 44).  La  detta  frazione  si  caugia  palesamento  in 

~ ■ , o più  semplicemente  in  ^ 

-r« 


con 


porre  — = : , il  clic  reude  z—x  quando  x = 0 ; ma 
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non  perciò  diviene  più  facile  la  risoluzione  del  proposte  o- 
sempio  , eccetto  nei  due  casi  a — b , o pure  m—n  , nei  quali 
la  funzione  precedente  divenendo 

/*Y" 

a * .o  pure  (-1  , 

è chiaro  , indipendentemente  dalle  derivate , che  il  valor  cer- 
cato è zero  , 1'  unità  , o 1’  infinito  secondo  che  nel  primo 
caso  ii  è minore  , eguale  o maggiore  di  m ; e nel  secondo 
caso  b è minore , eguale  o maggiore  di  a. 

Con  miglior  successo  adoprasi  una  sostituzione  per  de- 
terminare nel  caso  di  x = 1 il  valor  della  frazione 


\/ x — i-\-V~x — 1 
V 'x*  — 1 


inversa  di  quella  proposta  in  fine  del  n.°  144  , e che  si 
sottrae  ancor  essa  dalia  regola  innanzi  stabilita , perchè  tutte 
le  derivate  dei  suoi  termini  divengono  infinite.  Infatti  , po- 
nendo x — 1=2  la  frazione  si  cangia  in 


^(=+2) 

VT+z— t+Vx 


c poscia  in 


V7+à  (i/i  + ^ + 1 _ i/*  ) 
2 ' 


moltiplicando  i termini  della  prima  per  1 + z I |/js  , 
e poi  sopprimendo  in  quelli  del  risultato  il  fattor  comune 

I Or  l’ultima  frazione  diventa  1^2  quando  vi  si  fa  3 = 0 , 
in  conseguenza  di  x — 1 ; e però  anche  il  valore  della  fra- 
zione proposta  in  x è VH  quando  x = 1 : come  sarebbesi 
trovalo  praticando  , senza  più  , le  ovvie  riduzioni  nella  fra- 
zione avente  per  termiui  le  derivate  di  quelli  della  proposta. 
149.  Sia  ora  il  prodotto 

fi  *)  X F(x) 

e supponiamo  che  prenda  la  forma  0 X » quando  x = a. 

Questo  caso  può  subito  ridursi  ad  uno  dei  due  precedenti 
sostituendo  al  prodotto  una  o l’ altra  delle  frazioni 

: m : W)  • 

che  sono  identicamente  uguali  al  medesimo  , e che  prendendo 
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0 oo  , 

rispettivamente  la  forma  - , o pure  — quando  x *=  a , pos- 
sono in  generale  trattarsi  colla  regola  del  n.°  U4. 

In  questo  modo  si  trova 

X 

l a*  -ì 

per  ® = 0 ed  1 , ara'  = ~~zr  ~ = 00  > 

m ioga-  x*loge 

per  x = 0 od  n positivo  , x log  or  = — rr  = — — “ = « . 


, . « X i — X 

per  ar  = 1 , (1  - x)  tan  — = — ^ 1 

cot- 


. m«x 
2sen*— 

A 


*150.  Quando  una  funzione  di  x prende  la  forma  oo  — oo 
al  supporre  x — a , si  procura  di  trasformarla  o farla  di- 
pendere da  un’altra  che  divenga  g • ~ > 0 Pure  0 x 00  La 

detta  trasformazione  è spontanea  quando  f[x)  c F[.r)  svani- 
scono al  supporre  x=a  , e la  proposta  funzione  è della  forma 

11.  ,•  Ftx)  — f[x) 

jpj  ~ Jw  ' perchè  <|uesla  e8"as  a ' 

c però  assume  la  forma  jj. 

Quindi  a cagion  di  esempio  . per  x — x saia 


«■  xaeax  - Scnx+xcos;r 

x lana; — - sec  x = = 

2 cosa:  — sena: 


cd  essendosi  pocanzi  trovato  x log  x = 0 per  x = 0 , por 
questo  medesimo  valore  di  x avremo 


i . . 1 -+- sloga;  1 

- + log  a-  = = 5 


X X 

* 151.  Consideriamo  finalmente  la  funzione 

y = {Fxf,  (1) 

la  quale  , supponendo  clic  F{x)  divenga  0 , o db  I , o ± oo  , e 
Cale.  DifT.  16 
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cho  f[x)  divenga  0 , o ± °°  quando  x = a , si  può  presen- 
tare sotto  una  delle  forme  0°  , ± 1— 00,  dzoc0  , che  hanno 
parimente  dell’  indeterminato. 

Passando  nell’ equazione  (1)  dai  numeri  ai  logaritmi  ne- 
periani , abbiamo 

Iy  = f(x).lF(x), 

e da  questa  tornando  ai  numeri , viene  sotto  altra  forma 

y==(/W.IF\x) 

Dunque  per  la  ricerca  del  vero  valor  di  y basterebbe 
trovar  il  valore  dell’esponente 

f[x).lF{x ) =a  : valore  dato  da  — 

n v ' f[x)  r(x).F(x) 

in  virtù  della  regola  consueta. 

Ecco  alquanti  esempii. 

ÌX  t* 

Per  x = 0 , af  **  e*—  = e~~*  » e~*  =s  1 ; 

1 I CVS «X 

(cos  tìx)x  — e * = e~*  Un  sa  e°  = 1 ; 

i ‘I'-*-*)  i 

( 1 x)x  = e * =c1+Ii=e  , 
di  accordo  con  quanto  si  dimostrò  nel  n.°  48. 

I lx  1 

Per  x = 1 , xi~x  = e x— 1 = e z — e-1  = - • 


Per  x — oc  , a?=zex  — e*  — cv—  1 . 


* 152.  Per  le  cose  fin  qui  dette,  i casi  d indeterminazione 
dello  funzioni  di  una  variabile  ammettono  sempre  un  valore 
determinato  , e solo  potrebbe  avvenire  il  contrario  quando 
trattandosi  di  frazioni  affette  da  funzioni  periodiche  , si  desse 
alla  variabile  un  valore  infinito  , o tale  almeno  che  intro- 
duca nel  calcolo  la  considerazione  dell'  infinito  ; poiché  que- 
sta denominazione  convenendo  egualmente  a tutte  le  gran- 
dezze maggiori  di  ogni  grandezza  data  c comunque  Ira  loro 
diverse , ciò  in  sostanza  equivale  a lasciare  indeterminata 
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la  variabile  , onde  può  bene  restar  parimente  indeterminata 
la  funzione.  Allora  dunque  non  fia  meraviglia  se  la  regola 
del  n.°  144  si  trovi  in  difetto,  potendo  anzi  avvenire  che 
il  rapporto  di  due  funzioni  sia  determinato  , c torni  inde- 
terminato quello  delle  loro  derivate  : come  accade  in  certe 
funzioni  circolari. 

Non  così  nelle  funzioni  di  due  o più  variabili  , per  le 
quali  nei  casi  d’indeterminazione  si  hanno  , in  generale,  valori 
effettivamente  indeterminati.  A prima  Vista  sembra  che  non 
dovesse  essere  così , per  la  natura  stessa  delle  funzioni , es- 
sendosi dato  questo  nome  ( n.°  3 ) alle  quantità  i cui  valori 
per  essere  determinati  è necessario  e sufficiente  che  sieno  tali 
i valori  delle  variabili  ; ma  vuoisi  osservare  che  impropria- 
mente ( quantunque  no  sia  invalso  il  costume  ) lo  zero  si 
riguarda  come  un  valore  , poiché  nel  fatto  è la  mancanza  di 
ogni  valore.  Quindi , non  ostante  la  speciosa  ragione  da  potersi 
addurre  in  contrario,  cioè  : che  in  una  data  superficie  le  dac 
ascisse  di  un  punto  determinano  sempre  1’  ordinata  di  esso , 
non  dovrà  parere  strano  che  una  funziono  per  esempio  di 
due  variabili  indipendenti  , rimanga  generalmente  indetermi- 
nala quando  per  valori  particolari  delle  variabili  prende  la 

forma  - , polendo  bene  la  detta  ordinata  essere  indetermi- 
nata con  risultare  infinita  ; ed  infatti , nella  superficie  indicala 
dall’  equazione  m = y , lo  considerazioni  geometriche  mo- 
strano essere  infinita  1'  ordinata  s corrispondente  alle  ascisse 
,r=0  , i/=  0.  D’ altra  parte,  il  pretenderò  che  una  funzione  di 

due  variabili,  la  quale  toglie  una  delle  forme  - , - , ccc.  per  va- 

lori  particolari  di  quelle,  debb’ avere  generalmente  in  tal  caso 
un  valor  determinato  , non  è meno  strano  ( se  non  assurdo  ) 
che  non  sarebbe  il  pretendere  che  abbia  un  sirail  valore  il 

semplice  e nudo  simbolo  ^ , considerato  indipendentemente 
dalla  funzione  fratta  onde  procede.  A tal  simbolo  infatti  si  ri- 
duce la  funzione  semplicissima  — delle  variabili  indipendenti  or 
c y nel  caso  di  x — 0 , y = <?  ; poiché  torna  del  tutto  in- 
differente clic  zero  diviso  per  sero  venga  indicato  da  q o pure 


Digitized  by  Google 


124 


ELEMENTI 


tiC 

ila  - , quando  Ira  x c j non  esiste  veruna  dipendenza  elio 

somministri  un  altro  dato  per  la  soluzione  del  problema  : 
dipendenza  , al  contrario  , che  nel  caso  di  una  sola  varia- 
bile sussiste  necessariamente  fra  i termini  della  frazione  che 
diviene  zero  diviso  per  zero  , appunto  perchè  son  funzioni 
di  una  stessa  variabile.  Perciò  , in  vece  di  considerare  i casi 
d’ indeterminazione  delle  funzioni  di  due  o più  variabili  in- 
dipendenti , diremo  brevemente  del  caso  in  cui  la  funzione 
per  la  quale  si  verifica  la  indeterminazione  , sia  nuovamente 
funzione  di  una  sola  variabile  , ma  implicita. 

* 153.  Sia  l’equazione 

f(x  , y)  = 0 , 

e supponiamo  che  per  x — a resti  soddisfatta  indipendente- 
mente da  i/  ; cosicché  non  se  ne  possa  desumere  il  valore  di 
questa  funzione , valore  che  diremo  b , e che  sembra  restare 
indeterminato. 

Avendo  supposto  che  f(x  , y)  è nulla  per  x—a  , indipen- 
dentemente da  y , è chiaro  che  ancora 

. y + &y)  - f{a  , y ) 

sarà  nulla  per  valori  qualunque  di  y e Ay  ; ma  essa  divisa 
per  A y ha  per  limite  la  derivata  di  f(x  , y)  rispetto  ad  y , 
postovi  a per  x ; dunque  indicando  con  Lagrange  tal  deri- 
vata con  f,(x,y),  sarà  f,(a  , y)  — 0 per  qualunque  valore 
di  y ; ma  indicando  parimente  con  f\x  , y)  la  derivata  di 
f{ x , y)  rispetto  ad  x , quella  dell’equazione  (1)  è (n.99) 

f'ip  , y)+y'f,{x,y)  =0  , 

dunque  per  x = a questa  si  ridurrà  alla  equazione  f'{a  ,y)  = 0 , 
e il  valore  di  y cavato  da  questa  ci  darà  b : o che  torna  lo 
stesso , il  valore  b sarà  determinato  dall'  equazione 

f'(a,b)  = 0. 

Per  la  stessa  ragione  si  determinerebbe  il  valore  b me- 
diante l’  equazione 

n«  >&)  = «> 
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qualora  l'equazione  f'{a  , y)  — 0 fosse  verificaia  indipendente- 
mente da  y , c così  di  seguilo. 

Sia  per  esempio  1'  equazione 

2.»  sen  y - f-  3y  cos  x = x + % + /(<  + ®*y)  > 

dalla  quale  non  risulta  determinato  y quando  ®==0  , perchè 
l’equazione  in  tal  caso  riduccsi  alla  identità  3y  = 3 y.  Avremo 

‘ìxy 

f{x  , y)  = 2scn  »/  — 3i/  sen  ® — 1 — 1 + ^ •' 

espressione  che  per  x = 0 diviene  2 sen  y — 1 , ed  egua- 
gliala così  a zero  dà  sen»/=~,  e quindi  j/  = g- 

CAPITOLO  XV. 

Dei  massimi  c dei  minimi  delle  finizioni  di  una  variabile. 

154.  Una  funzione  di  una  variabile  si  dice  in  islato  di 
massimo  per  un  valor  particolare  della  variabile,  quando  ha 
un  valore  finito  e più  grande  se  non  di  tutti  gli  altri  , al- 
meno di  tutti  quelli  che  gli  sono  immediatamente  vicini  ; tal- 
ché chiamando  f(x)  la  funzione  ed  a il  valor  particolare 
di  x , dovrà  essere  f{a)  maggiore  di  tutti  i valori  di  f(x) 
compresi  tra  f[a)  ed  f(a  — h)  , e tra  f(a)  ed  f(a  4-  li) , 
dinotando  h una  quantità  positiva  c arbitrariamente  piccola. 
In  simil  modo  , qna  funzione  si  dirà  in  islato  di  minimo  , 
quando  avrà  un  valore  finito  e più  piccolo  almeno  di  tutti 
quelli  che  gli  sono  immediatamente  vicini. 

Da  ciò  segue  che  nella  curva  espressa  dall’  equazione 
y — f(x)  , l’ ordinata  f(a ) nel  caso  del  massimo  sarà  mag- 
giore se  non  di  tutte  le  altre  ( come  la  AB  delle  fìg.  3 c 25  ) , 
almeno  di  tutte  quelle  che  la  precedono  e la  seguono  fino 
ad  una  certa  distanza,  come  la  CD  della  cuna  LMN  (fìg.  8) 
riferita  ad  0.r  come  asse  delle  x ; e nel  caso  del  minimo 
sarà  minore  , se  non  di  tutte  le  altre  ( come  la  AB  delle  fìg.  1 
e 24  ) , almeno  di  quelle  che  la  precedono  c la  seguono  ad 
una  qualche  distanza,  come  la  cd  della  fìg.  8. 

155  Segue  ancora  dalla  stabilita  definizione  . e altronde 
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apparisce  chiaro  dalla  semplice  ispezione  delle  citate  figure  , 
che  nel  caso  del  massimo  la  funzione  passa  da  nno  stato 
crescente  ad  uno  stato  decrescente;  ed  al  contrario,  nel  caso 
del  minimo  passa  da  uno  stato  decrescente  ad  uno  stalo  cre- 
scente. Or  questa  circostanza  , mentre  ci  dimostra  potervi 
essere  funzioni  incapei  di  massimi  e di  mioiini  , del  pari 
clic  possono  esservi  curve  senza  alternative  di  ordinate  cre- 
scenti c decrescenti  ( c l’ iperbola  riferita  agli  asintoti  n’  è tra 
i mille  un  esempio  ) , ci  mette  ancora  in  istato  di  trovar  il 
valore  che  si  dee  attribuire  alla  variabile , perchè  la  funzione 
divenga  un  massimo  o pure  un  minimo  : nel  che  principi- 
mente  consiste  la  soluzione  del  problema.  Difatti  , in  una 
funzione  che  non  lascia  ( coni’  è sottinteso  ) di  esser  reale  e 
continua  quando  diviene  massima  o minima  , la  detta  circo- 
stanza esige  , pel  principio  dimostrato  nel  n.°  82  , che  la 
prima  derivata  della  funzione  di  positiva  divenga  negativa  , 
o di  negativa  divenga  positiva  ; ma  ciò  nelle  funzioni  continue 
non  può  avvenire  altrimenti  che  col  passaggio  di  tal  derivata 
per  lo  zero  o per  1 infinito:  dunque  necessariamente  il  valore  a 
di  x , capace  di  rendere  massima  o minima  la  funzione  f(x ) 
che  si  conserva  continua  nelle  vicinanze  di  a , sarà  radice 
reale  di  una  delle  duo  equazioni 

f (*)  = 0 , f(x)  = oo  ossia  = 0 ; 

e necessariamente  i segni  di  f(a  — h)  e f(a  -f-  li)  saranno 
rispettivamente  + e — pel  massimo,  - — e -j-  pei  minimo. 

456.  Esaminiamo  frattanto  in  particolare  i massimi  e i mi- 
nimi che  può  dare  l’ equazione  f'(x)  = 0 , e che  si  dicono 
massimi  o minimi  ordinarii , a differenza  degli  altri  che  si 
dicono  slraordinarii  o singolari , ed  hanno  poca  importanza 
nelle  applicazioni  ai  problemi  fisici. 

Abbiamo  già  detto  che  pel  massimo  la  derivata  f[x)  dee 
passare  dallo  stato  positivo  al  negativo  : dunque  tal  funzione 
debb’  essere  decrescente  ; ma  per  esser  tale  è necessario  che 
la  sua  propria  derivata  f"(x)  sia  negativa  , dunque  f"(a)  sarà 
negativa  quando  si  ammette  elio  abbia  un  valore. 

In  egual  modo , sapendo  che  pel  minimo  la  funzione  f'(x) 
dee  passare  dallo  stato  negativo  al  positivo  , o vero  che 
debb'  essere  crescente  , se  ne  desume  che  f''(u)  sarà  positiva. 
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Concludiamo  dunque  che  f[a)  è certamente  un  ultissimo  quando 
/»  = 0,  e r (a)  < 0 ; ed  è certamente  un  minimo  quando 
r\u)  — 0 , e f'(u)  >•  0 : teorema  che  , senza  più  , potevasi 
dedurre  dalle  relazioni  che  la  prima  e la  seconda  derivala 
dell’  ordinata  di  una  curva  , hanno  colla  tangente  e colla 
concavità  e convessità  di  questa  curva  (».*  33  e 86). 

* 457.  Applicando,  alle  funzioni  f‘(oo)  , f\x)  , f"\x)  , . 

il  teorema  di  cui  è parola  , renderemo  il  teorema  stesso  più 
generale.  Infatti  , supponendo  che  sia  f"(a)  = 0 e che  f"{a) 
abbia  valore  , la  funzione  /'( x)  in  virtù  del  teorema  sarà  in 
islato  di  massimo  o di  minimo  per  x = a : dunque  ('{a  — A) 
e f'(a  + h)  saranno  amendue  minori  . o amenduc  maggiori 
di  f\a)  ; ma  f(a)  = 0 , dunque  f(a — li)  e f(a  + h)  saranno 
tutte  due  negative  o tutte  due  positive  ; e quindi  f[x)  non 
sarà  nè  un  massimo  nè  un  minimo  per  x=a,  perchè  la  sua 
derivata  fi[x)  non  cangia  segno  innanzi  e dopo  il  valore  a. 

Supponiamo  adesso  che  sia  pure  ["'{a)  — 0,  e che  fir(a)  abbia 
valore  : in  virtù  del  teorema  dimostrato , f"(a)  sarà  un  mas- 
simo o un  minimo  secondo  che  /"(a)  sarà  negativa  o positiva, 
e f{a)  non  sarà  nè  l’ ano  nè  l’ altro.  Inoltre  , per  essere 
/■"(«)  = ()  , e quindi  f"(a — A)  e f"(a-\-h)  amendue  negative 
o amendue  positive  , la  f(x)  da  x = a — A ad  x = a + /* 
sarà  ( n.°  82  ) decrescente  nel  primo  caso  , e crescente  nel 
secondo  ; ma  la  stessa  f{x)  è nulla  pel  valore  intermedio  a , 
dunque  cangerà  segno  passando  dal  -f-  al  — nel  primo  caso  , 
o dal  — al  4-  nel  secondo  ; dunque  f{a)  sarà  un  massimo  in 
un  caso  , e un  minimo  nell’  altro. 

La  continuazione  di  questo  esame  non  offre  più  difficoltà 
dopo  ciò  che  precode  ; onde  per  final  conclusione  relativa 
ai  massimi  e ai  minimi  ordinarii  di  una  funzione  di  una  va- 
riabile , possiamo  fermare  la  regola  : che  bisogna  eguagliare 
a zero  la  derivata  di  prim  ordine  della  funzione , e sostituire 
ciascuna  radice  reale  di  questa  equazione  nelle  derivate  succes- 
sive della  stessa  funzione , sostando  alla  prima  che  non  si  an- 
nulla : se  questa  è finita  e di  ordine  pari , la  funzione  diverrà 
massima  o minima  colla  radice  sostituita , secontlo  chetai  derivala 
sarà  negativa  o positiva;  se  poi  questa  delicata  è finita  e di 
ordine  disjxiri,  la  funzione  non  diverrà  nè  massima  nè  minima. 

* 458.  Oucsta  regola  è ad  evidenza  insudiciente  quaudo  tutte 
le  derivato  successive  della  funziono  divengon  nulle  con  la 
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sostituzione  da  farsi  per  la  variabile  ; e si  vede  ancora  con 
faciltà  , che  la  medesima  può  essere  in  difetto  non  solo  quando 
si  tratta  dei  massimi-  o minimi  singolari , ma  eziandio  quando 
nei  massimi  o minimi  ordinarli  la  prima  delle  derivate  suc- 
cessive che  non  si  annulla  risulta  infinita.  Ma  in  tutti  questi 
casi  niente  impedisce  di  far  capo  dalla  regola  enunciata  sul 
finir  del  n.°  1ò5  , a fine  di  conoscere  se  v’  abbia  o no  massimo 
o minimo  , e nell’  affermativa  distinguere  uno  dall’  altro. 

Così  per  la  funzione 

?/  = ò -j-  c(x  — a)m  , 

dove  supponiamo  che  in  dinoti  una  frazione  positiva  , convien 
porre  f'(x)=co  anzi  che  f(x)=0  , a fine  di  avere  per  x 
un  valor  finito,  che  si  trova  essere  a ; ma  essendo  allora  in- 
finite tutte  le  derivate  successive , bisogna  vedere  quali  segni 
prendano  f(a  — h)  e /*(«  -f -A). 

Or  quando  la  fraziono  ni  è di  termini  impari , come  per 
esempio  - , si  ha 

f\a  - h)  = lc{  -/<)“*  = — ' = -fz  . 

3 (-A)*  3 l/A* 

f(a  + /i)  = r c(  /|  f — r-  ; 

31 /h1 

onde  si  conchiude  che  la  funzione  y — b c{x — «)m  non 
ammette  nè  massimo  nè  minimo. 

Ed  infatti  , essendo 

9|/A* 

r(a  + h)=-ìc(h)-}= 

9 f/F 

si  scorge  che  la  curva  nelle  cui  ordinate  si  hanno  tutti  i 
valori  della  funzione  , di  convessa  divien  concava  o al  con- 
trario ( secondo  che  c è positivo  o negativo  ) , quando  si  passa 
da  un  fianco  all’altro  dell’  ordinata  b corrispondente  all  ascis- 
sa a : come  si  vede  nelle  fig.  22  c 23  , dove  l ordinata  b 
rappresentata  da  AB  non  è nè  massima  nè  minima. 
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Al  contrario  quando  la  frazione  m è di  numerator  pari  , 
come  per  esempio  J , si  ha 


2 e 


2 c 


r[a+h)=\c[h) 


3{-A)‘ 

2 e 2c 


• _ > 

34/A 


3(A)«  3J/A 

e quindi  , a seconda  che  il  coefficiente  c è negativo  o posi- 
tivo , la  funzione 

y = b -f  c(aj  — «)m 

prenderà  un  valor  massimo  o minimo , che  sarà  b , quan- 
do c c = a.  In  conferma,  ponendo  mente  che  f(a)  = oo  , e che 


_ A 


{"[a  — I')  — — I c( — A)  * = — 


2c 
9(-A)ì 


2c 

91/  À* 


n«+/i)  = -!  c(/,r*  = 


2c 2 

9 (A)»  9V/À*  ’ 


si  rende  manifesto  che  la  curva  espressa  dall’ equazione  pre- 
cedente , nel  punto  corrispondente  all’ascissa  a dee  avere 
per  tangente  l’ ordinata  b , e che  innanzi  e dopo  questo  punto 
e convessa  o pur  concava  secondo  che  c ò negativo  o posi- 
tivo ( n.°  86  ) , avendo  così  nelle  vicinanze  di  esso  la  forma 
delle  curve  LBN  segnate  nelle  fig.  24  c 25. 

*159.  Sia  ancora  ['(x)  =»  a x , e inoltre  a^>  1 , come  nel 
n.°  148.  Non  si  potrà  supporre  se  non  f(x)  = 0 per  avere 
un  valor  finito  di  x che  sarà  parimente  zero  ; se  non  che 
allora  essendo  egualmente  nulle  tutte  le  derivato  successive, 
conviene  ancora  far  capo  dai  valori  di  f( — h)  c f(h).  Ora 
essendo 


i t ^ £ 

f(  — A)  = a~  -*  = «r  , e r(/*)  = « A . 
la  simiglianza  dei  segni  dei  due  risultati  permette  affermare , 

che  la  primitiva  della  funzione  a x ( quale  che  essa  sia  ) 
non  diventa  nè  massima  nè  minima  per  x = 0. 

1G0.  Innanzi  ai  varii  esempii  di  massimi  c di  minimi  recati 
Cale.  Di ff.  17 
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qui  appresso  , crediamo  utile  di  osservare  , 1.®  die  nella 
ricerca  dei  valori  di  x capaci  di  rendere  massima  o pur 
minima  una  funzione  della  forma  ± Af  (x) B , e nella 
ricerca  dei  segni  con  che  distinguere  un  caso  dall’  altro  , si 
può  fare  astrazione  da  B , e surrogare  ± \ a ±A,  consi- 
derando in  vece  la  funzione  ± f(x) , perchè  1'  una  e l'altra 
si  accordano  in  dare  l’ equazione  f[x)  = 0 ; 2.°  che  quando 
la  prima  derivata  della  funzione  che  vuoisi  rendere  massima 
o minima  è il  prodotto  di  più  altre  funzioni , se  per  le  par- 
ticolari condizioni  del  problema  avviene  che  una  sola  di  esse 
uguagliata  a zero  dia  per  x valori  capaci  di  soddisfarle  , 
nella  disamina  che  dee  poi  farsi  dei  segni  che  prende  la 
seconda  derivata  colla  sostituzione  di  tali  valori  , basterà 
generalmente  scrivere  quella  sola  parte  della  sua  espressione 
in  cui  entra  come  fattore  la  derivata  di  tal  funzione  , es- 
sendo certo  che  le  altre  parti  sarebbero  nulle  pei  medesimi 
valori  , in  virtù  della  regola  che  dà  la  derivata  di  un  pro- 
dotto ( n.°  66,  3.°  );  3.®  che  se  un  valore  di  x rende  massima 
o minima  una  funzione  essenzialmente  positiva  , renderà  pur 
tale  ogni  sua  potenza  , e la  determinazione  aritmetica  di  ogni 
sua  radice. 


Esempli  di  marnimi  e di  minimi. 


4.®  Trovare  un  massimo  effettivo  del  prodotto 
•/*=  x [a  — x)  , 

dove  i valori  di  a , m ed  n si  suppongono  positivi. 
La  prima  derivata  di  y , cioè 

y' xm~~‘ (a  — x)n~'[rna — (m-f-n)®]  , 


eguagliala  a zero  dà  x = 0 , x — a , x — ; ma  sola- 

° mi-Hi 

mente  pel  terzo  di  questi  valori , il  prodotto  y prende  un 
valore  effettivo  ed  espresso  da 


mmnn<in+n 


(-4) 


Se  dunque  vuoisi  che  tale  sia  pure  il  massimo  o il  minimo 
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(il  esso  prodotto , basterà  scrivere 

y"=a  — (m  -f*  n)xm~t(a — a?)”- 1 1 + eoe.  ; 

onde  siccome  questa  espressione  è negativa  pel  detto  valore 
di  co  , possiamo  affermare  che  il  notato  valore  (.4)  sia  un 
massimo. 

Il  notissimo  teorema  , che  il  quadrato  della  metà  di  un 
uumero  o di  una  retta  sia  il  maggior  prodotto  o rettangolo 
delle  due  parti  in  che  1’  uno  o 1’  altra  si  può  dividere  , non 
è che  un  caso  particolarissimo  del  riferito  esempio. 

2. °  Trovare  una  frazione  che  ecceda  più  che  è possibile 
una  sua  data  potenza. 

Chiamando  x la  frazione , ed  n il  grado  della  potenza  , si  ha 
y—x — xn  , »/'  = 1 — , y"  — ■ —n(n—  1 )jp"~*. 

Perciò  l’equazione  y'=1 — «a"-1  = 0 dà  x *=  , e 

t/f» 

con  questa  determinazione  aritmetica  di  x la  seconda  derivata 
risaltando  negativa  , il  massimo  eccesso  della  trovata  frazione 

sulla  sua  potenza  ne,ima  torna  eguale  ad 

V'n' 

3. °  Trovare  il  numero  che  eccede  meno  d‘  ogni  altro  il 
suo  logaritmo  preso  in  qualunque  dato  sistema. 

Detto  x questo  numero  , si  ha 


y — x — log*  , y’ 


di  che  risulta  che  il  numero  dimandato  sia  log  e , cioè  a dire 
il  modulo  del  sistema  proposto. 

4.°  Trovare  il  numero  la  cui  radice  di  grado  eguale  al 
medesimo  sia  massima. 

Detto  x il  numero  dimandalo  , si  ha  (n.°63) 

* _ j {£ 

x d i Vx  * i—  Ix 

y=[/x  . y=y-7—=y—=,j—, 

onde  Inequazione  y1  = 0 non  può  soddisfarsi  con  un  valore 
finito  di  x se  non  ponendo  1 — Ix  — 0 , da  cui  Ix  = 1 , 

ed  a*  *=  e = 2,7 18  . . . È poi  i/"=^X — - + ccc.  c quindi 
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col  trovato  valore  di  x si  scorge  che  questa  derivata  divicn 
negativa  ; dunque  la  base  neperiana  è il  numero  richiesto. 

5. °  Dati  due  punti  A , B (fìg.  26  ) da  una  stessa  parte 
e in  un  medesimo  piano  con  una  retta  indefinita  LN  , trovar 
la  minima  linea  spezzata  che  meni  dall’uno  all’ altro  incon- 
trando la  retta. 

Dette  a e b le  perpendicolari  AH  , BK  , c l’ intervallo  IiK , 
ed  x la  ignota  IIM  , si  ha  per  la  richiesta  linea  AMB 

y = Va'  -fa*  + Vb'  + [c  — x)'  , 

, x e — x 

y = , 

Va*-hx * ri‘+(e  — ar)* 

quindi  l’equazione  y’  — 0 dandoci 

x c — x . HM  KM 

■ = — — , ossia  — — =»  — — , 

-j-  x*  V b*  -f-  [c  — x)*  ^ 

divien  palese  la  simiglianza  dei  triangoli  AHM  , BKM  , e 
quindi  l’ eguaglianza  degli  angoli  AMH  , BMK  , la  quale  senza 
più  dà  ragione  della  costruzione  indicata  nella  figura. 

Qui  non  è punto  necessaria  l’ espressione  di  y"  , essendo 
manifesto  che  andando  da  L verso  N la  linea  spezzata  ALB 
diminuisce  in  prima  per  indi  crescere , e che  per  ciò  debba 
esservi  tra  mezzo  un  minimo,  (a) 

Se  in  vece  della  somma  delle  rette  AM  ed  MB  , dovesse 
esser  un  minimo  quella  dei  loro  quadrati,  il  punto  M verrebbe 
dato  da  x = { c , e quindi  giacerebbe  nel  mezzo  della  HK. 

6. °  Nella  figura  medesima  sostituendo  al  punto  B l'altro  D 

posto  al  di  sotto  della  LN  , se  si  voglia  il  minimo  di  — + — 

* fl 

dove  * e (2  esprimono  due  numeri  dati  , converrà  uguagliare 
a zero  la  derivata  di 


Va'  -+-  x%  ^ V bn  -4-  (c  —x)' 


? 


(a)  La  linea  AMB  cosi  determinata  è la  via  che  segue  un  raggio 
ili  luce  , che  partendo  dal  punto  A incontra  in  M un  piano  levigato  ed 
opaco  , stante  l’ osservazione  che  esso  forma  sempre  l’ angolo  d 'incidenza 
AMH  eguale  all’  angolo  di  riflessione  BMK. 
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dove  b = DK  , onde  si  avrà  l’ equazione 

x e — x 

«l/a1  + x%  pVl>'  + [c  — *)•  ’ 

la  quale  ci  dà 

x e — x 11 

. Il  ~ l ~ ZI  & i 0 i 

Va'  -+-  x%  Vb'-\-[c—x)%  " ? * ’ 

ossia  rn  : KV7  ••  * : i3  * o in  ^ne  cosAMlI  : cosDMK:: <x  : (3. 

AM  DM 

É questa  dunque  la  condizione  geometrica  equivalente  alla 
ritrovata  equazione , che  determina  con  x la  posizione  del 
punto  M.  (a) 

7.°  Trovare  il  massimo  di  tutti  i triangoli  della  stessa 
base  e dello  stesso  perimetro. 

Chiamando  p il  perimetro  , b la  base , ed  x uno  dei  lati 
incogniti  , 1’  altro  lato  sarà  p — b — x , e dovrà  essere  un 
massimo  la  funzione 

/!(£-*)  )(*+—$ 

che  esprime , siccome  è noto,  l’area  del  triangolo  ; e tale  anco- 


(a)  Supponendo  essere  AM  e DM  due  cammini  descritti  uniformemente 
con  le  rispettive  velocità  « c (l,  e sapendosi  dalle  prime  nozioni  di  Mec- 
canica che  il  quoziente  di  un  cammino  percorso  uniformemente  con  una 
data  velocità  diviso  per  questa  dà  il  tempo  del  viaggio  , ne  viene  in 
conseguenza  che  fra  tutte  le  vie  le  quali  conducono  da  un  punto  dato  A 
ad  un  altro  D , e che  si  compongono  di  due  rette  le  quali  dcbbonsi 
percorrere  con  date  velocità  e debbonsi  incontrare  sopra  una  retta  di  data 
posizione , la  via  che  si  percorre  nel  minimo  tempo  b quella  per  la 
quale  si  verifica  la  condizione,  che  i coseni  degli  angoli  AMH , DMK 
compresi  dalle  due  rette  con  le  rispettive  loro  proiezioni  sulla  retta  di 
data  posizione  sono  proporzionali  alle  velocità  date.  Or  questa  condi- 
zione , combinata  con  una  proprietà  che  in  seguito  vedremo  aver  luogo 
in  una  curva  detta  cicloide,  basta  per  dimostrare  che  sia  questa  la  curia 
della  più  celere  discesa  di  uu  grave  nel  vuoto , fra  due  punti  non  posti 
in  una  medesima  verticale  ; e ciò  iudipendenteraente  dal  Calcolo  delle 
variazioni , il  quale  fornisce  la  soluzione  diretta  del  problema  che  ha 
per  iscopo  la  ricerca  di  una  tal  curva. 
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ra  , ia  virtù  delle  osservazioni  fatte  di  sopra  , dovrà  essere 

»■$—)(*  + — Or 

Ora  essendo 

y,=  (|-x)-(6+x-I)  * y"=-2  * 

c P equazione  \j  = 0 dandoci 

^ — £C  = ò + a) — ^ , e quindi  p — b — x — x , 

ò palese  che  i due  lati  incogniti  debbono  essere  eguali.  Si 
vede  inoltre  che  ciascuno  di  essi  è metà  di  p — b ; e dal- 
P essere  isoscele  il  triangolo  cercato  , si  desume  ancora  facil- 
mente clic  di  lutti  i poligoni  isopcrimdri  il  massimo  debba 
essere  equilatero. 

8.°  Per  un  punto  dato  lì  fra  i lati  di  un  dato  angolo 
LON  ( ftg  27  ) , condurre  una  retta  UV  che  vi  produca  il 
minimo  triangolo. 

Condotta  la  BA  parallela  ad  ON,  si  dinotino  con  a ,b  , x , 
le  rette  OÀ  , AB  , AU  , e con  y P angolo  LON.  La  propor- 
zione 

AU  : AB  ::  OU  : OV  ci  darà  OV  = , 


onde  per  una  formola  conosciuta  sarà 

OU  OV  scnyEftscny 

2 2 x 

l’espressione  dell’area  L’OV  , e dovrà  essere  un  minimo  la 
funzione 


y 


(#-+-«)• 


Ora  ponendo 

, 2x[x  + a)  — (ac  -t-  «)* 11 

y x 1 

è facile  vedere  che  il  solo  valore  x = u,  dato  dal  fattore  x — a , 


— {x  «)  = 0 
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dia  un  triangolo  effettivo , e per  questo  valore  trovasi 


x + a 2 

?/  ' = f-  ecc.  =*=  - : 

.r  a 


dunque  si  avrà  il  triangolo  minimo  prendendo  AU  eguale 
ad  AO  , e tirando  la  UBV. 

9.°  In  un  trapezio  i cui  lati  non  paralleli  son  tra  essi 
eguali  e indicati  da  a , ed  una  delle  basi  è 2 b , cercasi  qual 
debba  esserne  l’altra  base  2®,  acciò  1'  are#  risulti  massima. 

Supponendo  che  il  trapezio  sia  ABVU  (fig.  28)  , e che  AB 
ed  UV  sieno  bisecate  in  C ed  O , è facile  vedere  che 


(x  — b)' , o che  torna  lo  stesso  , V' a * — (6  — x") 

esprima  la  sua  altezza  BT  , tanto  se  piaccia  supporre  AB 
minore  di  UV  ( come  nella  figura  ) , quanto  nell’  ipotesi  con- 
traria ; epperò  dovrà  essere  un  massimo  la  funzione 

y ss  (x  -f-  b)  V' a a — (x  — ò)V 

Or  ponendo 

;/  = l'u*  — (x  — b)%  — (x  + b) x~~h  ■ = 0 , 

l/0«  _ (a  _ b)% 

se  ne  desume 

a*  __  (x  — b)%  = x*  — 6'  , ed  [«•  — (x  — b)']  -f  b*  = x*  : 

risultamenti  i quali  ci  mostrano  che  OB  deve  pareggiare  le  OU 
ed  OV  , tornando  con  ciò  il  richiesto  trapezio  iscriltibilc  al 
cerchio  avente  per  diametro  la  base  maggiore.  Finalmente  la 
risoluzione  effettiva  dell’equazione  ci  dà  per  valore  di  UV 

2x  = b + Vb%  + 2«*  , 

il  quale  ci  dimostra  clic  UV  sia  maggiore  di  AB  ; e il  mede- 
simo riducendosi  a 46  quando  n = 26,  ci  mostra  dippiù  che 
dura  tuttavia  la  forma  di  trapezio  quando  i tre  dati  lati  sono 
eguali  fra  loro. 

Non  occorre  poi  cercare  y"  , stante  clic  il  trapezio  , a 
cominciare  da  che  gli  angoli  ABV  c BAU  sono  ottusissimi  va 
chiaramente  crescendo  al  diminuire  di  essi  , e con  più  chiar 


Digitìzed  by  Google 


ELEMENTI 


13G 


rozza  ancora  va  decrescendo  , se  non  prima  , dopo  che  gli 
stessi  angoli  continuando  a diminuire  son  divenuti  retti,  (a) 
* IG1.  I massimi  e i minimi  fin  qui  considerati  si  riferiscono 
a funzioni  esplicite  di  x , come  son  quelli  che  pih  volentieri 
s'  incontrano.  Supponiamo  ora  che  y sia  data  implicitamente 
in  x mediante  1'  equazione  generale 

f(x,y)  = 0 , (4) 

c che  se  ne  cerchi  il  massimo  o minimo  ordinario  senza 
prima  risolvere  l’ equazione  per  rapporto  ad  y.  Non  cessando 
per  ciò  (n.°  155)  di  dover  essere  y'  = 0,  la  derivata  dell'e- 
quazione (1)  espressa  generalmente  (n.°99)  da 

g + ^'-O,  diverrà  |=0;  (2) 


onde  la  risoluzione  dell’ equazioni  (1)  e (2)  darà  insieme  il 
valore  di  x capace  di  rendere  massima  o minima  la  funzione , 
e il  valore  effettivo  di  questo  massimo  o di  questo  minimo. 
Se  non  che  per  rendersi  certo  dell’  esistenza  cieli’  uno  o del- 
1’  altro  , e per  distinguere  dipoi  quale  dei  due  abbia  luogo  , 
converrà  far  capo  dalla  prima  delle  derivale  successive  di  (4) 
che  non  si  annulli  per  la  sostituzione  dei  trovati  valori  di  x 
e y , e di  zero  in  luogo  di  y' , la  quale  nel  caso  del  secondo 
ordine  , del  terzo  , ecc.  si  riduce  rispettivamente  a 


(n.+  dly"=  0 

dx%  ^ (bjJ 


— -j-  3 — y 

dxdy J 


+ &"=° 


ccc. 


Così  per  l’equazione 

f(x  . y)=y3-~3axy  + xs  = 0 , 


si  ha 


<!L 

dx 


= — 3ay  -f-  3®*  = 0 


o vero  x'  = ay  , 


0) 

(2) 


e jl' + 1 y" =Gx+ (v  - 3air)  y" — 0 • (3) 

onde  subito  si  appalesa  in  <r  = 0 e j/  = 0 un  primo  siste- 


mi La  figura  qui  ottenuta  pel  trapezio  di  massima  superfìcie  accor- 
dasi bene  con  quella  che  ci  serve  di  sostegno , allorché  essendo  ritti  in 
piedi , ed  avendo  data  ai  calcagni  una  posizione  regolare  , sentiamo  di 
trovarci  più  stabilmente  piantali. 
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ma  di  valori  di  od  e y capaci  di  soddisfare  all' equazioni  (1) 
e (2)  ; ma  siccome  per  essi  la  seconda  derivata  è identica- 
mente nulla , convicn  ricorrere  alla  terza  derivata 


% + 3&J'+%r=e-W+W-3«r)y'''=<> . 


dxdy 


dy 


la  quale  con  cc  = 0 , y — 0 dandoci  im  valor  positivo  per  y" 
ci  mostra  che  la  funzione  implicita  y diviene  un  minimo  , e 
propriamente  zero , quando  «•  = 0. 

Dippiù  , l’ equazioni  (4)  e (2)  sono  anche  soddisfatte  da 

t 

un  altro  solo  sistema  di  valori  reali  che  sono  x — aV 2 , 

i 

y = n 1/4  ; e con  questi  l’equazione  (3)  dà  per  y"  un  valor 
negativo.  Dunque  la  funzione  implicita  y ammette  ancora  un 

3 _ 3 

massimo  , di  valore  a 1/  4 , quando  x = a l//2 . 

La  funzione  qui  considerata  ò triforme  ( n.°  40) , essendo 
di  terzo  grado  per  rapporto  ad  ij  la  proposta  equazione.  È 
dunque  notevole  che  senza  sceverare  e conoscere  individual- 
mente le  tre  funzioni  uniformi  cui  equivale  , si  è potuto  de- 
terminare un  minimo  per  una  di  esse  , ed  un  massimo  per 
un’altra.  È da  credere  che  la  terza  non  ammetta  nò  massimo 
nò  minimo. 

* 462.  Supponiamo  finalmente  che  avendosi  tuttavia  l'equa- 
zione 

f[x  . y)  = 0 , (4) 


vogliasi  render  massima  o minima  la  funzione  $(&  , y). 

Potendosi  riguardare  questa  funzione  come  data  implicita- 
mente in  x a motivo  dell’  equazione  (4) , sarà  sempre  (».°  456) 


4.  ‘1?  — 0 

dx  dy  dx  ’ 

ma  abbiamo  ancora  per  derivata  dell- equazione  (4) 

dl  + d±dJL  = 0: 

dx  dy  dx 

dunque  eliminando  ^ tra  questa  equazione  c la  precedente 
Cale.  Diff.  X 48 
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avremo  l’ altra 


(2‘ 

dx  dy  dy  dx  ' ' 

che  unitamente  ad  (1)  determinano  i valori  clic  aver  debbo- 
no co  e y , perchè  la  funzione  ${x  , y)  sia  un  massimo  o 
minimo  ordinario. 

Resta  che  si  vegga  se  la  seconda  derivata  di  q>(®  , y) 
abbia  valore  , e di  qual  segno  : al  qual  line  basta  sostituire 
nella  espressione  di  tal  derivata  , che  è (n.°400  ) 


dy  + 2 £*- 

dx * dxdy 


. , #<?  „ 
^ + ì?'J 


+ 


i valori  di  y1  ed  y"  tratti  dalle  derivate  di  primo  e di  se- 
condo ordine  di  ( I). 

463.  In  modo  analogo  a questo  si  tratterebbe  il  caso  ge- 
nerale, in  cui  essendo  date  n equazioni  tra  n+4  variabili, 
bisognasse  trovare  i massimi  o minimi  ordinarii  di  una  data 
funzione  di  queste  variabili. 

Escmpii-—  4.°  Fra  tutti  i vasi  cilindrici  di  una  data  ca- 
pacità 4 , trovar  quello  della  minima  superficie. 

Detti  x e y il  raggio  della  base  e l’ altezza  , abbiamo  da 
un  canto , per  la  condizione  della  capacità  data , l’equazione 


( P ) xx*y—  4 , e da  un  altro  la  funzione  2xxy  -+■  xx'  (<b) 

da  rendersi  minima.  Il  perchè  , prendendo  la  derivata  della 
prima , ed  eguagliando  a zero  quella  della  seconda , avremo 
l’ equazioni 

(F)  2y  + xy'  = 0 , y + x + xy’=0  ($') 

che  sottratte  l’una  dall’altra  ci  danno  cd  — y = 0 , e quindi 
x = y.  Così  1’  altezza  risulta  eguale  al  raggio  della  base  , e 
l’ una  e 1’  altro  in  virtù  dell’  equazione  (P)  tornano  espressi 

da  — = 0,68278. ... 

Inoltre , le  derivate  di  (P')  e ($')  sono 
(P")  3y'  + xy"=0  , ed  \+y+xy"  (4>") 
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ed  è facile  vedere  che  ($")  risulta  positiva  in  virtù  dell’e- 
quazione x = y , e delle  altre  (P*)  e (P").  (a) 

2.°  Condurre  fra  i lati  di  un  angolo  dato  LON  = y 
( flg . 27)  la  minima  delle  rette  capaci  di  produrre  un  triangolo 
di  data  superficie. 

Detti  x e y i lati  OU  , OV , od  1 la  data  superficie,  dovrà 
essere  un  minimo  la  funzione 

(*)  x*—  2crycos'Y  + y*  . e inoltre  xyscnya=l%  (P). 

Dunque  considerando  y come  funzione  di  x , avremo  nella 
derivata  di  (<t>)  eguagliata  a zero  , e in  quella  di  (P)  le  due 
equazioni 


($')  x—cosy.iy+xy^+yy'  — O.y  + xy^O  (P')  , 


la  prima  delle  quali  in  virtù  della  seconda  si  riduce  imme- 
diatamente ad  x -f-  yy‘  = 0.  Da  quest’ ultima  e da  (P')  ri- 
sultando x — y,  si  rende  palese  che  il  triangolo  de hb’  es- 
sere isoscele  : ciascuno  dei  lati  eguali  in  virtù  dell’  equazio- 


ne xi i sen  v = 2 torna  espresso  da 


2_ 
sen  y 


e la  minima 


/l*— cosy  — 

retta  cercata  trovasi  espressa  da  2 y ———==2  l/tangiv 

Non  ò poi  mestieri  che  si  cerchi  la  seconda  derivata  di  (4>) 
essendo  visibile  che  il  problema  è incapace  di  massimo. 

3.°  Se  la  minima  retta  UV , in  vece  di  dover  produrre 
un  triangolo  di  superficie  data  , dovesse  passare  ( come  nel- 
l’8.°  esempio  del  n.°  100)  pel  dato  punto  B,  bisognerebbe 
combinare  colla  funzione  (4>)  l’equazione  xy  = ay  + bx  , ( Q ) 
che  nasce  dalla  proporzione  OU  : OV  ::  AU  : AB , e dove  a 
e b esprimono  le  rette  OA  ed  AB.  Or  la  derivata  di  ( Q ) 


(a)  La  forma  qpi  trovata  pel  vaso  cilindrico , è quella  ehe  ha  la 
cosi  detta  camera  cilindrica  dove  nei  cannoni  è riposta  la  polvere  , a 
fine  di  ottenere  da  questa  il  massimo  effetto  utile  in  parità  di  circo- 
stanze ; e tale  ancora  dovrebb’  essere  la  forma  delle  misure  cilindriche 
di  capacità , destinate  alla  vendita  dei  liquidi  aderenti  alle  pareti , e che 
hanno  un  prezzo  significante  , acciò  la  perdita  di  liquido  che  per  la 
detta  aderenza  si  cagiona  ai  compratori  fosse  la  minima  possibile. 
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essendo  y + xy'  = ««'  -f-  b , l’ eliminazione  di  y tra  questa 
equazione  e (<P')  ci  darà  l’altra 

x*  — («  -f-  b eoa  ?)££  — if  — (6  -f-  « cos  y)y  , ( R ) 

che  insieme  con  (0)  determinano  x c y , sia  mediante  una 
costruzione  grafica  , sia  colla  risoluzione  numerica  dell’ equa- 
zione di  3.°  grado  , che  nasce  dalla  eliminazione  di  una  delle 
ignote  x g y , tra  1’  equazioni  ( R ) c (Q).  Questa  equazione, 
supponendo  eliminata  la  y trovasi  essere 

x3-—  (3a  + bcosy)x*  + 3a(a  + bcosy)x — ■nc'1  = 0 , 
dove  c esprime  per  brevità  la  retta  OH. 

CAPITOLO  XVI. 

Dei  massimi  e minimi  delle  funzioni  di  più  variabili. 

104.  Una  funzione  di  due  o più  variabili  indipendenti  , 
■x  , y , ...  si  dice  in  istato  di  massimo  per  valori  particolari 
a , b . di  queste  variabili , quando  ( a simiglianza  delle 
funzioni  di  una  sola  ) risulta  di  valor  reale  finito  c maggiore 
di  tutti  quelli  che  gli  sono  immediatamente  vicini , cioè  dei 
valori  clic  prenderebbe  variando  in  più  o in  meno  , tutti  o 
parte  i valori  a , b , ...  di  quantità  indipendenti  fra  loro  , 
e piccole  ad  arbitrio.  In  simil  modo  la  funzione  si  dice  in 
istato  di  minimo  (piando  ba  nel  medesimo  senso  un  valore 
più  piccolo  di  tutti  i valori  immediatamente  vicini.  Epperò  , 
a seconda  del  massimo  o del  minimo  della  funzione  (x,y,...), 
dovrà  essere  f[a,b, ...)  maggiore  o minore  di  f(a±zh,b±k,-..) . 
per  tutti  i valori  di  h , li  , ...  sia  in  parte  nulli , sia  com- 
presi tra  zero  ed  altri  arbitrariamente  piccoli. 

165.  Limitandoci  a considerare  di  proposito  i massimi  e 
i minimi  ordinarti , ossia  quelli  che  vengono  determinali 
(come  vedremo)  dal  porre  eguali  a zero  le  derivate  parziali 
della  finizione  , esporremo  minutamente  il  modo  di  trovarli  , 
che  di  sua  natura  è generale  , considerando  una  funzione 
di  due  sole  variabili.  In  questo  caso  la  quislionc  equivale 
alla  ricerca  della  massimi  o minima  ordinala  di  una  super- 
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ficie , ben  convenendo  questo  nome  ( in  virtù  della  stabilita 
definizione  ) ad  ogni  ordinata  che  sia  maggiore  o che  sia 
minore , se  non  di  tutte  le  altre , almeno  di  tutte  quelle  clic 
le  sono  immediatamente  dappresso  intorno-intorno. 

Sia  ' ■- 

z = f{x  . y)- 

Supponendo  esistere  tra  x e y una  relazione  arbitraria , la  z 
potrà  essere  tenuta  come  una  funzione  della  sola  variabile  x . 
ed  avremo  (n*  99  , 100  e 101  ) 


d{z)__dz  dz  , 
dx  dx  dy  ^ ' 


d* 


H 


dx a 


— + 2 

dx*  dxdy 


d*z  , . d*z  dz  ,t 

y+a^y  +T,y 


dy 


£M 

dx 


ir' jll.  i 3 


d’z 

dx’dy  ' 


d’z 


d’z 


»'  + 3,wF*"  + S»' 


dy 3 


. „ d’z  ,,  d’z  „ . dz  „ 

+3d^ryy  +3df'yy  +Tyy 


ilove  la  parentesi  che  circonda  z nei  primi  membri  . serve 
a indicare  che  nella  funzione  s = f[x  , y)  la  y si  riguarda 
qual  funzione  di  x. 

Ciò  posto  , la  condizione  comune  al  massimo  e al  minimo 
ordinario  di  z sappiamo  essere  (n.°  15G) 


e 


dz  dz  , 

te+Ty'J 


— 0 , 


inoltre  sappiamo  dallo  stesso  n.°  che 


(/') 


y’  + 


—r+~ 

dy’  " dy 


u 


n 


deve  risultare  negativa  nel  caso  del  massimo,  e positiva  nel 
caso  del  minimo.  Se  dunque  , riguardando  \j  come  una 
funzione  arbitraria  di  x ( coerentemente  alla  relazione  arbi- 
traria concepita  fra  x e y ) esprimeremo  a dovere  le  dette 
condizioni  , avremo  ancora  determinale  le  condizioni  del 
massimo  o del  minimo  della  funzione  z , nella  ipotesi  che  le 
variabili  x c y sieno  tra  loro  indipendenti. 

È chiaro  in  primo  luogo  che  per  soddisfare  all’  equazio- 
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ne  (P)  indipendentemente  da  y , bisogna  porre  separatamente 


d: 

dx 


0 , 


Quest’ equazioni  determinano , generalmente  parlando  , i va- 
lori di  x e y , un  sistema  dei  quali  supporremo  indicati 
da  a e b , e insieme  riducono  l’ espressione  precedente  al- 
T altra 


A + 2 By>  + (y*  , «?) 

dinotando  con  A , li  , Ci  valori  presi  da  ~ , 

r dx*  dxtly  dy% 

per  x = a , y — b.  Ora  si  verificherà  che  per  qualunque 
valor  reale  di  y'  l’espressione  (Q)  sia  negativa  come  lo  esige 
il  massimo , e sia  positiva  come  vuole  il  minimo  , qnando 
ripugni  l’eguagliarla  a zero,  cioè  a dire  quando  eguagliata 
a zero  torni  immaginario  di  valore  di  y'  ; ma  ciò  avviene 
quando  si  trova 

AC>B'  : (1) 

dunque  ammessa  questa  condizione  , f[a  , b)h  certamente  un 
massimo  o pure  un  minimo , e più  non  resta  che  a distinguere 
P uno  dall’  altro. 

tG6.  A tal  fine  si  osservi  che  la  delta  condizione  esige 
necessariamente  che  i segni  di  A c C sieno  amendue  positivi 
o amendue  negativi , e inoltre  si  osservi  che  l’espressione  (Q) 
posta  sotto  la  forma 

+ 2 “*'+!/■).  <« 

ha  positivo  ( come  dall’  algebra  ) il  fattore  contenuto  nella 
parentesi  per  ogni  valor  reale  di  ^ : or  segue  da  queste 
osservazioni  che  il  segno  del  prodotto  sarà  quello  che  c comune 
ad  A e C ; c che  perciò  , i immessa  la  condizione  (1) , f[a , 6) 
sarà  un  massimo  o pure  un  minimo  secondo  che  A e C sono 
insieme  negativi  o insieme  positivi. 

167.  Con  egual  certezza  può  affermarsi  che  quando  si  trova 

, (2) 

non  sia  f[a  , b)  nè  un  massimo  nè  un  minimo  : perchè  in  tal 
caso  , dotti  hi  ed  « i valori  reali  e ineguali  che  debbono 
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aversi  per  y'  eguagliando  a zero  l’ espressione  (0) , questa 
espressione  può  ricevere  la  forma 

C(y' — tn){y  - n)  , 

e quindi  è palese  che  può  cangiar  segno  mutando  valori  reali 
di  y' , poiché  torna  di  segno  simile  a C quando  y'  è minore 
o maggiore  sì  di  m che  di  n , e risulta  di  segno  contrario 
a C quando  y è intermedio  ad  m ed  n. 

* 468.  Sia  finalmente 

AC  — ir.  (3) 

In  questo  caso , raro  ad  incontrare , par  certo  che  f(a  , b) 
debba  essere , come  nel  primo , un  massimo  od  un  minimo , 
perchè  le  radici  della  mentovata  equazione  tornando  reali  ma 

eguali  tra  loro  ed  a — — , 1’  espressione  (Q)  assume  la  forma 


in  virtù  di  cui  sembra  di  segno  simile  a quelli  di  A e C , 
indipendentemente  da  y'  ; ma  ciò  non  è sempre  vero  , poi- 
ché supponendo  y'  = — ^ , la  medesima  si  annulla  anzi  che 

durare  positiva  o negativa  come  A e C.  Dunque  , perchè  f(a , b ) 
sia  pure  in  tal  caso  un  massimo  od  un  minimo , bisogna  che 
per  lo  stesso  valore  di  «* , e coi  valori  a e b di  x e y torni 
d‘(z)  . . d*(x) 


pur  nullo  il  valore  di 


e risulti  poscia 


di 


segno 


dx * ’ ~ 1 ite* 

simile  a quelli  di  A e C per  qualunque  valor  reale  di  y' . 
Ora  dinotando  ordinatamente  con  D , E , F , G i valori  di 


d'i 

ite*  ’ 


d’z 


d’z  d’z 


dxtdy  ’ fterfy*  ’ d jr* 
e con  U , K , L , 31 , N quelli  di 

d*z  d*z  d*z  d*z 
dx 1 ’ dx’dy  ’ dx*dy*  ’ dxdy*  ' 

la  terza  derivala  si  riduce  a 


B 


.** 


d*z 

dy* 


D-™r  + *Fc>-Gc.’ 
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e la  quarta  diviene 

II-4*§+M£-4irg  + tfg; 


dunque  per  essere  f{a  , b)  un  massimo  o pure  un  minimo 
quando  AC  = B'  , conviene  clic  sia 

l)5.G  — 3B'C.F-\-3BC.E—C5.D  = 0 , (4) 

od  ammessa  questa  condizione , bisogna  inoltre  che 

B*>.N—IB3C.M+GB'C'.L  — LBC\K+  C^.H  (5) 

risulti  di  segno  simile  a quelli  di  A e C ; avendo  poi  luogo 
il  massimo  quando  un  tal  segno  sarà  il  meno  , ed  il  minimo 
quando  sarà  il  più. 

* 169.  Questa  maniera  di  conoscere  nel  caso  in  quistione 
se  v’abbia  o no  massimo  o minimo,  e di  scemerò  nell’ af- 
fermativa uno  dall’altro  , vien  meno  per  la  funzione  sempli- 
cissima 


z=f[x  , y)  = Ax'  + 2 Bxy  + Cg'  + Wx  + 2 Ey  + F ; 
poiché  essendo  per  la  medesima 


d'z 

dx% 


2A  , ^-=2B  , ~=2 C, 

dxdy  dy' 


tutte  le  derivate  parziali  di  ordine  superiore  saran  nulle.  Ma 
osservando  clic  per  questa  funzione  i valori  « e b di  x e y 
debbono  soddisfare  all’  equazioni 


— = 2Ax  + 2By  + W = 0 , |j==2Cà/  + 2ftr  + 2J5==0. 
ed  avendo  riguardo  alla  ipotesi  AC  = B' , risulta 
f[a  + h , b + k)  -f[a  , b)  = j ( Ah  + Bk )'  , 


e quindi  per  tutti  i valori  di  h e k che  non  danno  Ah  -\-Bk~0 
la  quantità  f(a  , b)  è maggiore  o minore  di  tutte  le  altre 
indicate  da  f(a  -f  li , b + k)  , secondo  che  il  segno  comune 
di  A e C è il  meno  o il  più  , cosicché  in  riguardo  a que- 
st'altre  può  dirsi  bene  che  f(a,b)  sia  nn  massimo  o pure  un 
minimo.  Se  non  che  , siccome  pei  valori  di  li  e k capaci  di 
rendere  Ah  -f-  Bk  = 0 risulta  f(a  , b)  eguale  anzi  che  mag- 
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giore  o minore  di  f[a-\-h  ,b-\-k) , così , a dir  vero  , questa 
che  qui  si  presenta  ò una  specie  particolare  di  massimi  e 
minimi , non  contenuta  nella  loro  definizione  (n.°  164  ). 

Frattanto  , non  potendo  essere 

flfl  + h , b + k)  = f[a  , 6) 

senza  essere  a e b indeterminate , come  sono  li  e k non 
ostante  l’ equazione  Ah  -j-  Bk  ss  0 , si  dovrà  ammettere  clie 
le  suddette  equazioni 

Ax  -f-  By  -f-  D = 0 , Cy  -f-  Bx  -{-  E — 0 ( B ) 

bastevoli  in  generalo  a determinare  x e y , debbano  equivalere 
ad  una  sola  nel  caso  presente , a fine  di  lasciare  indeterminati 
i valori  di  x e y.  Or  questo  alla  condizione  AC—B * aggiunge 
l’altra  AE  = BD , o quindi  ancora  BE=aCD:  per  effetto  di 
che  la  proposta  funzione  sarà  un  massimo  o pure  un  minimo 
di  specie  particolare  per  gl'  infiniti  sistemi  di  x e y , sommi- 
nistrati da  una  qualunque  deli  equazioni  (B) , quando  si  veri- 
ficano due  qualunque  delle  tre  condizioni 

AC—B ■ , AE  — BD  , BE  = CD  , 
ciascuna  delle  quali  è conseguenza  dell’ altre  due;  ed  al  solito 
avrà  luogo  il  massimo  o pure  il  minimo  , secondo  che  il  segno 
comune  di  A e C sarà  il  meno  o pure  il  più.  In  conferma  , 
sostituendo  nella  funziono  i valori  di  C ed  E tratti  dalle  due 
primo  condizioni , il  risultato  si  potrà  scrivere  sotto  la  forma 


i a f n» 

*=  {{Ax+By  + Dy  + ^-^-, 


dalla  quale  è manifesto  che  quando  Ax+By+D=0,  si  troverà  in 
islato  di  massimo  o di  minimo  ^espressi  l'uno  c l’altro  da 
secondo  che  il  sogno  di  A sarà  il  meno  o il  più. 


* 170.  Questa  conclusione  è inoltre  confermata  dalla  geo- 
metria, perchè  considerando  l’equazione  precedente  fra  x,y , z 
come  quella  di  una  superficie  curva  , questa  superficie  coi 
noti  metodi  si  trova  essere  cilindrica  e di  lati  paralleli  al 
piano  delle  xy.  Quindi  , supponendole  applicato  un  piano 
tangente  che  sia  parallelo  allo  stesso  piano  delle  xy  , le  z 
del  lato  di  contatto  saranno  tutte  uguali  fra  esse  , ma  più 
«grandi  o più  piccole  delle  z di  tutti  gli  altri  punti  vicini 
( tranne  quelli  posti  sul  lato  di  conlatto  ) . secondo  che  la 
Cale.  D i/f'.  ' 19 
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superficie  oppone  lungo  il  medesimo  lato  la  concavità  o la 
convessità  al  piano  delle  xy. 

* 47  j.  Ritornando  ora  ad  una  funzione  qualunque,  osservia- 
mo che  finora  si  ò tacitamente  supposto  che  A , tì  , C non 
siano  nulle  ad  un  tempo  ; laddove  però  si  desse  questo  caso , 
c D E , F , G , tutte  o parte , avessero  valore , non  sareb- 
be fla  , b)  nò  un  massimo  nò  un  minimo  , perché  la  terza 
derivata  della  funzione,  scritta  nel  n.°  165,  non  risulterebbe 
nulla  per  qualunque  valore  di  y'.  Ma  se  in  tal  caso  fossero 
anche  nulle  partitamente  D , E ,F,G  , resistenza  del  mas- 
simo o del  minimo  tornerebbe  possibile , e dipenderebbe  dai 
valori  di  II  , K , L , M , N.  Allo  stesso  modo , se  questi  valori 
fossero  tutti  nulli  , l’ esistenza  del  massimo  o del  mimmo  esige- 
rebbe pria  di  tutto  che  fossero  anche  tali  quelli  delle  derivate 
parziali  di  quinto  ordine  , e poscia  dipenderebbe  la'quistione 
dai  valori  delle  derivate  di  sesto  ordine  ; e cosi  di  seguito. 

Quanto  poi  a trovare  partitamente  le  relazioni  che  per  la 
esistenza  del  massimo  o del  minimo  debbono  aver  luogo  tra 
i valori  delle  derivate  parziali  di  ordine  superiore  al  secondo 
nei  detti  casi , non  che  tra  quelli  delle  derivate  parziali  di 
secondo  ordine  o di  ordine  superiore  per  le  funzioni  di  piu  di 
due  variabili , questa  ricerca  si  riduce  generalmente  a quella 
delle  condizioni  le  quali  esprimono  che  una  data  equazione 
non  abbia  radici  reali.  E inoltre  convien  discutere  a parte  il 
caso  in  cui  le  radici  sono  tra  esse  uguali  e di  numero  pari. 
Essa  perciò  ò tutta  di  competenza  dell’algebra  propriamente 
detta  , onde  noi  saremo  contenti  di  dirne  qualche  altra  cosa  , 
esponendo  sommariamente  la  ricerca  dei  massimi  e minimi 
ordinarii  delle  funzioni  di  tre  variabili. 

* 172.  Sia  al  solito 

u — f{x,y,z)  (■!) 

l’espressione  generale  di  queste  funzioni.  Considerando  y e s 
come  funzioni  arbitrarie  di  a> , abbiamo 


^ = 1! i + ^v'  + $s\ 

dx  dx  dy  <ì~ 


_ d1»  . „ d’ u . . d'u 


dx * 


= _ + 2 
dx * ^ 


y'  + ~—  «/'*  + 
dxdy  " dy*  ' 


Z ^ di  * ^ dzdx  dy  ' dz 


2 M 

dydz  J 
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onde  perchè  sia  in  primo  luogo  ^=0  > indipendentemente 
da  y'  e z , convien  supporre 


du 

dx 


0 , 


(2) 


Queste  tre  equazioni  determinano  in  generale  i valori  x , y , z 
idonei  al  massimo  o pure  al  minimo  della  funzione,  allorché 
questa  n è capace  ; e detti  ordinatamente  A , B , C , D , E , F 
i valori  che  prendono  le  derivate  parziali  di  secondo  ordine 


d*u  d*u  d*u  d‘tt  d*u  d‘u 

dx m ’ dxdxj  ’ dy‘  ’ dxjdz  ’ dz*  ’ dzdx  ’ 

. d*tu) 

colla  sostituzione  dei  valori  di  r , y , s , quello  di  — risulta 

dx* 

espresso  da 


A + 2 By'  + Cy * + 2 Dy'z'  + Ez'm  + 2 Fz' . 

Or  perchè  questo  polinomio  sia  negativo  come  esige  il 
massimo  , e sia  positivo  come  vuole  il  minimo  , per  tulli  i 
valori  reali  di  y e z' , è necessario  e sufficiente  che  ugua- 
gliato a zero,  dia  per  y'  valori  immaginarli  indipendentemente 
da  z' , vai  dire  è necessario  che  l’ espressione 

B*  — AC +2(BD  — CF)z'  •+-  ( D*  — EC)z'* 

sia  negativa  per  qualunque  valor  reale  di  z ; ma  questa  espres- 
sione non  è in  sostanza  che  un  trinomio  razionale  intero  e di 
secondo  grado  per  rapporto  a a'  : dunque , a simiglianza  di 
ciò  che  fu  detto  per  un  altro  della  medesima  natura  conside- 
rato nel  n.°  465  , bisognerà  c basterà  che  sia 

(3)  AC  — B"?  0 , [AC— IT)  {CE— D*)>{BD—CF)'  (i) 

Vedesi  poi  siccome  conseguenza  manifesta  di  queste  due  con- 
dizioni distinte  , che  sarà  pure  CE~y>D*  , cosicché  i segni 
di  A , C , E saranno  simili  tra  loro  nel  caso  del  massimo 
egualmente  che  in  quello  del  minimo  ; onde  in  conclusione , 
ammesse  le  condizioni  (3)  e (i)  , la  funzione  (1)  diverrà  un 
massimo  o pure  un  minimo  pei  valori  dix,y,z  somministrati 
dall' equazioni  (2) , secondo  che  il  segno  comune  di  A , C , E 
sarà  il  meno  ovvero  il  più.  . . .. 
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* 173.  In  generale  , siccome  1’  equazione  = 0 del  caso 
precedente  dà  l’altra 

~ dco  -f  ^ dy  + y dz  — 0 , 
dx  1 dy  3 dz 

c l'espressione  di  moltiplicata  perda)*  consen'a  lo  stesso 
segno  sotto  la  forma 

Adx'  + 2 Bdxdy  + Cdy'  + 2 Ddydz  + Edz'  -f  2 Fdsdx  , 

e siccome  nulla  impedisce  di  estendere  le  medesime  conside- 
razioni ad  un  numero  qualunque  di  variabili  indipendenti  , 
dovrà  parere  manifesto  che  per  rendere  massima  o minima 
la  funzione 


us=af{oo  , y , z , . . .) 

di  quante  variabili  indipendenti  si  voglia  , bisogna  porre 


du  , , du  , , du  , . 

_4c  + _jif  + _*  + ...  = o. 


riguardando  i fattori  dx  , dy  , dz  , . . . come  quantità  reali 
fra  loro  indipendenti  e di  piccolezza  arbitraria  : il  che  som- 
ministra  tante  equazioni 


du  . du 

dx  ’ dy 


(0 


quante  sono  le  variabili  x , y , z, ... , e così  determina  i valori 
di  queste  variabili.  Indi,  per  conoscere  se  la  funzione  divenga 
o no  un  massimo  o pure  un  minimo  colla  sostituzione  dei 
trovati  valori,  e per  distinguere  nell’ affermativa  l’uno  dal- 
l’ altro , bisogna  cercare  le  condizioni  atte  ad  assicurare  che 
un  polinomio  della  forma 


Adx'+  mixdy  + 2 Cdxdz  + . ..Fdy'  + 2 Gdydz+.. . Ldz'+  ...  , 


e che  equivale  ( n.°  96  ) a d*u  , si  mantenga  costantemente 
negativo  o costantemente  positivo  nei  cangiamenti  arbitrarii  in 
valori  ed  in  segni  delle  quantità  piccolissime  dx  , dy  , dz  , ... 
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dinotando  A , B , C , F , G,  ...  L, ...  i valori  che  prendono 
le  derivale  parziali 

<ì*u  d‘u  d’u  d’u  d’u  d’u 

dx * ’ dxdy  ' dxds  ' dy * ’ dydz  * ' dz*  ' 

colla  sostituzione  dei  valori  di  x , y , z , ...  somministrati 
dall’ equazioni  (1). 

174.  Per  dare  un  esempio  cercheremo  il  massimo  o il 
minimo  effettivo  della  funzione 

f* 

(a+a;)  (x+y)(y + 6) 

Prendendo  le  derivate  parziali  del  logaritmo  neperiano 
della  funzione , e moltiplicandole  per  z , si  hanno  facilmente 
quelle  della  funzione , 

ds  z[ay — x *)  dz  _ z[bx — y)  /lN 

dx  a:(a+ar)(a;+y)  ’ dy  ~ y(6-t-y)(y+x)  ’ ^ ' 

donde  appare  bentosto  che  per  un  massimo  o minimo  effettivo 
della  funzione  bisogna  porro 

ay  — oc*  = 0 , e bx  — y*  = 0 : (2) 

equazioni  dalle  quali  si  trae  che  oo  e y debbono  essere  le 
due  medie  proporzionali  continue  fra  a e 6 , e che  però 

x ^ V' a*b  , y — V' ab*. 

Dippiù  , se  si  derivi  la  prima  dell’ equazioni  (1)  rispetto 
ad  a;  e la  seconda  rispetto  ad  y , indi  nuovamente  la  prima 
rispetto  ad  y o la  seconda  rispetto  ad  x , e in  ciò  fare  si 
abbia  riguardo  all’  equazioni  (2)  , si  avrà  per  le  tre  derivate 
parziali  di  secondo  ordine  , 

d’z  2*  d’z  _ 2s 

dx*  (a+x)(x-+-y)  ’ dy*  ~ (&-+-y)(x-(-y)  ’ 

d’z  d’z  az  _ bz 

dxdy  dydx  ac(a-f-x)(a:+y)  y{b+y}{x  + y) 

Or  quest’ espressioni  ci  danno 

d*z  d’z  4s*  / d’z  \* abz * 

dx*  ’ dy*  ((*+-*)  (H-yH^+y)*  ’ \dxdy)  ~ xy{n-t-x)(b+y)(. r+yf 

onde  senza  neppur  sostituire  in  esse  i trovati  valori  di  x e y , 
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« manifesto  , in  virtù  dell'  equazione  xy  = ab  , che  la  con- 
dizione comune  al  massimo  ed  al  minimo,  trovasi 

adempiuta.  Epperò  , essendo  negativi  i valori  delle  derivate 
parziali  di  secondo  ordine  rispetto  ad  co  e rispetto  ad  y , 
possiamo  affermare  che  la  proposta  funzione  divenga  effetti- 
vamente un  massimo  pei  trovati  valori  di  x e y : massimo 
che  poi  risulta  espresso  da 

! ==(l/^+l /*)'  \ (a) 

0*6  + 31/ai* -|-ft 

* 175.  Dopo  ciò  che  precede  , la  ricerca  dei  massimi  o 
minimi  delle  funzioni  implicite  di  più  variabili  indipendenti 
non  presenta  altra  difficoltà  , tranne  quella  che  potrebbe 
nascere  dalla  risoluzione  dell’  equazioni. 

Il  caso  più  semplice  è quando  si  vuol  rendere  massima 
o minima  la  funzione  z data  implicitamente  dalla  equazione 

f(x  , y , z)  = 0.  (1) 

dz  dz 

Allora  , dovendo  essere  %—  = 0 e — = 0 , le  derivate 

ax  dy  — 

parziali  di  primo  ordine  ( n.°  104  ) della  (1)  si  riducono  alle  due 

<2>  £ = °'f  = ° <3> 

e quelle  di  secondo  ordine  (n.°  107)  divengono 
*£ÙL  + *L-0  df  A%Z  I =:0  — — 4-  — ^=r0. 

dz  dx*  dx%  ’ dz  dxdy  ' dxdy  ’ dz  dy*  dy* 

Or  l’ equazioni  (1)  , (2)  e (3)  determinano  i valori  x , y , z , 
che  possono  rendere  massima  o minima  la  funzione  z ; e 
dopo  ciò  le  precedenti  equazioni  di  secondo  ordine  determi- 
nano i valori  delle  tre  derivate  di  secondo  ordine  di  z , ì 


(a)  La  funzione  di  cui  qui  si  è trovato  il  massimo  , costituisce  il 
Fattore  variabile  deila  espressione  della  velocità  , che  nell’  urto  dei  corpi 
elastici  si  trasmette  da  una  massa  a , investita  da  una  data  velocità  , 
ad  un’  altra  massa  b in  riposo  , mediante  le  due  masse  interposte  xey 
parimente  in  riposo  , supponendo  che  gli  urti  successivi  di  a contro  .r  , 
di  x contro  y , e di  y contro  b sieno  diretti  e centrali.  { Venturoli  , 
del  Moto  , capo  XXVI  ). 
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quali  ci  pongono  in  islalo  di  pronunziare  sul  massimo  o 
minimo  della  funzione. 

* 176.  Con  più  generalità,  se  essendo  data  l’equazione  (1) 
del  n.°  precedente  si  volesse  rendere  massima  o minima  la 
funzione  9(01  , y , z)  , bisognerebbe  porre  1’  equazioni 


W 


Ìì  — 0 i*  c!l  — Q 

dx'  di  dx  ’ dy  dz  dy 


(3) 


che  dinotano  esser  nulle  le  derivate  parziali  della  funziono 
9(0?  , y , z) , prese  considerandovi  z qual  funzione  implicita 
di  x e y ; ma  dall’equazione  (1)  si  ha  pure 


(*) 


df_  4-  ÌL  — 
dx  dz  dx 


0 


dy  ' dz  dy 


(3) 


dunque  per  opera  di  queste  cinque  equazioni  saranno  deter- 
minali i valori  di  x , y , z , ^ — ,e  poscia  dalle  derivale 

due  dy 

di  secondo  ordine  di  (1) , scritte  nel  n.°  107  , si  faranno  co- 
gniti anche  i valori  di  , 4-r-  . — -•  Allora  dunque  le  note 
0 dx*  dxdy  ’ dy * 1 

espressioni  delle  tre  derivate  parziali  di  secondo  ordine  della 
funzione  9(0?  , y , z)  prenderanno  valori  determinati  , e con 
essi  nulla  più  impedirà  di  pronunziare  sul  massimo  o minimo 
di  tal  funzione. 

É come  superfluo  il  dire  che  quando  fosse  certa  resistenza 
di  un  massimo  o pure  di  un  minimo , la  ricerca  dei  corrispon- 
denti valori  di  x , y , z dipenderebbe  dall’  equazione  (1) 
combinata  colle  altre  due 

df  d<?  df  d< f df  d<f df  dy 

dx  dz  dz  dx  ' dy  dz  dz  dy  ' 

che  nascono  eliminando  tra  (2)  e (i) , e ^ fra  (3)  e (5). 

* 177.  Il  caso  più  generale  è quando  vuoisi  rendere  mas- 
sima 0 minima  una  funzione 

u=  <?(® , y , z , . . .)  (1) 

di  in  variabili , e v’  abbia  tra  queste  un  numero  » di  equa- 
zioni , minore  di  m , 


t-  = 0 , w = 0 


(*; 
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La  prima  idea  che  si  affaccia  è di  eliminare  n delle  va- 
riabili co  , y , z , ...  dalla  funzione  , mediante  le  n equa- 
zioni (2)  , con  che  la  quistione  si  ridurrebbe  alla  ricerca  del 
massimo  o del  minimo  di  una  funzione  di  m — n variabili 
indipendenti  ; ma  questa  idea  è , in  generale , da  rigettarsi . 
polendo  essere  ben  difficile  , se  pure  possibile  , la  detta 
eliminazione.  Un  poco  di  riflessione  però  fa  vedere , che  si 
possono  conservare  nella  funzione  u tutte  le  variabili  ao,y  ,z ,... 
purché  nell'equazione 

^dx  + ^dy  -f-  ...  = 0 (3) 

dx  dy  9 dz  ' ' 

non  si  riguardino  come  indipendenti  fra  loro  tutte  le  quan- 
tità dx  ,dy  ,dz  , ...  , ma  soltanto  in — n di  esse  ; stante  che 
le  n equazioni  (2)  ne  danno  altrettante  fra  dx  , dy , ds , ... 
espresse  da 


,h  7„  I dv  I 

— dx  + — + . . 
dx  dy 


-.0,£dx+%<ly+...=0,<xx.  (t) 


Si  avrà  dunque  un  metodo  più  acconcio  a risolvere  la 
quistione  , servendosi  delle  n equazioni  (4)  per  eliminare 
dall’  equazione  (3)  un  numero  n delle  quantità  dx  ,dy  ,dz , . . . 
che  vi  si  trovano  a primo  grado. 

Questa  eliminazione  può  effettuarsi  elegantemente  col  nolo 
metodo  dei  fattori  indeterminati , e nel  caso  nostro  possiamo 
giungere  al  risultato  di  esso  metodo  , riflettendo  che  pei 
valori  di  x , y , z , ...  capaci  di  rendere  u=0  , w=0  , . . . 
la  funzione  u non  è punto  diversa  dall’altra 


U—u  + w- f-  /3w  + . . . , 

qualunque  valor  finito  si  abbiano  le  costanti  indeterminate 
a , (3  , ...  ; onde  la  ricerca  del  massimo  o del  minimo  si 
può  intraprendere  sulla  seconda  in  cambio  della  prima.  Ora 
trovandosi  nella  seconda  un  numero  w»-f-n  di  indeterminate 
so  , y , s , a. , p , nulla  impedisce  di  cercare  il  mas- 
simo o il  minimo  di  essa  per  rapporto  alle  rn  variabili  x , y , . . . 
riguardate  come  indipendenti  ; perchè  le  n equazioni  date  , 
e le  m equazioni  di  condizione  da  stabilirsi  per  la  esistenza 
di  questo  massimo  o minimo  , danno  appunto  m-\-n  equazioni. 
Ma  queste  m equazioni  , dovendo  essere  (173)  le  derivate 
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parziali  di  U eguagliate  a zero  tornano  espresse  evidente- 
mente da 


— 

dx 


, dv  . dvi  . 

+ 'S  + i33T+- 


. du  , dv  , -dw  , ■ . 

°*  ^ + *^  + '3^  + -aS°'eCC  (5) 


dunque  con  n di  quest’  equazioni  ( le  più  acconce  all'  uopo 
nei  singoli  casi  ) potranno  eliminarsi  le  n costanti  indeter- 
minate * , £ , ...  dalle  rimanenti  m — n equazioni , che  per 
tal  modo  conterranno  le  sole  variabili  x , y , . . . , e che  uni- 
tamente alle  n equazioni  date  sommano  allo  stesso  numero  m 
di  queste  variabili.  In  seguito  converrà  formare  (giovandosi 
del  capitolo  X ) le  derivate  parziali  successive  della  funzio- 
ne u per  rapporto  alle  variabili  indipendenti , che  di  nu- 
mero sono  m — n , e per  le  quali  possono  scegliersi  quelle 
che  si  stimano  più  acconce  alla  semplicità  del  calcolo  : le 
quali  derivate  vanno  indi  sottoposte  alle  prove  stabilite  nelle 
teoriche  precedenti. 

* il 8.  Giova  osservare  che  le  dette  m equazioni  di  condi- 
zione punto  non  si  muterebbero  scambiando  la  funzione  u 
con  una  qualunque  delle  fuuzioni  v , w , . . . ; per  modo  che 
si  perviene  alle  stesse  equazioni  tra  x , y , z , . . . se  in  luogo 
di  cercare  il  massimo  c il  minimo  della  funzione  « supponendo 
r = 0 , w = 0 , ...  si  cercassero  il  massimo  e il  minimo  della 
funzione  v supponendo  w=0,w=0,  ...  , o quelli  della 
funzione  w supponendo  u = 0 , v = 0 , . . . Inoltre  è chiaro 
che  senza  alterare  1 equazioni  di  condizione , si  possono  mu- 
tare le  funzioni  u,v,  w , ...  nelle  altre  u+A  , v-\-B  , w-f-C, ... 
purché  le  A , B , C , ...  sieno  quantità  costanti. 

* 479.  Nel  caso  particolare  in  cui  non  vi  ha  che  una  sola 
equazione  v=0  tra  le  variabili  x ,y  , z , ...  della  funzione  u 
di  cui  si  cercano  il  massimo  e il  minimo  valore , l’ equazioni  (5) 
del  n.°  477  divengono 


du  , dv  - du  , dv 

f-  * ~ — 0 , —-{-a  — 

dx  dx  dy  dy 


= 0 , ecc. 


onde  per  la  eliminazione  di  * se  ne  deduce 


du 

du 

du 

dx 

dy  _ 

dz 

dv~ 

dv~ 

dv 

dx 

dy 

7z 
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Questa  forinola  equivale  ad  m — \ equazioni  distinte  , le 
quali  colla  equazione  r = 0 sono  a numero  per  determinare 
i valori  di  co  , y , z , ... 

* 180.  Sia  per  esempio  la  funzioue 

u s=  . . . , 

ed  abbiasi  nel  tempo  stesso  l’equazione 

v = ax  -f-  by  + « 4*  • • • — A = 0 , 

dove  a, è, c,...  A,*, /3,y,...  si  suppongono  essere 
costanti  e positive 

Differenziando  la  funzione  u , e dividendo  per  la  stessa 
funzione  a Gne  di  conoscere  più  agevolmente  ( come  vedremo  ) 
che  essa  ammette  solo  un  massimo,  si  ha 

du  dx  , „ dg  , di  . , 

u x y x ' ' 

È poi  da  un’  altra  parte 

dv  as  adx  -f-  bdy  -f*  cds  + ...*=*  0 , 
dunque  l’ equazioni  (6)  del  n.°  precedente  ci  daranno 

- = ^=i= 

M by  ci 

ma  è noto  che  avendosi  più  frazioni  eguali , esse  uguagliano 
ancor  quella  che  ha  per  termini  la  somma  dei  numeratori  c 
la  somma  dei  denominatori  : dunque  avremo 

— s=b  — «s  — =b  re  *~H?+y+'  • • __  • - 

ax  by  ex  ax-t-by+cz ...  K 

in  virtù  dell’  equazione  t;  = 0 , e per  conseguenza 

a K j3  K y K 

X aa+p-HH-- • • b • • ’*  c . . ,OCC* 

Or  dovendosi  aver  per  fermo  che  questi  valori  rendono 
nullo  il  differenziale  du  , quando  si  abbia  riguardo  all' equa- 
zione o=0,  è facile  vedere  che  i medesimi  daranno  un 
valore  negativo  pel  differenziale  <Tu  : e in  fatti  differenziando 
l'equazione  (t)  si  ottiene 
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Adunque  possiamo  afTerraare  che  la  proposta  funzione  divenga 
un  massimo  pei  detti  valori  : questo  massimo  risulta  poi 
espresso  dalla  forinola 

di  cui  si  scorge  essere  un  caso  particolare  quella  rinvenuta 
nel  primo  esempio  del  n.°  160  : come  dovea  essere  per  la 
simigliane  di  quell'  esempio  al  presente. 

CAPITOLO  XVII. 

Serie  o teoremi  di  Taylor  e di  Stirling. 

481.  Sia  f(x)  una  data  funzione  di  x , continua  da  un 
qualunque  valore  di  x sino  ad  ®-J -h.  Sarà  lecito  supporre 

+ O-l-W®.*)  - («) 

a condizione  che  la  funzione  ignota  $ sia  del  pari  continua 
da  X ad  x •+•  h ; poiché  i due  membri  risultano  identici 
quando  A = 0.  (a) 

Or  dall'  equazione  (1)  desumendosi 

avremo  ( n.°  144  ) per  h = 0 , 

9(® . °)  “5*=rw . 

e quindi  sarà  lecito  supporre 

, 9(o>  , h)  = /*(®)  + %(<r  , h)  , 


(a)  In  verità  sarebbe  stato  più  generale  il  supporre 
f[x  + h}  = f[x)  -f-  h“<?{x  , A) 
dinotando  * un  qualunque  esponente  positivo;  ma  siccome 

A“<p(*  , h)=k  . kx~’<f[x  , A]  , ed  A . hx~'tf[x  , A) 
è pure  una  funzione  di  x ed  A,  abbiamo  adottato  la  forma  più  semplice. 
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a patto  die  la  funzione  <f,  sia  pure  continua  da  «adai-f -h. 
In  virtù  di  questa  nuova  supposizione  l’equazione  (1)  mutasi 
nell'  altra 

f(x  + h)  » f(cò)  + hr(i r)  + h\(x  , h)  , (2) 

la  quale  già  incomincia  a mostrare  il  cercato  sviluppo  di 
secondo  le  potenze  di  h. 

In  simil  modo  dall’  equazione  (2)  desumendo  , li)  si 
ottiene 

, ,)  _ /!»+») -fal-W  , 

onde  per  h *=  0 avremo  dallo  stesso  n.°  dianzi  citato  , 

*fa5  o)-0-r(«+*)-rw_o_ffl. 

u;  — 0—  2A  0 2 

Questa  equazione  ci  autorizza  a supporre  di  nuovo 

t.(®  , h)  = Ctl  + ùq>,(a > , h) 

a patto  ancora  che  la  funzione  <?,  sia  continua  da  x ad  x-\-h  , 
e con  ciò  l’equazione  (2)  si  cangia  nell'altra 

f{x  + h)  = f(x)  + hT(a i)  + y /»  + , h).  (3) 

In  egual  modo  , il  valore  che  prende  per  h = 0 la  fun- 
zione desunta  da  questa  equazione , tornando  espresso  da 
r"[x)  . . 

, si  e autorizzato  a supporre 


2.3 


9»(®  . A) 1 


.rw 

2.3 


-f  *9,  (a?  , A)  , 


il  che  muta  la  precedente  espressione  (3)  di  f(ao  + h)  nel- 
l’ altra 

A*+A)-A®)+v(®)+^r(®)+^n®)+^.(® . h)  ■■ 

dalla  quale  essendo  finalmente  palese  la  legge  che  seguono 
i termini  affetti  dalle  derivate  successive  di  f{x)  , possiamo 
scrivere  in  generale 

rt* + h) = f[x) + vt®) + ? r (®) + ri  n®> + • • • 

+ a.,8:i<riV-i)^"W  + ■ *) • 
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Or  quando  l’ ultimo  termino  di  questa  espressione  converge 
a zero  a seconda  che  cresce  « , è chiaro  che  la  medesima 
protratta  all’  infinito  esprime  f[x  + h)  ; dunque  in  tal  caso  , 
e soltanto  in  esso , può  dirsi  vera  1’  equazione 


f(w  + h)  - fico)  + hf'(x)  + r » 4-  ecc.  (T) 

che  dicesi  teorema  o serie  di  Taylor  dal  nomo  dell’ inventore , 
e che  senza  dubbio  è una  delle  più  belle  e importanti  appli- 
cazioni del  Calcolo  differenziale. 

* 182.  Quanti  che  sieno  i termini  della  serie  di  Taylor  che 
uno  voglia  considerare  , e che  non  sono  finiti  di  numero  se 
non  quando  la  funzione  f{x)  è algebrica  razionale  intera  , 
si  scorge  la  necessità  di  determinare  quella  delle  funzioni 
indicate  da  9 , 9,  , 9, , ecc.  che  si  ravvisa  nella  espressione 
la  quale  va  unita  ai  detti  termini , senza  di  clic  non  sarebbe 
completo  il  valore  di  f{x  + h).  Il  perchè  , non  essendo  qui 
il  luogo  di  effettuare  compiutamente  questa  determinazione  , 
saremo  contenti  di  trovare  almeno  i limiti  fra  i quali  è com- 
presa ciascuna  di  tali  funzioni  , e insieme  la  forma  di  esse  : 
il  che  nondimeno  conduce  a risultati  importantissimi. 

Detti  in  primo  luogo  P e Q i limiti  inferiore  e superiore 
di  9 , avremo  da  x ad  x -f- /1 , per  l’equazione  (1) , 

f(x+h)>f(x)  + hP  , e f(x4h)<f{x)  + hQ, 

ossia 


f(x  + h)-fx-hP> 0,  e f(x  + h)-f(x)-l,0< 0; 

ma  i primi  membri  di  queste  ineguaglianze  divengon  nulli 
con  h , dunque  le  medesime  si  troveranno  soddisfatte  ( n.°  83  ) 
se  nel  detto  intervallo  le  derivate  di  tali  membri  rispetto  ad  À 
avranno  valori  finiti , e gli  uni  di  segno  simile  gli  altri  di 
segno  contrario  a quello  di  li  ; cioè  a dire  , se  sarà 


dn 


e 


^-0<« 


quando 


h è positivo  , ed  al  contrario 

£fe±il_p<0,  „ - 0>o 

dn  dn 


quando  h è negativo.  Ora  è visibile  che  queste  condizioni 
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saranno  adempiuto  prendendo  per  P il  valore  più  piccolo  e 
per  Q il  più  grande  , o viceversa  , fra  tutti  quelli  che  assume 

la  funzione  da  A = 0 sino  ad  A =A. 

dh 

Prima  di  andare  innanzi  nello  stesso  modo  , giova  osser- 
vare che  per  la  natura  dcUa  funzione  f[a>-\-h) , o se  sì  vuole 
pel  n.°  57  , la  derivata  di  qualunque  ordine  di  questa  fun- 
zione , presa  rispetto  ad  k o prosa  rispetto  ad  ao  è identica- 
mente la  stessa  , e si  può  dedurre  dalla  derivata  dello  stesso 
ordine  della  funzione  f(x)  surrogando  oo-\~h  ad  x. 

Ciò  posto  , supponendo  che  P e Q sieuo  i limiti  inferiore 
o superiore  di  q>,  , 1’  equazione  (2)  ci  darà 

fi*  + A)>/W  + A/>)4-A’P,  f[*+h)<f(x)  + m*)+l''Q  , 
o che  torna  lo  stesso , 

/•(a,  -f  h)  - i{x)  — hf{t p)  - A*  P> 0 , 
flp  + h)  — f[x)  — hr(x)  - A*  Q<  0 ; 
e queste  ineguaglianze  , stante  che  i primi  membri  di  esse 
divengon  nulli  con  h , si  troveranno  adempiute,  in  virtù  del 
citato  n.°  83  , se  da  h — 0 sino  ad  h = A le  loro  derivale 
rispetto  ad  h avranno  valori  finiti , e tali  inoltre  da  essere 

([x  -J-  h) — rix)  2/»P  >0  , 

r(®+*)-rc®)-»G< o » 

o viceversa.  Ora  i primi  membri  di  quest’ altre  ineguaglianze 
divenendo  pur  nulli  con  h , si  può  loro  applicar  di  nuovo  il 
detto  n.a , e con  ciò  le  notate  condizioni  saranno  soddisfatte 
se  ha  h = 0 fino  ad  A = A le  derivate  di  essi  rispetto  ad  A 
siano  finite , e si  abbia 

*>0  . e */>  + A)_C><0, 

o viceversa.  In  questo  caso  dunque  saranno  limiti  di  o,  il 
più  piccolo  ed  il  più  grande  fra  i valori  che  assume  la  deri- 
vata di  secondo  ordine  /‘"(cc)  da  a;  ad  x + A , divisi  per  2. 

Col  medesimo  ragionamento  i limiti  di  <?,  si  trovano  es- 
sere il  minore  ed  il  maggior  valore  che  assume  f"(x)  da  ae 
ad  x -(-  A , divisi  per  2.3  ; e per  induzione  quelli  della  fun- 
zione ( delti  sempre  P e Q)  risultano  eguali  al  più 
piccolo  ed  al  più  grande  dei  valori  presi  da  rn)ia%)  ncl  me- 
desimo intervallo,  divi»  per  2.3.4i..  n. 
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Dunque  supponendo  estesa  la  serie  di  Taylor  lino  al  ter- 
mino nmmo  , il  valore  di  f(x  -f-  li)  sarà  contenuto  fra  quelli 
dell’  espressioni 


/(«)+ VM+t  /»+•  • ■+ /■<'"'(«)  + rr. 

rt»)+ vw+f  /»+ . • • + t'-*  (®) + *r  p. 


Essendo  così,  quando  accade  che  la  funzione  f(x)  cresca 
passando  la  variabile  da  a;  ad  a?  +A , si  potrà  supporre 


2.3.4. . .n 


, Q Q- 


2.3.4. „n 


/(»>  (*  + />); 


e inversamente  , si  potrà  supporre 


;isrr/-,(»+‘)''C= ino: 


quando  la  funzione  f(x)  decresca  nel  passaggio  continuo  della 
variabile  da  x ad  x -f-  A.  In  generale  poi , dinotando  con  6 
una  frazione  positiva  ed  incognita  , affinchè  il  valore  di  x + GA 
cada  fra  quelli  di  x c di  a?  + li,  sarà 

<R) 

il  termine  da  sostituirsi  all1  ultimo  delle  recate  espressioni  |>er 
ottenere  l’ esatto  valore  di  f(x  -f-  A) , il  quale  per  tal  mezzo 
risulta  finalmente  espresso  da 

Kx+h)= n») +hr(x) + £rw+  nri*)+.  ■ ■ 

+ • 

* 183.  È facile  vedere  che  1’  ultimo  termine  di  questa  tòr- 
mola , il  quale  dà  il  valore  esatto  del  resto  della  serie  dopo 
i primi  n termini , converga  a zero  quando  son  finiti  i va- 
lori di  da  x ad  x -f-  A per  tutti  i valori  possibili  di  n. 

A" 

Ciò  nasce  da  che  il  fattore  - — ■ , del  detto  ultimo  ter- 

mine  converge  necessariamente  a zero  al  crescere  di  n , e 
per  esserne  convinto  basta  osservare  che  quando  n avrà 
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sorpassato  h , e gli  si  aggiungerà  1 , l' espressione 


A" 


2.3.4. . .w 


verrà  moltiplicata  per  ; ma  questa  frazione  impiccolisce 

visibilmente  al  crescere  di  n , e se  anche  rimanesse  costante , 
moltiplicata  indefinitamente  per  sè  stessa  tenderebbe  a zero  : 
dunque  con  piu  ragione  tenderanno  a zero  le  frazioni 
A»-*-.  A*-*-*  A"+3 


2.3. . .(«-hi)  ’ 2.3. . .(n-|-2)  ’ 2.3...(»H-3)  ’ " ' 
che  si  possono  riguardare  come  prodotti  di 
A"  _ A A*  As 

2.3. . .»  per  n+1  ’ (»+l)(«+2)  ’ (*+-l)(»H-2)(»H-3) 


* 184.  Nello  sviluppo  del  nuovo  stato  di  grandezza  della 
funzione  f(x) , indicato  da  f[x  + h) , secondo  le  potenze 
ascendenti  di  h , convien  distinguere  la  ipotesi  in  cui  x ed  h 
si  lasciano  indeterminate  , da  quella  in  cui  x , o insieme  x 
ed  h prendono  valori  particolari.  Nella  prima  lo  sviluppo  non 
saprebbe  andare  che  secondo  le  potenze  intere  e positive  di  h : 
infatti  ammettendo  solo  che  abbia  la  forma  generalissima 

f{x)  + . /i*  + 4(<r)  . h?  + x(®)./iy  + . • . 

e che  « , /3  , y , ecc.  vadano  crescendo  , se  questo  sviluppo 
contenesse  potenze  negative  di  h , facendovi  h = 0 i termini 
affetti  da  tali  potenze  diverrebbero  infiniti  , e tale  in  conse- 
guenza diverrebbe  pure  f{x)  ; ciò  che  non  può  aver  luogo 
se  non  per  valori  particolari  di  x.  Se  poi  lo  sviluppo  con- 
tenesse anche  un  sol  termine  affetto  da  potenza  funzionarla 
di  h , siccome  per  la  natura  dei  radicali  questo  termine  am- 
mette tanti  valori  diversi  , tra  reali  ed  immaginarii , quante 
unità  si  contengono  nell’  indice  del  radicale  , e siccome  questo 
radicale  è al  dippiù  dei  radicali  o delle  funzioni  multiformi 
che  si  possono  contenere  in  f(x)  e f[x  + h)  , ne  viene  in 
conseguenza  che  lo  sviluppo  della  funzione  f(x+h)  ammette- 
rebbe più  valori  che  non  ammette  la  funzione  stessa  f(x  4-  li)  : 
or  questo  può  avvenire  per  qualche  valor  particolare  di  a?  , 
il  quale  annulli  alcun  radicale  contenuto  in  f(x)  , perchè  questo 
radicale  viene  allora  surrogato  dalla  potenza  frazionaria  di  h 
contenuta  nello  sviluppo;  ma  non  può  certo  avvenire  quando  x 
c tuttora  indeterminata. 
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* 186.  Venendo  ora  alla  ipotesi  che  x riceva  un  valor  par- 
ticolare a , gioverà  notare  cinque  casi. 

Il  primo  è quando  per  x = a la  funzione  f(x)  prende 
un  valor  finito  , o inoltre  i radicali  o le  altre  funzioni  multi- 
formi che  in  essa  potrebbero  contenersi  , prendono  valori 
effettivi.  In  tal  caso  le  considerazioni  addotte  nella  ipotesi 
di  x indeterminata  nulla  perdendo  della  loro  forza  , lo  svi- 
luppo di  f[a  + h)  dovrà  procedere  secondo  le  potenze  intere 
e positive  di  h , e quindi  si  potrà  ottenere  dalla  serie  di 
Taylor. 

* 186.  Il  secondo  caso  ha  luogo  quando  per  x—  a la  fun- 
zione f[x)  risulta  finita  come  nel  primo  , ma  qualche  radi- 
cale o altra  funzione  multiforme  in  essa  contenuto  , sparisce 
per  l’ annullamento  di  un  fattore  razionale  da  cui  trovasi  mol- 
tiplicato. É facile  vedere  che  ancora  in  tal  caso  la  serie  di 
Taylor  debb’  essere  applicabile  allo  sviluppo  di  f(a  -f-  h)  in 
serie  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  di  h : infatti 
supponendo  , per  esempio  , che  il  prodotto 

r 

(x  — a)m  (x  — b)q 

faccia'  parte  della  funzione  f(x) , si  vede  che  il  medesimo 
svanirà  pel  valore  x=a  che  rende  nullo  il  fattore  (x — a)m  ; 
ma  siccome  I’  esponente  m intero  e positivo  del  binomio  x — a 
diminuisce  di  una  unità  ad  ogni  differenziazione , avverrà 
(n.°8I)  che  nelle  derivate  di  f(x)  degli  ordini  tn,,imo  e suc- 
cessivi , non  mancheranno  termini  dove  tal  binomio  cesserà 

p 

di  moltiplicare  il  radicale  (x  — b)v  , onde  questo  radicale  , 

p 

esistente  sotto  la  forma  (a — b-{-h)q  in  f(a-^-h)  , e scomparso 
in  f(a)  , f'(a)  , f"(n)  , . . . /I*— *>( a)  , riappare  sotto  la  for- 

p 

ma  (a — b)q  in  flm)(a)  , /■(«•-+»>(«)  , ...  e quindi  ripugna  che 
lo  sviluppo  di  f{a  + h)  possa  contenere  alcuna  potenza  frazio- 
naria di  h. 

Da  ciò  peraltro  non  bisogna  inferire  , che  in  tal  caso  la 
serie  di  Taylor  deliba  prolungarsi  almeno  fino  al  termine  in- 
clusivo dove  il  detto  radicale  ricomparisce  ; poiché  questo 
radicale  non  lascia  mai  di  sussistere  coi  suoi  moltiplici  valori 
Cale.  Diff.  21 


Digitized  by  Google 


162  ELEMENTI 

nel  resto  della  serie  , il  quale  dee  sempre  unirsi  ai  termini 
di  questa  perchè  insieme  facciano  l'equivalente  di  f(a-j~h). 

' 187.  Ha  luogo  il  terso  caso  quando  per  x » a la  funzio- 
ne f(x)  resta  finita  come  nel  primo  e nel  secondo  , ma  uno 
o più  dei  radicali  in  essa  contenuti  divengon  nulli  da  loro 
stessi , come  avverrebbe  se  fosse 

p 

f(.r)  = *(<r)  + 4(r) . {x—  a)**'  , 

dinotando  ? e | funzioni  algebriche  razionali  e intere  di  x , 
che  non  si  annullano  per  x = a. 

In  questo  caso  la  sostituzione  diretta  di  a + h in  luogo 
di  x dà 

f{a  + li)  «*=  ^>(fl  -f-  h)  -f-  4(a  + A)  . h 1 ; 

il  perchè,  essendo  y(u  + h)  e 4-{a-\-h)  sviluppabili  (in  virtù 
del  primo  caso  ) secondo  le  potenze  intere  e positive  di  h , 
è chiaro  che  lo  sviluppo  di  f(a+h)  procederà  in  simil  modo 
fino  al  termine  , e che  dipoi  conterrà  le  potenze 

mH — m-M  — Tn*4-2  tw-4-SH — 

h q , h , h q , h , h q , ecc. 

Ma  d'altra  parte  le  derivate  di  f{a>)  sino  all’ ordine metimo  in- 
clusivo son  finite  per  ® = a,  e tutte  le  altre  divengono  infinite, 
a motivo  che  racchiudono  termini  dove  il  binomio  x — a 
trovasi  affetto  da  esponenti  negativi  ; dunque  si  scorge  che 
la  serie  di  Taylor  coi  termini  i quali  restano  finiti  per 
fornisce  altrettanti  termini  dello  sviluppo  di  f\a  -f-  hi)  , e con 
quelli  che  divengono  infiniti  accenna  che  i termini  susseguenti 
dello  sviluppo  contengono  , tutti  o parte , potenze  frazionarie 
di  h.  Ciò  ha  fatto  dire  che  nel  caso  in  quistione  la  serie  di 
Taylor  è in  difetto  per  x = a : proposizione  la  quale,  per 
ciò  che  abbiamo  detto  , va  intesa  nel  senso  che  solo  alcuni 
termini  ( a contar  sempre  dal  primo  ) , e non  già  un  numero 
qualunque  di  termini  dello  sviluppo  di  f(n  + h)  secondo  le 
potenze  ascendenti  di  h , possono  dedursi  dalla  serie  di  Taylor 
applicata  direttamente  alla  funzione  f(ec) , dovendosi  per  gli 
altri  ricorrere  ad  altri  artifìzii  di  analisi,  i quali  si  riducono 
ad  applicare  la  serie  stessa  di  Taylor  a delle  parti  , o a dei 
fattori  di  f(r). 
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* 488.  Il  quarto  caso  ha  luogo  quando  per  x—ci  diviene 
infinita  la  funzione  f(x),  e in  conseguenza  tutte  le  sue  deri- 
vate (n.°  87).  Il  vero  sviluppo  di  f{a  -f  /»)  secondo  le  po- 
tenze ascendenti  di  h dee  allora  comprendere  potenze  negative, 
altrimenti  non  potrebbe  avvenire  che  facendovi  A=0  divenisse 
infinito  al  pari  di  f(a).  Ora , di  accordo  conciò  che  precede, 
si  vede  che  in  questo  caso  niun  termine  dello  sviluppo  di  f[a-rli) 
potrò  esser  dato  dalla  serie  di  Taylor,  di  cui  tutti  i termini 
divengono  infiniti , e quindi  essa  con  maggior  ragione  si  dice 
in  difello.  Pertanto  ad  ottenere  il  richiesto  sviluppo  fa  mestieri 
tenere  altro  modo  ; e se  fosse  per  esempio 

?(.*) 


A*)- 


(*- 


diuolando  in  un  numero  positivo  , e una  funzione  che 
prende  valor  fluito  insieme  con  tutte  le  sue  derivate  quando 
xs=a,  basterebbe  trovar  lo  sviluppo  di  colla  serie 

di  Taylor,  e moltiplicare  il  risultato  per  lrm. 

489.  Meritevole  di  particolare  attenzione  è il  caso  in  cui 
nella  serie  (T)  del  n.°  18 f si  suppone  .r=0  , poiché  in  seguilo 
cangiandovi  A in  a;  si  ottiene 

f(x)  - f( 0)  + f f (0)+  n 0)  + ,-^3  r ( 0)  + ecc.  (S) 


che  costituisce  il  teorema  o la  serie  di  Stirling , mercè  la  (juale 
una  funzione  qualunque  di  x si  può  sviluppare  ( generalmente 
parlando)  secondo  le  potenze  intere  e positive  di  x. 

* Di  maggiore  importanza  però  è la  medesima  serie  fornita 
del  suo  resto,  la  quale  nasce  dal  porre  x = 0,  nell’altra  (A) 
del  n.®  182  , e viene  espressa  da 


a»*)  - a o)  +j  m + f-2  n«)  ■ +-^3  n») + 


+ 


x—1 


(B) 


In  questa  s intende  sostituito  f)x  ad  x dopo  cifctluala  la  de- 
rivazione , e se  1 ultimo  termine  di  essa  ( in  cui  6 esprime 
sempre  una  frazione  positiva  ) converge  a zero  a seconda  clic 
cresce  n , la  serie  (S)  di  Stirling  dovrà  stimarsi  convergente. 

* 190.  Quando  la  ir  è indeterminata  , come  suol’ essere  nelle 
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ricerche  meramente  specolative  e fondate  sulla  serie  di  Taylor , 
è necessaria  la  considerazione  del  resto  per  dare  alle  dimo- 
strazioni il  rigore  conveniente  ; ma  in  generale  non  è egual- 
mente necessaria  la  considerazione  del  valore  attribuito  ad  h , 
il  quale  sovente  può  restare  indeterminato  e supporsi  arbi- 
trariamente piccolo.  Non  sarebbe  però  lo  stesso  quando  in 
un'  applicazione  speciale  convenisse  desumere  il  valore  esalto 
od  approssimativo  di  f{x  + li)  , corrispondente  a valori  as- 
segnati di  x ed  h , dalla  funzione  f(x)  : in  questo  caso  la 
considerazione  del  valore  di  h diventa  essenziale  , ed  acciò 
la  serie  abbia  per  limite  f(x  -+■  h)  basta  rendersi  certo  che 
il  fattore  fin)(x-\-  f)h)  del  resto  corrispondente  ad  n termini 
della  serie  , sia  continuo  da  x ad  x -f-  h , avendo  x ed  /*  i 
valori  assegnati.  Quindi  nella  forinola  (A)  le  derivate  di  ordine 
superiore  all’  ntsimo  non  vanno  soggette  a veruna  condizióne , 
e possono  essere  discontinue  da  x ad  x-\-h  senza  che  la 
formola  cessi  di  essere -esatta.  E parimente  la  formola  (B) 
non  esige  veruna  condizione  nelle  derivate  di  ordine  superiore 
all'  n’“mo , le  quali , salva  l’asattezza  della  formola  , potrebbero 
essere  discontinue  da  zero  ad  x.  Adunque  gli  sviluppi  desunti 
dalle  serie  di  Taylor  e di  Stirling  possono  essere  esatti  fino 
ad  un  certo  termine  , e più  oltre  divenire  inesatti. 

* 191.  Merita  intanto  di  esser  notato  che  quantunque  sia 
adatto  naturale  che  quando  il  resto  della  serie  di  Taylor  con- 
verge a zero  al  crescere  di  n la  serie  è convergente  , perchè 
allora  ha  per  limite  f[x  + h)  , pure  la  reciproca  di  questa 
proposizione  non  è sempre  vera , potendo  avvenire  che  la  serie 
sia  convergente  senza  che  il  resto  ( il  quale  perciò  si  dee 
sempre  valutare  direttamente  ) converga  a zero  ; nel  qual  caso 
la  somma  della  serie  non  coincide  punto  colla  funzione 


Infatti , essendo  nulla  per  x — a la  funziono  e 
con  tutte  le  sue  derivale  ( n.°  148  ) , l’applicazione  della  for- 


mola di  Taylor  alle  funzioni  f(x)  e f(x)  e (x— darà 
per  x — a una  sola  e identica  serie  , la  quale  s’  è conver- 
gente , o direni  meglio  se  f^{x)  ha  valor  finito  per  tutti  i 
valori  possibili  di  n da  x — a ad  x = a -f-  h , esprimerà 


fin  -|-  h)  c non  già  f{a  -f-  h)  -j-  c *\  Ciò  non  toglie  elio 
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il  valore  assunto  da  una  data  funzione  di  x quando  si  so- 
stituisce a?  + /i  ad  x,  si  possa  sviluppare  (quando  n’è  capace) 
in  una  serie  convergente  ed  ordinata  secondo  le  potenze  in- 
tere e positive  di  h colla  formola  di  Taylor  , perchè  due  serie 
convergenti , e di  somme  uguali  per  tutti  i valori  della  lettera 
rispetto  a cui  son  ordinato  , debbono  essere  le  stesse  , termine 
a termine  ; ma  per  esser  certo  che  la  serie  convergente  otte- 
nuta eolia  formola  di  Taylor  esprima  il  valore  assunto  dalla 
funzione  data  quando  x cresce  di  h , è necessario  che  il  resto 
della  serie  converga  a zero  a seconda  che  si  considerano  più 
termini  di  questa  serie  ; e la  ragione  intrinseca  di  questo 
fatto  si  è , che  due  funzioni  di  x , e le  loro  derivate  sino  ad 
un  ordine  qualunque  ( ed  anche  sino  all’  infinito  ) possono 
prendere  valori  eguali  tra  loro,  ciascuno  a ciascuno,  quando  x=a , 
ed  avere  ciò  nondimeno  valori  differenti  quando  x—a-\-h  ; del 
pari  che  due  curve  aver  possono  un  punto  comune  , ed  in 
questo  aver  eguali  non  solo  le  ordinale  ma  bensì  le  loro  derivale 
fino  ad  un  ordine  qualunque , senza  per  ciò  coincidere. 

* 192.  I resti  delle  serie  di  Taylor  e di  Stirling  ammettendo 
ancora  un’  altra  forma , sotto  la  quale  in  alcune  applicazioni 
tornano  più  utili  della  prima  , faremo  opera  di  rinvenirla  qui 
appresso. 

Mutiamo  nella  formola  (A)  del  n.°  182  , x in  z , ed  /< 
in  x — z : sarà 

rt«)-rt*)+(*-»)r  w+!^‘rw+...  j 

Surroghiamo  ora  per  brevità  9(3)  all’  ultimo  termine  , osser- 
vando però  che  il  medesimo  si  annulla  quando  x = s , e 
prendiamo  poscia  le  derivate  dei  due  membri  per  rapporto 
a z.  Fatte  le  riduzioni , verrà 

°=o ^^W+fW. 

.biute  ì.'(»)  = — a(3~^'!~'ii  i (2) 

ma  nella  forinola  (I)  del  n.°  181  cangiando  h in  z — x , e 
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la  caraneristica  f in  9 , e nel  secondo  membro  fermandosi 
al  primo  termine , si  ha  in  virtù  della  forinola  (A) 

9(*)  =»*(»)  + (*— »)*'[»  + #(*—  xj\  , 

o piuttosto 

*(*)“(*— »)*!»  + •(*— »)]  » (3) 

a motivo  che  9(2)  dee  annullarsi  quando  x = z;  e d’ altra 
parte  nell’equazione  (ì)  cangiando  z in  x 4-6(3  —x)  , viene 

♦I» +6(«—»)}—  — '^3,^-1)  ' + a*)]  , 

dunque  la  precedente  equazione  (3)  d darà 

*(*>=-2-x:t(£is  (*r-r»t»+«(*-®)] : 

e sarà  questa  l' espressione  da  sostituirsi  all’  ultimo  termine  , 
cioè  al  resto  dello  sviluppo  (1). 

Ponendo  ora  s = 0 nel  medesimo  sviluppo  (1) , torneremo 
ai  primo  e completo  sviluppo  di  Stirling  , e sostituendo  per 
semplicità  6,  ad  1 — 6 , e quindi  1 — 6,  a 6 , sarà 


r(o)+^no)+jx3r(»)+  • 


-f* 


r#-,)(0)+ 


g*(i— >,r 


(B.) 


2.3. ..(«-!)'  ~T~  2.3.  ..(n — 1) 1 

dove  0,  indica  pure  una  ignota  frazione  positiva. 

È ora  palese  la  differenza  di  forma  tra  il  resto  primitivo 


ÌTTtW»).  eravate  . 

che  alcune  volte  è più  acconcio  , come  vedremo  , a manifestare 
se  lo  sviluppo  converga  o no  verso  f(x). 

* 193.  Dopo  ciò  , per  avere  la  nuova  forma  del  resto  dello 

sviluppo  di  Taylor  basta  supporre 

f(x)  *=  F[x  + h ) , 
il  che  somministrando 


m = F(x+k) , />)«*> +*) , n*)=*  f'> + *) . <**. 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  DIFFERENZIALE. 


167 


avremo  per  x » 0 

/w= m , m= F[h) , m = ha)  , rw = f"w . ecc. 

e quindi  lo  sviluppo  (B,)  del  n.°  precedente  si  volterà  nel- 
l’ altro 


F[x  + h)  = m + \ F(A)+  ^ F\h)  + ^ F"'(h)  + ... 

da  cui  scambiando  fra  loro  le  lettere  A ed  x , e rimettendo 
poi  la  caratteristica  primitiva  / in  luogo  di  F , si  avrà 

«*+ *)=/w+  5 n*>+  /»+  rw+  • • ■ ) 

+ »:».  *T.-«)  '"-"W + àxq£)  'w<« + »■*)  1(A,> 

per  lo  sviluppo  di  Taylor  col  resto  presentato  sotto  altra  forma. 


CAPITOLO  XVIII. 


Applicazioni  delle  serie  di  Taylor  e di  Stirling 
ad  alcune  futizioni  semplici. 

194.  Quando  col  teorema  di  Taylor  applicato  alla  funzione 
f(x)  si  sviluppa  in  serie  il  nuovo  stato  di  grandezza  di  questa 
funzione,  indicato  da  f(x-\-h),  ciò  si  pratica  ordinariamente 
col  fine  di  sostituire  lo  sviluppo  al  detto  nuovo  stato  di  gran- 
dezza ; è dunque  necessario  che  uno  equivalga  all’  altro  , o 
almeno  che  abbia  quest’  altro  limite.  Ora  ciò  importa  non  solo 
che  lo  sviluppo  sia  convergente  , cioè  a dire  (siccome  è noto) 
che  si  avvicini  indefinitamente  ad  una  quantità  fissa  , ma 
inoltre  che  questa  quantità  fissa  sia  proprio  f(x  -j-  A).  Per 
verità  questa  seconda  condizione  include  la  prima , e non  al 
contrario  ( n.°  191  ) ; ma  tuttavia  è piò  facile  vedere  se  essa 
abbia  o no  luogo  , quando  si  sappia  che  si  verifica  e fra  quali 
valori  di  x si  verifica  la  prima  , restando  allora  a vedere  se 
fra  i medesimi  valori  il  resto  della  serie  converga  o no  a zero. 
Essendo  dunque  utile  il  dar  principio  dal  vedere  se  la  serie 
sia  convergente  , premetteremo  alcuni  casi  o caratteri  della 
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convergenza  delle  serie  generalmente  considerate  , i quali 
comunque  sieno  propriamente  di  competenza  dell’Algebra  , 
pure  non  si  trovano  in  tutti  gli  elementi  di  questa  scienza. 

495.  In  primo  luogo  una  serie  è convergente  quando  i suoi 
termini  convergono  a zero  , e sono  alternativamente  positivi 
e negativi. 

Allora  infatti  la  forma  della  serie  essendo 
A — B+C  - D + E — F+  G — eco. 
nulla  impedisce  di  cangiarla  nelle  altre 


A — ( B — C)  — (D  — E)  — ecc. 

A-B  + {C-  D)  + (£— F)  +ecc. 

A — B-f-  C — (D  — E)  — (F — G)  —ecc. 

Ora  i binomii  chiusi  nelle  parentesi  essendo  positivi  in  virtù 
della  ipotesi 

A>F>C>D>£>F>G... 

si  scorge  che  il  valore  di  tutta  la  serie  è minore  di  A , mag- 
giore di  A — B , minore  di  A — B + C , e così  di  seguito  ; 
e si  scorge  ancora  che  tal  valore  può  differir  dal  vero  per 
una  quantità  minore  di  qualunque  data  , perchè  i limiti  di 
esso  : A ed  A — B , A — B ed  A — B -f-  C , ecc.  differiscono 
successivamente  fra  loro  di  B , C , D , ...  che  per  ipotesi 
convergono  a zero. 

196.  In  secondo  luogo  , è convergente  ogni  serie  i cui 
termini  hanno  segni  simili  , e son  minori  dei  termini  cor- 
rispondenti di  un’  altra  serie  riconosciuta  per  convergente  , 
qual  sarebbe  per  esempio  una  progressione  geometrica  decre- 
scente ; poiché  in  Algebra  è dimostrata  la  convergenza  della 
serie  rappresentata  da  questa  progressione.  Per  opposto  si  terrà 
come  divergente  ogni  serie  i cui  termini  han  segni  simili  , e 
son  maggiori  di  quelli  di  una  progressione  geometrica  cre- 
scente ; perchè  l’ insieme  di  questi  termini  può  sorpassare 
qualunque  limite  , considerandone  un  numero  sufficiente. 

197  In  terzo  ed  ultimo  luogo  dimostreremo  che  la  serie 

«•  + u,  + «,  + ...  u„-f  + ecc. 
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è convergente  o divergente , secondo  che  al  crescere  di  n il 
valore  assoluto  del  rapporto 


si  avvicina  ad  un  limite  minore  o maggiore  dell'  unità  , sup- 
posto però  che  un  converga  a zero  da  un  certo  valore  di  n 
in  sopra. 

Notiamo  con  xnA_t  , i valori  asso- 
luti dei  termini  u , «„  , un+t , . . . talché  si  abbia 

ut  = ±:  ®,  , u,  — ± »,  , = , «,+,*±«,4,. 

Sarà  evidentemente 

«,+  «.+•••«,+  ecc.  <®,+  ®,+ . . . + ®B+  ®„^,+  ecc. 

nel  caso  in  cui  ...  non  sieno  tutti  positivi  ; e 

varrà  il  segno  = in  vece  dell’altro  <£  nel  caso  contrario. 
Epperò , dimostrando  la  convergenza  della  seconda  serie  , 
tornerà  vieppiù  sicura  , e in  tutti  i casi , quella  della  prima. 

||  , 

Sia  X il  valore  assoluto  del  limite  del  rapporto  1 , ossia 

il  limite  di  , valore  che  per  fissare  le  idee  supporremo 

in  primo  luogo  minore  della  unità  ; e chiamando  n un  numero 
qualunque  intermedio  a X ed  alla  unità , supponiamo  « abba- 

stanza  grande  perchè,  a simiglianza  di  X , sia  lo 

stesso  con  maggior  ragione  avrà  luogo  pei  valori  di  n vieppiù 
grandi,  e così  da  un  certo  valore  di  n in  sopra  essendo 

... 

ed  essendo  vie  maggiormente 



dovrà  essere  bensì 

+ ®„ +ecc.  <®fl(M  + fA‘+,«s  + ecc.)  ; 

ma  il  limite  di  questo  prodotto  è zero  a simiglianza  di  quello 
del  fattore  ®„  , perchè  a motivo  di  m minore  dell'  unità  , il 
limile  dell'  altro  fattore , ossia  della  progressione  geometrica 
decrescente  ^ + £/*  -|~  u3  -(-  ecc . è una  quantità  finita:  dunque 
Cale.  Diff.  22 
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la  serie  <»,  + Ó3,  + + ecc.  avendo  per  resto  o complemento 

dei  suoi  primi  w termini  , una  (piantila  che  al  crescere  n si 
avvicina  indefinitamente  a zero  , sarà  convergente. 

La  stessa  dimostrazione  , leggermente  modificata  , prova 
clic  la  serie  u,  -f  i/„  + ut  + ecc.  è divergente  quando  il  li- 
mite X è maggiore  dell’  unità  , e i termini  della  serie  àn  segni 
simili.  Allora  infatti  col  medesimo  ragionamento  si  conchiude 

+ ecc.  > ®„(p  + S + ecc.)  ; 

ma  pel  valore  di  « capace  di  rendere  > g , il  fattore  ®u 

à valor  finito  , e 1’  altro  fattore  g - |-  g* -f- ecc.  ( che  indica 
una  progressione  geometrica  e crescente  ) può  eccedere  qua- 
lunque valore  ; dunque  vieppiù  la  serie  + ecc. 

potrà  eccedere  qualunque  valore,  e quindi  sarà  divergente,  (a) 


(a)  Noteremo  ancora  il  solo  enunciato  di  nn  bellissimo  teorema  do- 
vuto al  sig.  Cauchy  , intorno  alla  convergenza  delle  serie  ordinate  se- 
condo le  potenze  intere  e positive  di  una  variabile. 

Per  bene  intendere  il  senso  di  tale  enunciato  bisogna  sapere  clic 
il  citato  geometra  suppone  ridotta  ogni  quantità  immaginaria 

«-f-jSl/ — 1 alla  forma  p(cosO  + sen0.|/ — 1)  , 
il  clic  è sempre  fattibile  coi  valori 

_________  gt.  Q 

p — K + , cos®= — ■■  - ■ , sen  9= — • , 

l/»*+/3* 


dove  il  radicale  si  suppone  preso  positivamente , ed  è chiamato  modulo 

di  f Da  ciò  segue  che  ancora  le  quantità  reali  avranno  il 

loro  modulo  , il  quale  altro  non  sarà  clic  il  valore  assoluto  di  esse  ; 
poiché  supponendo  (3  = 0,  il  modulo  della  quantità  reale  * si  riduce 

al/»*,  il  quale  non  differisce  da  « tjuando  * è positivo  , e ne  diffe- 
risce solo  nel  segno  quando  » è negativo. 

Ciò  posto , il  teorema  del  Cauchy  stabilisce  che  lo  sviluppo  di  f(xj 
in  strie  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  di  x,  ì convergente  per 
ogni  valore  immaginario  o reale  di  x , il  cui  modulo  è minore  di  lutti 
guelli  rhc  appartengono  alle  radici  dell’  equazioni 


({*)  ° ’ A*)  ° 
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■198.  Ciò  posto  , cominciamo  io  applicazioni  che  in  questo 
capitolo  ci  siamo  proposti  di  fare  , dalla  funziono  semplice 
f(cn)  = ivm  ; e per  questa  funzione  avendo  trovato  nei  n.* 
55 , 5°)  ed  81 

f'(x)  = tnxm~l, . . . tf^(x)sain(m—  1). . . (in — n-f- l)xm— ” , 
la  formola  (S)  del  n.°  181  ci  darà  subitamente 

(x+h)m=xn  + j aT-'h  + my~-].  xm-h*  + ...\ 

l.i  j 

«Mini— 1 2) . . ■ (m— w-f-2)  — + , fn-l  ’ 

1.2.3.,.(n — 1)  i 

, m(m — l)(m— 2)...(m — n-f-1)  , \ 

+ i.aTà.T.n * 

e quindi  si  fa  palese  che  lo  sviluppo  del  binomio  di  Newton 
procede  nel  caso  di  un  qualunque  espononto  costante  e com- 
mensurabile , siccome  negli  elementi  di  Algebra  si  dimostra 
procedere  quando  l’esponente  ò intero  e positivo. 

Il'penultimo  termine  di  questa  formola  potendosi  avere  corno 
termine  generale  di  essa , il  rapporto  dell’  ultimo  al  penultimo 
sarà 

«i  — n 1 h 

ì 

n x 

ma  questo  rapporto  converge  ( n.u  140  ) verso  — ~ quando  n 

cresce  indefinitamente  , perchè  non  si  raggiunge  questo  limite 
se  non  quando  » = oo  : dunque  la  serie  di  cui  si  tratta  , pro- 
lungata all’ infinito  sarà  convergente  (u.°  197}  quante  volte 
si  abbia  /i  <[  x,  astrazion  fatta  dai  segui. 

* Bisogna  ora  che  si  vegga  , mediante  la  considerazione 
del  resto  , il  quale  dopo  il  termine  vieti  espresso  da 

m(m  — l)(m—  2)... (m  — »-f-l),_  , 

1.2.3...»  n • 


Da  questo  teorema  si  deduce  immediatamente  che  tutte  le  finizioni 
periodiche  di  x,  come  sena;  , cosx  , eoe.  che  non  divengono  infinite 
nè  esse  nè  le  loro  derivate  di  primo  ordine  per  alcun  valore  immagi- 
nario o reale  ili  x , si  possono  sviluppare  secondo  le  potenze  intere  e 
positive  di  x in  serie  convergenti , qualunque  valore  si  abbia  x. 
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se  la  sómma  o meglio  il  limite  della  serie  sia  (a?  + /i)m  nel  detto 
caso.  A questo  line  giova  supporre  h = xz  nell'  equazione 
precedente  completala  di  detto  resto  , il  che  dopo  le  ovvie 
riduzioni  dà 

(i  + ... 

, m(*»  — 1),  . .(•» — »+l)  mnft  , 

+ 1,2.3..  :« — 

c da  ciò  che  si  è detto  la  serie  costituita  dai  primi  termini 
del  secondo  membro  protratti  all’  inlinito  , è convergente 
quando  z cade  tra  — 1 e + 1 . Ma  oltre  a ciò  , il  resto  della 
serie  può  scomporsi  nei  fattori 

M— I).  (»— ^ ()  +te)— 

X • Zi  . • • fi 

il  primo  dei  quali  converge  a zero  al  crescere  n , perchè  ( a 
simiglianza  del  discorso  tenuto  nel  n.°  183  ) quando  a n si 

aggiunge  1 esso  viene  a moltiplicarsi  per  la  espressione  m~“  3 

n-t-i 

la  quale  crescendo  n si  avvicina  di  più  in  più  alla  quanti- 
tà — z di  valore  assoluto  minore  di  1.  In  quanto  poi  al 

secondo  fattore,  equivalente  a , esso  al  crescere  n con- 

verge ancora  manifestamente  a zero  nel  caso  in  cui  z si  sup- 
pone positivo , purché  non  accada  che  6 converge  ancor  esso 
a zero  ; e quando  anche  ciò  accada  , il  detto  fattore  diviene 
e persiste  sempre  minore  dell’  unità  sin  da  che  n si  fa  mag- 
giore di  m.  Dunque  può  affermarsi  che  il  resto  della  serie 
tenda  a zero  nel  caso  in  cui  z cade  tra  0 e + 1. 

Ma  nel  caso  in  cui  z cadendo  fra  0 e — 1 è negativo  , 
non  vi  ha  nulla  che  dimostri  non  poter  crescere  il  secondo 
làttore  indefinitamente  con  n , anzi  ciò  sembra  dover  per 
certo  avvenire  tranne  che  0 non  converga  nel  tempo  stesso 
a zero  , perchè  il  denominatore  (1  -+-  ds)n  tende  a zero  se 
la  frazione  1 + Oz  ( che  tale  dee  riputarsi  1 -f-  dz  quando  z 
cade  fra  0 c — 1 ) non  si  avvicina  indefinitamente  all’ unità. 
In  tal  caso  bisogna  far  capo  della  seconda  forma  del  resto 
(n.°  193)  dalla  quale  si  ha  per  tal  resto  l’espressione 
m(w  — !)...(»»  — 

1.2.. .(»—!) 
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(m — 1). . .(m — »+l)s" 

1.2. . .(« — 1) 


ed  (1  + 6*) 


\l-t-»z 


r 


si  scorge  che  il  primo  tende  a zero  come  nel  caso  precedente  : 
ma  il  secondo  col  surrogare  — z a z per  rendere  sensibile 
che  z è negativo  , diviene 


(p) 


Ora  si  ha 
l’ espressione 


1— » 
1 — Az 


< 1 , a motivo  di  z < 1 , e per  ciò 


(1  — A * 


converge  a zero , eccetto  nella  ipo- 
tesi che  6 converga  parimente  a zero  ; ed  anche  in  tale  ipo- 
tesi tutto  il  prodotto  (P)  è sempre  minore  di  I del  pari 
che  (1  — 0z)m— \ Dunque  altresì  nel  caso  in  parola  il  resto 
della  serie  converge  a zero  , onde  in  conclusione  può  affer- 
marsi che  quando  z cade  tra  + 1 e — 1 , si  abbia 

( 1+  ^ ,-  + "l"1-1»” + ecc. 

e tornando  alla  formola  in  x , può  similmente  affermarsi  che  sia 


{x  + h)m —xm  + ~xm~,h  + ) *"'—/<*  + . . . 

I 1.2 


+ 


m(m — l)(m— 2). . . (m — (— 1 ) 
1.2.3. ..n 


x 


*/»”  + ecc. 


quante  volte  si  abbia  h<^x  , astrazion  fatta  dai  segni. 

In  questo  modo  non  solo  rimane  dimostrata  per  qualunque 
esponente  commensurabile  la  formola  del  binomio  di  Newton , 
che  negli  elementi  d' Algebra  suol  dimostrarsi  pel  solo  caso  del- 
l’esponente intero  o positivo , ma  rimangono  dippiù  assegnati  i 
limiti  fuori  dei  quali  essa  non  si  verifica. 

* 199.  Sia  ancora  f(x)  = a*  , ed  avendo  trovato  nei  n.!  55, 
6°)  ed  81 

f'(x)=la.a*  , f"(x)=(la)*a*  , . . . pl(a')=(/«)V  , 
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la  forinola  di  Taylor  fornita  del  suo  resto  ci  darà 

(l  + y ^ /*•  + [-~h*  + ... 

+r^r+&-  ■ . 

Dividendo  questa  equazione  per  a*  , e poscia  cangiando  h 
in  x , nasce  l’ altra 


. ,,  la  , (la)*  , , (la)’  . , (la)"~J 

„ -t+T«+ir*  +tr“’+---nr>=i) 


05 


4- 


”/i®x 


(fa)*»' 

2.3...» 


cc" 


...  , (Ib)V  ax  . 

ma  in  questa  il  resto  a"  converge  a zero  al  cresce- 

re  n , potendosi  dimostrare  che  converga  a zero  il  fattore 

frazionario  ( come  nel  n.°  183  si  dimostrò  del  fattore  -znr — I 
\ 2.3. ..«y 

ed  essendo  finiti  i valori  dell’  altro  fattore  a9x  da  cr=0  ad  x=ac  ; 

dunque  per  ogni  valore  di  a?  sarti 


* , , Ut  (la)*  t 

a = 14- -®-t"  a 


(la)’ 


2.3 


a?5  4~  ccc-  ; 


Or  ponendo  in  quest' ultima  serie  x—  1 , si  ottiene 

e = 2 + ì + 2L3+eCC'  . 

con  che  rimane  adempiuta  la  promessa  per  noi  data  in  fine 
del  n.°  28  circa  il  numero  indicato  da  e. 

200.  Per  rapporto  ai  logaritmi , posto  f(x)=s:lx , abbiamo 
dai  n.‘  55  , 7°  ) e 81 

f(.{B)  = ->  M®)  — — -St  ...  /1"4®)  = ± —n 

Dunque  come  semplice  sviluppo  sarà 


,,  . . , /*  h'  , h>  hn-' 

l(x-\- li)  — x + - — 4-  ^ . . -±  („ — 


c quindi  ancora  come  semplice  sviluppo 

/(',+^=ì_ìl+  ai_ 

V T x)  X 2x*  T 3x:  • • — * • • 
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o più  semplicemente  , ponendo  /»  = are  , 


I(  i v+j— 


la  convergenza  del  quale  è chiara  dal  n.°  197  quando  z cade 
fra  le  — 1 . 

* 201.  Partendo  dalla  serio  di  Stirling  completata  del  suo 
resto  le  precedenti  serie  in  x e z debbono  pure  completarsi 
dei  loro  resti , espressi  rispettivamente  dalle  formole 


hn  z" 

«(x+eA)n  ’ n(l+0z)n  ’ 


astrazion  fatta  dai  segni  ; onde  rimane  a vedere  se  la  seconda 
( da  cui  si  giudicherà  pure  della  prima  ) converga  o no  a 
zero  crescendo  n , nella  ipotesi  che  s cade  fra  1 e — 1 : in- 
torno a che  bisogna  distinguere  due  casi. 


• • Z 

Il  primo  è quando  z è positivo , ed  allora  essendo  - 1 , 

è evidente  che  il  resto  della  serie  converge  a zero. 

Nel  secondo  caso  poi  z è negativo,  onde  surrogandovi  — z 

prende  la  forma  —r. — — , , che  non  lascia  vedere  se  esso  tenda 

a zero  , perchè  non  si  scorge  se  la  frazione  . sia  vera  o 

1 — o z 


spuria.  Ma  in  questo  caso  il  dubbio  sarà  dilegualo  ricorrendo 
alla  seconda  forma  innanzi  ( n.°  193  ) data  al  resto  della  serie  , 
la  quale  forma  ci  dà  in  co 


(1  — e)« — A" 

e cangiandovi  h in  — are  , diviene,  astrazion  fatta  dal  segno 

(1— «)'1— ‘z"  __  ^S—tz\n~l  g 

(1  — 6z)n  ~~  \1  — Oz/  ‘ 1— 0;‘ 

...  Q ■» 

Qui  difalti  si  scorge  che  ~ — —■  è una  frazione  vera , onde 

il  primo  fattore  converge  a zero  ; e rispetto  al  secondo  fattore 
quando  anche  la  frazione  vera  6 convergesse  ad  1 al  cre- 
scere n ( che  è la  ipotesi  piu  sfavorevole  ) , pure  avrebbe  per 
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limite  l' espressione  — — , il  cui  valore  , comunque  grande  , 

è sempre  una  quantità  determinata.  Dunque  il  resto  della  serie 
converge  sempre  a zero , e quindi  possiamo  dire  che  sia 

/(1-f-z)  = 3 — Y+  3"  — ■£■+  6CC-  (A) 

pei  valori  di  s compresi  tra  + \ e — 1 : tornando  poi  alla 
serie  primitiva  in  x , avremo 


dato  che  x sia  positivo , e che  h cada  fra  -(-  x e — x. 

* 202.  A dir  vero  la  serie  (A)  non  è convergente  a segno  da 
poter  servire  ad  una  comoda  valutazione  dei  logaritmi  ; ma  da 
essa  facilmente  si  desumono  altre  serie , che  sarebbero  adat- 
tatissime  a quest’  oggetto  (a).  Difatti , cangiando  z in  — z nella 
medesima  , si  ha  1’  altra 

/(}  z)=  z ~ ccc. 


e togliendo  questa  dalla  prima  rimane  con  più  convergenza 

/lS  = 2(2  + t + T + ecc)- 

Da  questa  poi , facendo 

1 -f"  * y "I- 1 » « 1 

= , donde  z = - — 7 , 

i — z y 2-/+1 

nasce  la  serie 


l{y+*)  h /+2(2y+1  + 3(2jH-1)*  + 5(2y-t-i)s  + CCC  ) W 

di  convergenza  assai  maggiore  , e tanto  più  grande  quanto 
maggiore  si  suppone  y.  Con  questa  pertanto  sarebbe  facilissimo 


(a)  Quando  è dimostrata  vera  una  equazione  di  cui  un  membro  è 
una  serie  infinita  , debbono  tenersi  vere  le  altre  che  se  ne  desumono 
mediante  le  operazioni  permesse  a farsi  nell’  equazioni  i cui  termini  son 
di  numero  finito  , purché  le  nuove  serie  che  per  tal  modo  si  presentano 
sieno  pur  esse  convergenti.  , 
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il  calcolo  dei  logaritmi  dei  numeri  2,3,  ...  ponendo  successi- 
vamente y = I , = 2 , . . . 

*203.  Per  valutare  anche  più  facilmente  die  non  si  farebbe 
colla  serie  (B)  il  logaritmo  neperiano  di  10  , e per  iscoprire 
la  relazione  che  vi  ha  tra  i logaritmi  ed  i radicali , faccia- 
mo 1 -\-z=ao  nella  serie  (A)  : avremo 

lx=(x — 4) — \(x — 4)*+  (a> — 1)s  — 1 (x — 1)*4-ecc.  (C) 
Or  questa  serie  , ponendo  a? =0,1  dk 

/.  40  = 0,9  + H0,9)‘-H(0,9)*4-i(W+ecc. 
con  che  si  ottiene  prontamente  /.  10  = 2,3025850. . . 

Questo  è dunque  il  fattore  per  cui  bisogna  moltiplicare  il 
logaritmo  briggiano  di  un  numero , per  avere  quando  occorra 
il  logaritmo  neperiano  dello  stesso  numero  ; ed  effettuata  in 
decimali  la  divisione  dell’  unità  per  tal  fattore , il  quoziente 
_V=  0,4342944. . . è,  viceversa,  il  numero  per  cui  biso- 
gnerebbe moltiplicare  i logaritmi  neperiani  ( che  sono  i più 
semplici  a valutarsi  direttamente)  a fine  di  cavarne  i briggiani, 
o in  altri  termini  è il  modulo  del  sistema  briggiano  (noia  del 
n.°  66  ). 

* 204.  La  serie  (C)  del  n.°  precedente  non  potrebb’ essere 
veramente  utile , se  non  quando  x ditferisse  pochissimo  dal- 
l’ unità  ; ma  potremo  farla  servire  anohe  pei  numeri  comun- 

i 

que  più  grandi  dell'  unità  , sostituendo  ad  x una  volta  x*  , 

ed  un’altra  volta  x *. 

Infatti  si  hanno  per  tal  mezzo  le  due  serie 


— \{yx — *)  — *)  —ccc  J - 

="[(,-^)+K,-è)'+H,-é)’+ecc] 


la  seconda  delle  quali  è sempre  convergente  , ( n.  196) , la 

prima  poi  lo  ò soltanto  dal  valore  di  n in  sopra  che  ren- 

« 

de  \/ a?<2  , (n.  495).  Quindi  supponendo  n tale  che  si  verifi- 
chi questa  condizione  , ambedue  le  serie  saranno  convergenti  ; 
ed  osservando  che  i segni  dei  termini  di  una  serie  sono  alter- 
cale. Diff.  23 
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nativi  ; mentre  quelli  dell’altra  son  tutti  positivi,  avremo 


il  clic  somministra  per  Ix  due  limiti  , che  si  possono  rendere 
vicini  uno  all’altro  quanto  si  vuole , aumentando  l’esponente  n 
del  radicale. 

* 205.  Supponendo  n = oc  , la  regola  nel  n.°  U9  dà  lx 
per  valore  dell' uno  e dell’ altro  limite;  dunque  si  può  ri- 
guardare come  espressione  esatta  di  Ix  l una  o l’altra  delle 
forinole 


quando  n si  suppone  infinito  ; e quindi  potendosi  considerare 
i logaritmi  come  appartenenti  alla  classe  dei  radicali  , può 
dirsi  che  ogni  numero  abbia  infiniti  logaritmi , perchè  la  sua 
radice  di  grado  infinito  ammette  infiniti  valori. 

É per  altro  notevole  che  in  virtù  delle  stesse  forinole  un 
solo  di  tali  logaritmi  è reale  ; perchè  quando  anche  il  numero 
infinito  n voglia  riguardarsi  come  pari , non  sarà  lecito  preti- 

n 

dere  indifferentemente  y/x  col  segno  + » o col  segno  — , 
ina  converrà  usare  costantemente  il  segno  , acciò  i risultati 
delle  due  formolo  sieno  di  accordo  in  quanto  al  segno.  E 
siccome  quando  x si  suppone  negativo  , non  riesce  possibile 
che  amendue  le  formole  divengano  reali  e di  segni  simili  per 
uno  stesso  valore  di  n , questo  fatto  indica  per  sè  solo  che 
un  numero  negativo  non  ammette  alcun  logaritmo  reale  : di 
accordo  con  ciò  che  si  desume  dalla  definizione  dei  logaritmi. 

206.  Per  fare  adesso  qualche  applicazione  della  serie  di 
Stirling  , toglieremo  ad  esempi  i alcune  funzioni  circolari  sem- 
plici. 

In  primo  luogo  , supposto 


Quindi  : f{ 0)  = 0 , ({ 0)  = I , f"( 0)=0  , f"\0)  =—  t . 

H 0)  = 0,  /”(0)=1,  ...  r-,,(0)  = scn(n-1)i  , 


n 


(y x — l)  , ed  n f\  — 


1 
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e per  la  forinola  semplice  di  Stirling 

^n»=x-|5+...  + ì-Til— + 

In  simil  modo  per  la  funziono 
f[x)  — cos x , essendo  dal  n.°  81  , jp)  = oos  (®+«0 

avremo  f( 0)=  1 , f'{ 0)  =0  . f\ 0)  =—  I , f"( °)  =°  . 

H 0)=1  , f(0)  = 0,  ...  /t-i)(0)-cos(»-l ; 


e quindi  per  semplice  sviluppo  avremo 


cos  rr  — I - 


as* 


2.3.4 


x”-' 


2.3. 


(n-1 


cos(«— 1)-+... 


È chiara  senza  più  dal  n.°  195  ia  convergenza  di  queste 
due  serie  quando  l’arco  ® è di  lunghezza  minore  dell' unità  ; 
ma  eziandio  nel  caso  contrario  , osservando  che  nei  loro 
termini  il  rapporto  di  ciascun  numeratore  al  seguente  è sempre 
quello  di  1 ad  x'  mentre  quello  dei  loro  denominatori  va 
sempreppiù  crescendo  Con  n , si  rende  chiaro  che  tosto  o 
tardi  i termini  delle  due  serie  diverranno  frazioni  vere  e 
decrescenti  ; onde  per  lo  stesso  citato  n.°  le  serie  debbono 
aversi  per  convergenti. 

* 207.  Facendo  poi  capo  dallo  sviluppo  di  Slirling  fornito 
del  suo  resto  , le  recate  due  serie  dovranno  esser  completate 
ancor  esse  dei  loro  resti  , espressi  rispettivamente  da 


ora  siccome  i valori  del  seno  e del  coseno  di  un  arco  qua- 
lunque cadono  tra  — 1 c + I , i detti  resti  convergeranno 
( n.  183  ) a zero  ; onde  senza  più  , tali  serie  ( dovute  a 
Newton  ) protratte  all’  infinito  saranno  convergenti  per  qua- 
lunque valore  di  x , ed  avranno  per  somme  o limiti  rispet- 
tivi seno;  e cosa;. 

*208.  Supponendo  ora /'(cr)=arc  lana;,  abbiamo  dal  n.°66,  15.° 


F(oc)=  *—  = (1  -j- 1 — x'  + x^—x6  -f  ecc. 

pei  valori  di  x compresi  tra  — 1 e + 1.  Quindi,  senza  di- 
pendere dalla  serie  di  Slirling  , osserveremo  che  essendo  una 
funzione  pari  di  x la  derivala  di  are  lan  x , quest’arco  esso 
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stesso  sarà  ( ».°  42  ) una  funzione  dispari  di  oc,  e sarà  lecito 
supporre 

are  tana;  ossia  /,(®)  = i4a;-+- Ila;8  + Cor* + D®7  + ecc. 

a patto  che  questa  serie  sia  del  pari  convergente  fra  i detti 
limili.  Ma  da  questa  supposizione  , derivando  i dae  membri 
emerge 

f'(x)=A-\-'ÒBxt+  5&r*-f-7D®6  + ecc. 
dunque  per  l’accordo  dei  due  sviluppi  di  f{w)  è mestieri 
che  sia 


epperù  avremo 

ac*  x*  x’  _ , 

arctan®  = ® — — + y-j-ecc.  (LJ 

pei  valori  di  ® contenuti  fra  — 1 e -f-  1 , essendo  che  allora 
questa  serie  è convergente. 

Nel  caso  precisamente  di  a-  = 1 = tan - , questa  serie,  a o- 
vula  a Leibnilz  , dà  1’  altra  numerica  e oltremodo  semplice 


ff 

4 


Nondimeno  , questa  , per  la  sua  lentissima  convergenza  non 
saprebbe  dare , senza  improba  fatica , un  valore  sufficientemente 

esatto  di  te  ; ma  nella  serie  (L)  supponendo  ® = — = tan- 

si  ottiene  con  serie  ben  più  convergente 

« 1 /,  1 . i 1 . \ . 

6 1/3  \ 3 3 5.3*  Tf^r  + eccJ. 


e fu  con  questa  che  Lagny  ebbe  la  costanza  di  valutare  il 
numero  ir  con  127  cifre  decimali. 

* 209.  In  generale  si  vede , che  laddove  si  potesse  spezzare 
l’ arco  ir  in  parti , lè  cui  tangenti  fossero  delle  frazioni  razio- 
nali ed  aventi  L’  unità  per  numeratori , ciascuna  di  esso  parli  , 
e quindi  l’ intero  arco  ir , si  valuterebbero  comodamente  per 
via  di  serio  convergentissimc.  Or  questo  appunto  si  ottiene 
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* , 1 1 

- ==  4arc  lang  — arctan—  , 


colla  forinola  qui  appresso  del  geometra  inglese  Machin  : 

(M) 

che  verificheremo  bentosto.  Infatti  , desumendo  dalla  serie 
di  Leibnitz  gli  archi  le  cui  tangenti  sono  g ed  — , e sosti- 
tuendone l’ espressioni  nella  dettò  forinola  , si  trova 


«r 

mU  : 

4 


4 (a  Óf  + 5.as^inìT  + ecc)) 

“ (239  “i-3(239 y 5(230)“  -”ecc  )) 


^239  3(239)“  ’ 5(230)“ 

donde  coi  soli  termini  notati  si  ottiene 
#=2  3,1415926. 

In  riprova  della  formolo  (M)  di  Machin  , osserviamo  che 
avendosi  dalla  trigonometria 

tan  (a  + b)  = - — : ; — ; , e quindi  tan2a  = - — — , 

v ' 1 — tan  «Un  6 n 1 — Un*  a 

1 5 

il  doppio  dell’ arco  la  cui  tangente  ò g avrà  por  tangente  , 

e il  doppio  di  qtìest’ altro  arco,  ossia  il  quadruplo  del  primo 
120 

avrà  per  tangente  — • Pertanto  la  forinola  in  quistione  equi- 
vale  all’altra 

* ,120  , i 

4=arclan  — -arctan— , 


o vero 


j + arctm^, 


: are  tan 


120 

li»’ 


Ora  essendo  1 la  tangente  di  ^ , quella  del  primo  membro 
di  quest’ ultima  equazione  , pel  notato  valore  di  tan  (a -f- 6)  si 
trova  essere  ^ , che  è pure  la  tangente  del  secondo  membro. 

I numeri  indicati  da  e , dal  logaritmo  briggiano  di  e , 
e da  # essendo  frequentissimi  a presentarsi  nell’  analisi  e nella 
geometria  , conveniva  che  in  questo  capitolo  si  dessero  le  serie 
atte  a farli  valutare  agevolmente , e con  quel  grado  che  si  vuole 
di  approssimazione. 
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CAPITOLO  XIX. 


* Forinole  di  Taylor  e di  Stirling  estese  alle  funzioni  di  più 
variabili , e f or  mola  di  Layrange. 


210.  Consideriamo  ia  funzione 

==/'(® . y) . 

dove  x e y esprimono  due  variabili  indipendenti , e suppo- 
niamo che  a queste  variabili  si  diano  gli  aumenti  rispettivi  h 
e k.  Trattasi  di  sviluppare  in  serie  ordinata  secondo  le  po- 
tenze ascendenti  di  h e k il  novello  valore  che  prenderà  la 
funzione  , e che  viene  indicato  da 

f{x  + h , y+k). 

A tale  oggetto  porremo  h — cu  , k*=fU  , e considerando 
la  quantità  f{x-\-U  , y-\-  (3t)  come  una  funzione  di  t indicata 
più  semplicemente  da  F[i) , sarà 

F[t)=f{x  + ai  , y + /9 1). 

Ora  la  funzione  F[l)  si  può  sviluppare  secondo  le  potenze 
di  t mediante  la  serie  di  Stirling  ( n.°  189  ) , e servono  al- 
1’ uopo  le  derivate  successive  di  F(t).  Per  trovare  queste  de- 
rivale poniamo 

u = x + *t  , v = y + pt  . (1) 

donde  £ = (2) 


Sarà  F(t)=:  f{u  , v)  , e quindi  pel  n.°  62  , 

(3) 


L A1  d2 
* du  dt  + dv  dt 


ma  essendo  per  l' equazioni  (1),  — 1 . ^ = 1 , abbiamo 

dal  n.°  57 


df  df  du  df  df  df  dv  df 

— ossia  -p  — = -f  , e ~r  ossia  ~ — = T : 

du  du  dx  dx  dv  dv  dy  dy 


(a)  Qui  e nel  seguito  di  questo  n.°  la  sola  caratteristica  f è scritta 
in  vece  di  f[u  , v)  quando  nel  denominatore  vi  ha  u o » , ed  è scritta 
in  vece  di  f[x-+*t  , quando  nel  denominatore  vi  ha  x o y. 
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dunque  sarà  pure 


'io-£-+g, 


In  simil  modo  , prendendo  !a  derivata  dell’  equazione  (3) , 


e ponendo  mente  che  in  essa  ciascuno  dei  simboli  ^ 
può  contenere  ad  un  tempo  u e v , avremo 

FY0===^-*+^-*+-^-S+-/r-3 

{1  du'  dt  ^ dvdudt  T dudv  dtP  ~ dv'  dt  P 
o più  semplicemente,  per  l’ equazioni  (2), 

F'U)  — A1L  *•  -I-  £L  Bx  ■+•  d'--  *8  4-  — 3'  • 

l j du>  ^ dvdu  P ^ dudv  P ^ •'"*  P ’ 


dl 

dxs 


dx>' 


ma  dal  n.°  94  abbiamo  -£~-  = ££  , e secondo  abbiam  ve- 

dvdu  dudv 

duto  pocanzi  le  derivazioni  fatte  per  rapporto  ad  u e v nella 
funzione  /(«,«),  e poi  seguite  dalla  sostituzione  di  x -f-  ai 
ed  y+fa  in  vece  di  u e v , danno  gli  stessi  risultati  che  le  de- 
rivazioni fatte  immediatamente  nella  funzione  f[x-\-at , y + /9 1) 
per  rapporto  ad  x c y : dunque  la  precedente  espressione  F"(<) 
non  ò diversa  dall'altra 


dyx 


Parimente  si  avrebbe 
F'"(t)  = a*  ■+•  3 -j— **/3  -f-  3 -j-j-:  »/3*  + 7-7  /3S  , 

v ‘ dx  ^ dxxdy  r 1 dxdy*  r dy 

e via  innanzi  con  legge  analoga  al  binomio  di  Newton. 

Dopo  ciò  , facendo  t = 0 nella  funzione  F[t)  e nelle  sue 
derivate , ed  osservando  che  allora  la  funzione  f[x  + *< , y 4-  fa) . 
indicata  in  esse  dalla  sola  caratteristica  f , ritorna  allo  stato 
primitivo  f{x , y)  che  per  brevità  indicheremo  pure  qui  appresso 
colla  sola  caratteristica  f,  avremo 

P (OW . 

F'"(0)  =£1  **  + 3 ^ * + 3 ^ + 
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e quindi  per  la  forinola  (S)  del  n.°  189  sarà 


'W-l+g. 

, 4-  d'f  a* 

l+  SF* 

i:+  d'< .» 
2 ' dx  » 

JL  + 
2.3  “ 

+p 

,lv 

+ 3 «*/3 

1 dx*dy  r 

+ 

4,  3|  dV  gAm 
* dxdf  P 

— dy>  p 

Rimettendo  adesso  h e k in  luogo  di  ai  e pt , emerge  la  ri- 
chiesta serie  di  Taylor  estesa  alle  funzioni  di  due  variabili 


/(«+*, 


+ 


dx » 2.3 


+ 


d'f  h k d'f  h*  k 


" / _ " i ~ ^ 

rf.rtfy  ? I dx'dy  2 ì 


7 + 


rf*/-  A* 
rfy*  2 


d'f  hk « 
dxdy*  1 2 

*»  . 
dy’  2.3  "t" 


211.  Per  ayere  il  resto  che  si  dee  unire  ad  n termini  di 
questa  serie  a fine  di  compiere  il  valore  di  f[x  +h  , y+k), 
osserveremo  che  l’analogo  resto  della  precedente  serie  in  t 
ammette  ( n.’  182  e 193)  la  doppia  forma 


tn 

2.3,. .n 

(1  _#,)*-*  p 
2.3. . .(n — 1) 


, y + #£l 
y-t -àrft 


dove  i simboli  scritti  appiè  delle  parentesi  servono  a ricor- 
dare che  dopo  aver  trovate  le  derivate  parziali  scritte  dentro 
le  parentesi , debbono  le  cp  e y cangiarsi  rispettivamente  in 
cc-f -0*t  ed  */  + 0/3t,  o pure  in  + ed  j / -|- : espri- 
mendo 0 o 6,  due  frazioni  positive , ignote  e variabili  con  n . 
11  perchè , sostituendo  ancora  h e k ad  xt  e (3t , il  resto  da 
unire  ad  n termini  della  sunnotata  serie  di  Taylor  , estesi» 
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alle  funzioni  di  due  variabili  , verrà  espresso  da  ciascuna  delle 
due  formole 


2.3. 


d"f 

dx" 


2.3...(n-l)\<ten 


*"  + • 


+ €Lkn 
• + drk 

+ £lir 

• ■ + dtf* 


).r -+-0A  , y + 9k 
, y-htjt 


Quando  si  è certo,  mediante  una  qualunque  di  queste 
espressioni,  che  il  resto  converge  a zero  a seconda  che  cre- 
sce n , la  serie  in  parola  protratta  all’  infinito  sarà  conver- 
gente, ed  avrà  per  somma  o limite  /(®-M  , y-f-fc).  In  tutti 
i casi  poi , unendo  il  resto  ai  primi  n termini  della  serie  si 
avrà  per  somma  f(x-\-h  , y + fc),  purché  la  funzione  f(x  , y) 
e le  sue  derivato  parziali  sino  all’ordine  n"'mo  inclusivo,  sieno 
continue  da  x sino  ad  m + A , e da  y sino  ad  y-f -k. 

212.  Ponendo  cc=0  e y=0  nell’ ottenuto  sviluppo  di 
Taylor , si  ottiene  lo  sviluppo  di  f(h  ,k);  onde  poi  voltando  h 
e k in  x e y , nasce  la  serie  di  Stirling  estesa  parimente  alle 
funzioni  di  due  variabili 


«».y)=/o  +%*+%*  + 


dx • 2.3 


i .£>/•  ,£A  xy  , d'f,  x*  y 

dy  ’ 'r*  dxdy  1 1 "r  dx'dy  2 1 _1" 


"r  dy • 2 


+■ 


d'f*  x y* 


4- 


dxdy * 1 2 

th  JL 

dy  2.3 


+ 


dove  lo  zero  scritto  appiè  della  caratteristica  f serve  como- 
damente a indicare  , . che  nella  funzione  f[x  , y)  c nelle  sue 
derivate  parziali  devesi  porre  x=0  e y = 0. 

213.  Similmente  facendo  ac  = 0 e y = 0 nelle  due  espres- 
sioni  sopra  trovate  pel  resto  della  serie  di  Taylor  , e poi 
cangiando  /i  e k in  x e y , si  hanno  per  quello  della  serie 
di  Stirling  le  due  formole 


1 

2.3. ..n 
(i-e,)"— 
2.3. . ,(n — 1) 
Cale.  Diff. 


«y 


».y 
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Se  por  una  di  queste  forinole  si  rende  certo  che  il  resto 
converge  a zero  al  crescere  di  n , la  serie  protratta  all’  in- 
finito convergerà  verso  f(cc  , y)  ; ma  in  tutti  i casi , unendo 
il  detto  resto  agli  n termini  clic  lo  precedono  si  avrà  l’equi- 
valente della  funzione  f(x  , y)  , solo  che  questa  e le  sue 
derivate  parziali  sino  all’  ordine  ne,im0  inclusivo  sieno  con- 
tinue da  zero  ad  a?  e da  zero  ad  y. 

214.  La  generalità  dei  principii  ( n.‘  57  e 64  ) sui  quali 
riposa  il  procedimento  qui  innanzi  seguilo  per  estendere  la 
serie  di  Taylor  alle  funzioni  di  due  variabili,  non  ci  permette 
di  dubitare  che  il  medesimo  potrebbe  similmente  applicarsi 
alle  funzioni  di  quante  si  vogliano  variabili,  senz’ altra  difficoltà 
che  la  lunghezza  dei  calcoli  all’  uopo  necessarie  £ in  quanto 
ai  risultati  , stando  alla  induzione  che  si  trae  con  legge 
manifesta  dalle  formolo  ottenute  per  le  funzioni  di  una  e di 
due  variabili , e adoperando  una  notazione  simbolica  analoga 
a quella  già  usata  nel  n.°  93  , potremo  scrivere  compendio- 
samente 


e detto  il  resto  che  va  unito  ad  n termini  di  questa  serie, 


Da  queste  forinole  poi  col  porre  *=0  , y=0  , z=0,  . . . 
e con  voltare  in  seguito  li  , k , l ... . in  w , y , z,  . . . si  ha 
per  la  serie  di  Stirling  estesa  ad  un  numero  qualunque  di 
variabili , 


f[x  + h . y+k  , z+l  , . . . ) =>f{a>  , y , z , . . . ) + 


tPflx+dh , y+tk  , z+6l, , „ . ) 


1.2.3. ..n 
<P'f(x+6,h , jH-O.fc 


2.3...  (n— 1) 


% 
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e pel  resto  rH  da  unirsi  ad  n termini  di  questa  serie  , 


/ k ,k,l 

" Vie  T Jy  ^ dz  ^ 

<*“9*Kc+5  + 5 + ' 


Y dnf[*x  , fuj  , 0;  , ■■■)_ 

) 1.2.3...» 

« d‘‘f{t,x  , d,y  , 0,z  , . . .) 
1.2.3. ..(»—!)  . 


) 


Le  derivazioni  indicate  nelle  quattro  formole  dei  resti  si 
riferiscono  ( siccome  in  quelle  delle  serie  ) alle  semplici  va- 
riabili x , y , z , ...  e dopo  effettuate  si  cangiano  queste  va- 
riabili in  x + Oh  , y-\-0k  , s-f-0/  , ...  o pure  in  x-\-0th, 
y -4-  djc  , s ■+■  0J  , . . . se  si  tratta  della  serie  di  Taylor  ; e 
si  cangiano  semplicemente  in  6x  , Qy  , Q z , . . . o pure  in 
6tx  . Q,y  > M . • • • dove  s*  tratl'  della  serie  di  Stirling. 

215.  Se  si  volesse  svolgere  una  funzione  di  due  o più 
variabili  in  serie  ordinato  secondo  le  potenze  di  una  sola 
per  esempio  x , tutte  le  altre  si  riguarderebbero  come  costami  , 
e si  farebbe  uso  della  forinola 


f(x  ,y  ,s  , 0 ,y  ,z  , . . ) + f'{0  . y , z , . . .).-  -f 

no.»,*;  •••) ■n  + rio,if1*,...).i-j5+  ... 


dove  le  derivazioni  indicate  dagli  acceuli  si  riferiscono  tutte 
ad  x , e dopo  fatte  si  pone  ® = 0. 

Il  resto  di’ questa  serie  dopo  n termini  vien  espresso  da 


1.2.3.. 


/>>(a?,y  ,z  , ...)0x 


egualmente  che  da 


(1  — 81)n“~1  x” 
1.2.3. ..(«—!) 


/•W(® 


y . z 


)«i* 


quindi  la  serie  si  potrà  impiegare  con  n termini  seguiti  da  un 
tal  resto  , quando  pei  valori  che  si  attribuiscono  ad  y , z , ... 
la  funzione  f{x  , y , z , . . .)  e le  sue  derivate  rispetto  ad  x 
sino  all’ordine  ne,im0  sieno  continue  da  zero  ad  x ; e si  potrà 
impiegare  come  serie  infinita  , quando  per  l’ una  o l’ altra 
forma  del  resto  siesi  certo  che  esso  converge  a zero  al  cre- 
scere di  n , come  avviene  ( n.°  183)  quando  la  derivata  da 
cui  dipende  cade  tra  limiti  finiti. 
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210.  Le  funzioni  di  una  o più  variabili  che  abbiamo 
finora  svolte  in  serie  ordinate  secondo  le  potenze  ascendenti 
di  una  o più  variabili , non  sono  state  che  esplicite  ; poiché  , 
a dir  vero  la  trattazione  dello  stesso  argomento  per  rapporto 
alle  funzioni  implicite  non  sembra  competere  ad  un’  opera 
elementare.  Nondimeno  per  darne  un  saggio  , cercheremo 
di  svolgere  soltanto  in  y una  data  funzione  di  z , indicata 
da  F\z) , nella  ipotesi  che  z dipenda  insieme  da  x e y me- 
diante una  equazione  della  forma 

z = x + yf(z)  , (1) 

ammettendo  che  tale  sviluppo  sia  possibile  , e che  y cada 
tra  limiti  convenevoli  acciò  lo  sviluppo  sia  convergente.  In 
generale,  la  difficoltà  di  applicare  la  formola  di  Stirling  allo 
sviluppo  della  funzione  F[z) , ed  anche  a quello  della  sola  z 
cui  cercheremo  dapprima  , viene  da  che  bisogna  effettuare  lo 
sviluppo  indipendentemente  dalla  risoluzione  della  data  equa- 
zione , la  quale  risoluzione  è necessaria  per  conoscere  ciò  che 
diviene  z quando  y = 0 : infatti  se  ciò  si  conoscesse , nulla 
impedirebbe  di  cavare  dalle  successive  derivate  della  stessa 

equazione  i valori  che  prendono  — , , ...  quando  y=0. 

Ma  pel  caso  al  quale  intendiamo  limitarci , ossia  per  una  e- 
quazione  come  la  proposta  , ognun  vede  che  la  delta  diffi- 
coltà non  ha  luogo , perchè  supponendo  y = 0 si  ha  imman- 
tinente z — x , ammettendo  che  allora  la  funzione  f(z)  non, 
divenga  infinita. 

Le  derivate  parziali  dell'  equazione  (1)  rispetto  ad  x c 
rispetto  ad  y essendo 

jH+*rw.£.  « T=M+vn>)-%, 

eliminando  fra  esse  il  prodotto  yf{z),  verrà 
. ...  dx  , dz  , , d’z  . d*z  , , /dz\ * 

<*>  li'  ll0"dc  S5;  = ^)-S:  + ^s>-(s)  ' 

D' altra  parte , dinotando  con  4-(z)  una  funzione  qualunque 
della  nostra  s,  abbiamo  per  le  ovvie  regole  della  differenziazione 

dy  * dydx  ' ~ dy  dx 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  DIFFERENZIALE . 


189 


......  , dz  d*z  d*z 

quindi  eliminandone  — e 

dy  dydx  dxdy 


mercè  le  due  equazioni 


precedenti  , sarà 

4^-s) 

dy 


■+-i*£+ fr-r'+r*.w(£f: 


ina  (4-2 .fz  + fz. \'z)  = 

dunque 


djfz.U)  dz 
dx  dx 


rfy 


dx 


(A) 


Questa  equazione  ci  servirà  come  ausiliari»  a proseguire 
la  ricerca  delle  derivale  , ...  di  cui  abbiamo  biso- 

dy  dy 1 

gno.  Infatti , derivando  l’ equazione  (2)  per  rapporto  ad  y , 
viene  in  virtù  di  (A) 


fs)  4>>,s] 

rfy 


—■ 

dy • s dy  dx 

e poi , derivando  di  nuovo  questa  rispetto  ad  y si  ha 


dlz 
dy 5 


d* 


[(«•£] 


4>>’£] 


dy 


dydx  dx 

ma  cangiando  4-2  in  ( fz )*  nell’ ausiliaria  (A)  si  ottiene 


■t^s]  -f ('■>’£! 


, d’z 

dunque  ^ = 


dy  dx  ’ dy*  dx * 

Parimente , la  derivata  di  questa  per  rapporto  ad  y è 


d*z 

dyi 


dx * 
dy 


dy> 

dx% 
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ma  cangiando  4-*  i°  (A2)8  nell’  ausiliaria  (A)  risulta 


t<w£] 


dy  dx 

e in  generale  , per  induzione  , 


. d*z 

: dunque  — = 


*{wd£\ 


dx • 


dnz 

df 


'’jw'sl 


dx<*~' 


(B) 


Or  quando  si  suppone  t/  = 0 , risulta  z = x 
il  che  riduce  la  precedente  espressione  generale  (B)  all' altra 


dz  . 
e — ==  1 , 
dx 


(~)  = 

W/o 


d-w  . 


dar-' 


dunque  mediante  quest’ ultima  equazione  e la  serie  di  Stir- 
ling  sarà 


dx * 


-fece.  (/) 


217.  Dopo  ciò  , se  6Ì  tratti  di  F[z)  in  luogo  di  s , os- 
servando che  — = F(z) . ^ , avremo  in  virtù  dell’  equa- 

zione (2)  , 


e quindi  SU. 


iF^TÒ 


dy 


ma  surrogando  F'z.fz  a 4-(3)  nell- equazione  ausiliaria  (A) 
troviamo 

: dunaue 


d,  ~ dx  : dunque^. 

Allo  stesso  modo  , con  sostituire  successivamente  in  (A) 
a 4-z  le  funzioni  F(z)-{fs)*  , F'(z).[fz)3  , . . . si  ottengono 
espressioni  dalle  quali  per  induzione  si  desume 


d"F( 


rfx1*- * 
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e quindi  pei  valori  particolari  y » 0 , z « or , 

(d"F(z)\  d"-’[F'(x).(/a:)"] 

rfy»  A da*-' 

dopo  di  che  la  formola  di  Stirling  dà  senza  pena 

a»  - n*ì + \ f(*)  m + ,3  — jf'1'1 + 

»*  , y'1  <f~1[F'a;.(/,j)nl  , 

1.2.3  r",r12.3...»  “•* 

218.  Questa  formola , di  cui  la  precedente  (/)  è un  caso 
particolare , e con  cui  si  può  sviluppare  in  serie  ordinata 
secondo  le  potenze  ascendenti  di  y la  funzione  F[z)  , data 
implicitamente  in  y mediante  T equazione  s = x -f-  yf[z) , si 
deve  a Lagrange  e ne  porta  il  nome.  La  medesima  si  applica 
con  vantaggio  all’ equazioni  algebriche  non  meno  che  alle 
trascendenti  ; ma  è sopra  tutto  in  quest’  ultime  , dove  torna 
senza  paragone  più  utile  dei  metodi  adoperati  prima  che  fosse 
stata  scoperta.  Così  per  l’equazione 


z = ®-J-esenz 

la  formola  (/)  del  n.°  precedente  dà  per  z la  serie 

, « . d. sen*#  *»  rf*.sen*a:  . 

z a ® + j sen  ® — 73-  -f  ecc. 


1.2.3  die' 


fi*  fi* 

scc4-£senaj 4-  ^ sen2a>  + - (3sen3aj— seno?) + ecc. 

«o  O 


la  quale  riesce  convergentissima  quando  e dinota  una  frazione 
molto  piccola,  (a) 


(a)  L’ equazione  z=a:-Msen  z si  riferisce  ad  un  problema  celebre 
in  Astronomia  sotto  il  nome  di  problema  di  Kepler.  In  essa  x esprime 
una  quantità  proporzionale  al  tempo , « dinota  il  rapporto  dell’  eccen- 
tricità al  semiasse  maggiore  dell’  orbita  ellittica  di  un  pianeta  , e z 
1’  angolo  che  dicesi  anomalia  eccentrica  dello  stesso  pianeta.  Pertanto 
la  serie  trovata  dà  con  pochissimi  termini  un  valore  sufficientemente 
esatto  di  quest’  anomalia , almeno  pei  pianeti  primarii  ( tranne  Mercurio  ) , 
rispetto  ai  quali  « è una  frazione  assai  piccola. 
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Se  poi  si  volesse  il  logaritmo  di  z , la  serie  (L)  darebbe 
senza  difficoltà 


, 6en“ x 


e sena; 


Iz  = lx  + 7^in  + r_ 
1 1 x ' 1.2 


x 


dx 


d* 

«• 

1.2.3  _ 


sen1  x 
x 
dx * 


-f-CCC. 


risultato  che  qui  sarebl>e  inutile  di  porre  sotto  altra  forma  , 
e che  ci  porge  la  occasione  di  osservare  che  sovente  l’ uso 
della  formola  (L)  torna  superfluo  ; perchè  laddove  siasi  calcolato 
il  valor  numerico  di  z mediante  la  formola  più  semplice  (1)  , 
quello  della  funzione  F{z)  potrà  valutarsi  direttamente  se  questa 
funzione  abbia  una  delle  forme  zm  , logz  , aa , sens  , ecc. 
giovandosi  all’uopo  delle  tavole  dei  logaritmi  e dei  seni. 

E in  quanto  alla  stessa  formola  più  semplice  (/) , osser- 
veremo che  pel  caso  in  cui  nell’  equazione 


z—x-\-  yf(z)  (1) 

il  valore  di  y fosse  piccolissimo  , l’ utilità  pratica  di  essa  ri- 
ducesi  a dispensarci  da  un  metodo  penoso  di  ottenere  per  z 
valori  di  più  in  più  prossimi  al  vero  , per  mezzo  di  tante 
sostituzioni  successive.  Infatti  , disprezzando  da  principio  il 
valor  piccolissimo  di  y , si  ottiene  x per  primo  valor  prossimo 
di  z.  Quindi  la  sostituzione  di  questo  valore  in  luogo  di  z 
nel  secondo  membro  dell’equazione  (1) , ci  dà  x -f- yf{ac)  per 
secondo  valor  prossimo  di  z ; valore  che  sostituito  parimente 
a z sotto  il  segno  f di  quel  secondo  membro , somministra  un 
terzo  valore  di  z , vieppiù  approssimato  : e così  di  seguito. 
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SEZIONE  QUOTA 

Applicazioni  del  calcolo  diilemuìale  alle  curve  piane. 


CAPITOLO  XX* 

Differenziali  dell’arco  e dell’area  delle  curve  piane,  delta  superficie 
e del  volume  dei  solidi  di  rotazione. 

219.  Finora  ci  siamo  giovati  sovente  delle  considerazioni 
geometriche  per  facilitare  la  intelligenza  dei  principii  atti- 
nenti alle  funzioni  primitive  o derivate  , cd  in  questo  senso 
può  dirsi  che  abbiamo  applicata  la  geometria  all’  analisi  dif- 
ferenziale. Al  contrario  , in  questa  sezione  e nella  seguente  ci 
proponiamo  di  applicare  le  nozioni  di  analisi  differenziale , di 
cui  già  siamo  in  possesso , alla  teorica  delle  curve  e delle 
superficie  curve  , limitandoci  per  altro  a ciò  che  vi  ha  di 
fondamentale  in  quest’applicazione.  Incominceremo  dal  cercare 
in  questo  capitolo  i differenziali  di  alcune  funzioni  dipendenti 
dalle  curve  piane. 

220.  Consideriamo  sulla  curva  HMU  ( fig.  29  ) espressa 
dall’  equazione  generale 

V = f{n) 

T arco  CM  compreso  tra  un  punto  dato  o fisso  C , e il  punto  M 
variabile  colle  sue  coordinate  OP  = x , e PM  = t/  ; sia  inol- 
tre AC  l’ordinata  del  medesimo  punto  C.  È chiaro  che  la 
lunghezza  di  tale  arco,  l’area  del  trapezio  mistilineo  ACMP, 
la  superficie  della  zona  generata  per  la  rotazione  di  quell’ arco 
intorno  alla  retta  fissa  OX , e il  volume  del  solido  generato 
nella  stessa  rotazione  dal  detto  trapezio  , sono  altrettante  fun- 
zioni ignote  di  x -,  perchè  a renderne  determinati  i valori  , 
è necessario  e sufficiente  che  sia  determinato  quello  di  x , 
stante  la  ipotesi  che  il  punto  C è dato  sulla  data  curva  HMU. 
Or  sebbene  queste  funzioni , che  noi  dinoteremo  rispettiva- 
Catc.  Diff.  25 
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mente  con  s 1 1 , u , v , non  sieno  ancora  per  noi  se  non 
delle  funzioni  puramente  matematiche  ( ».°  6 ) , perchè  non 
abbiamo  in  linguaggio  analitico  1’  espressione  della  loro  di- 
pendenza dalla  variabile  , pure  siamo  qui  in  grado  di  trovarne 
i differenziali , e noi  ad  ottenerli  più  brevemente  riguarderemo 
come  linea  retta  ogni  arco  infinitamente  piccolo  della  curva , 
conforme  al  principio  dimostrato  nel  n.°  51. 

In  tale  ipotesi  aumentando  l’ascissa  OP  ~ a?  di  P P sa  dx  , 
il  cangiamento  Mm  che  subisce  l’arco  GM=s>s  , e che  nasce 
sottraendo  l’ arco  primitivo  CM  dal  nuovo  Cm  , sarà  stimato 
una  linea  retta  , e per  la  definizione  del  differenziale  (n.°22) 
rappresenterà  ds  Nel  tempo  stesso  il  cangiamento  mr  sofferto 
dall’  ordinata  MP  , e che  nasce  pure  sottraendo  Y ordinata 
primitiva  MP  = y dalla  nuova  mp , rappresenterà  il  differen- 
ziale dy.  Del  pari  il  trapezio  PMmp  essendo  il  cangiamento 
sofferto  da  ACMI’  = t , rappresenterà  dt  ; la  superficie  con- 
vessa del  tronco  di  cono  retto  generato  dal  medesimo  trapezio 
esprimerà  du  , e il  volume  delio  stesso  tronco  sarà  dv. 

221.  Ciò  posto  , il  triangolo  differenziale  Mm,  rettilineo  e 
rettangolo  in  r , avendo  per  cateti  dx  e dy , e per  ipotenosa  ds , 
ci  dà  immediatamente 

ds  « 1 /dx1  + dy'  — dx  f/ 1 + d£%»*dxì/\  +(r <*>)'■ 

222.  La  nota  misura  del  trapezio  rettilineo  , applicata  a 
PMmp  avente  per  lati  paralleli  y e y -f-  dy  , e per  distanza 
tra  essi  dx , dà  sulle  prime 

H*/  + (y  + dy)]dx=ydx  + ^dxdy  ; 
ma  poi  disprezzando  l’ infinitesimo  di  secondo  ordine  al  pa- 
ragone di  quello  di  primo  , rimane 

dt  » ydx  « f(x) . dx . 

223.  Da  ciò  segue  che  se  l' equazioni 

y,  = A(*)  , y*~f*{x) 

esprimano  due  curve  diverse  CM  . DN  riferite  ai  medesimi 
assi . o pure  due  rami  diversi  CM , DN  di  una  medesima 
curva  avente  per  equazione  f(x  , y)»*»0  , chiamando  l l’area 
CDNM  che  è la  differenza  delle  due  ACMP  ed  ADNP  , sarà 

dt  rnt  (y,  — y,)dx  = iftx  — f,x)dx. 
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224.  La  superficie  convessa  del  tronco  di  cono  retto  ge- 
nerato dal  trapezio  PMm/i  risulta  espressa  , per  un  teorema 
conosciuto  , da 

: [ %*y  + 2*(y  4-  dyY\ds  = 2iryds  -f  itdy  ls  : 

dunque  omettendo  il  termine  di  secondo  ordine  , sarà 

du  = 2 tryds—  iiey  ^ dx * -(- dy'  = 2irf(x).dx  l/  1 -f-  (f'x)' . 

* 225.  Dette  ancora  come  pocanzi  y,  e yt  le  funzioni  di  od 
esprimenti  le  ordinate  PM  e PN  dei  rami  CM  e DN  , l’ in- 
sieme dei  differenziali  delle  superficie  generate  da  essi  risulta 
espresso  da 

d«-2r*r(i7ll/4+(r,®),+  ^ <+(/>)*  ■ 

chiamando  u la  somma  delle  due  superficie  ; ma  è osserva- 
bile che  questa  forinola  ammette  una  riduzione  importante 
quando  i detti  rami  giacciono  simmetricamente  per  rapporto 
ad  una  retta  parallela  all'  asse  di  rotazione  OX  ( come  per 
esempio  avverrebbe  se  appartenessero  ad  un  cerchio  ) : allora 
infatti  le  loro  tangenti  nei  punti  M ed  N formando  col  detto 
asse  due  angoli  conscguenti  l' uno  dell’  altro  , sarà 

f\x  = — ftx  e quindi  (f,®)*  (f  ,®)*  ; 

il  perché  la  forinola  in  parola  si  ridurrà  a 

du  = 2 *dw(y,  + yt)V  1 -f  [f  ®)\ 

E se  inoltre  quei  due  rami  appartengono  ad  una  stessa  curva  , 
potranno  ancora  aver  luogo  altre  riduzioni , nascenti  da  che 
y,  e yt  sono  radici  di  una  stessa  equazione. 

* 22G.  Se  la  curva  CM,  o il  sistema  delle  curve  CM  e DN 
non  facesse  una  compiuta  rotazione  intorno  alla  retta  fissa 
OX  , chiamando  ®r  1’  arco  descritto  dai  punti  del  suo  piano 
distanti  per  l’ unità  da  quella  retta  , la  superficie  generata 
nel  tempo  stesso  della  retta  Min  o dal  sistema  delle  rette  Min 
ed  Nn  sarebbe  ad  evidenza  minore  dell’  intera  superfìcie  con- 
vessa del  tronco  o dei  due  tronchi  nel  rapporto  di  or  a 2ir  ; 
dunque  nelle  tre  espressioni  dianzi  trovate  per  du  converrebbe 
sostituire  m a 2*. 

227.  Ritornando  al  tronco  di  cono  retto  generato  dal  fra- 
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pezio  PMwj/>  , il  noto  teorema  relativo  al  suo  volume  ci  dà 
sulle  prime 

Y + *(y  + dy)'  + *y{y  -f  di/)]  = ^(3if  -f  3ydy  + dy')  ; 

dunque  sopprimendo  i termini  di  secondo  e di  terzo  ordine 
in  confronto  di  quello  di  primo,  resterà 

dv  — -Ky'dx  *=  v{fx)'dx. 

* 228.  Inoltre , se  v dinoti  il  volume  del  solido , in  forma 
di  anello  , generato  dal  trapezio  mistilineo  CDNM  , ed  yt  e y, 
sieno  le  funzioni  di  x esprimenti  Ile  ordinate  dei  rami  CM 
e DN  , si  avrà  evidentemente 

dv  = 7r(j il  — y\)dx  = v[{f.x)'  - (/»*](&  ; 

e in  questa  formola  del  pari  che  nella  precedente  si  dovrà 
sostituire  a ir  , quando  il  piano  della  figura  che  genera 
il  solido  non  compie  sua  rotazione  intorno  alla  retta  fissa , 
ma  coi  punti  lontani  dall’  asse  di  rotazione  per  l’ unità  de- 
scrive l’arco  ®\ 

229.  In  ordine  ai  trovati  dilferenziali  ci  resta  a fare  alcune 
osservazioni.  Gli  assi  coordinati  della  curva  espressa  per  la 
equazione  y = f[x) , si  sono  supposti  tacitamente  rettangolari , 
come  ordinariamente  avviene  ; e dippiù  , nel  considerare  le 
superficie  e i solidi  di  rotazione . si  è presa  la  retta  fissa  per 
uno  di  tali  assi.  Ora  per  queste  superficie  e per  questi  solidi 
è ben  chiaro  , che  la  detta  posizione  e scelta  di  assi  non 
saprebb’  essere  in  maggiore  armonia  colla  forma  di  tali  gran- 
dezze , le  cui  estremità  hanno  i loro  piani  perpendicolari 
all’  asse  di  rotazione.  Ma  per  gli  archi  delle  curve  la  sola 
ragione  per  cui  si  preferiscono  gli  assi  rettangolari  agli  obliqui 
è la  maggiore  semplicità  dell’  espressione  analitica  di  ds  , la 
quale  , se  l'angolo  contenuto  dagli  assi  fosse  * diverrebbe 

da  = 1/ dx ' + 2cos* . dxdy  -f-  dy'  = dxV'  \ -J-  2cos* . fx  -f-  (fa')* , 

pei  la  nota  relazione  fra  i tre  lati  e un  angolo  di  un  triangolo , 
che  qui  sono  ds  , dx  , dy  , e 180° — «.  Pertanto  non  sarà 
superfluo  notare , che  in  qualche  raro  caso  di  una  curva  che 
si  trovasse  già  riferita  ad  assi  obbliqui  , potrebbe  darsi  che 
nella  ricerca  della  primitiva  s convenisse  adoperare  questa 
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espressione  di  ds  , anzi  che  mutare  gli  assi  coordinati  di  obliqui 
in  ortogonali. 

230.  In  quanto  poi  alla  espressione  di  dt , siccome  essa 
diviene  semplicemente  sen x.ydx  nella  ipotesi  degli  assi  obli- 
qui (perchè  allora  l’altezza  del  trapezio  PMmp  è sen*. da? 

in  vece  di  dx  ) , così  non  vale  la  pena  di  cangiare  gli  assi 
di  obliqui  in  rettangolari  nella  ricerca  della  funzione  t , non 
essendo  più  difficile  questa  ricerca  (come  vedremo  a suo  luogo) 
quando  per  espressione  di  dt  si  prende  sen x.gdx. 

231.  Inoltre,  le  grandezze  tolte  a differenziare  in  questo 
capitolo  si  sono  riguardate  positive  , e 1’  estremo  fisso  o dato 
delle  medesime  si  è tacitamente  supposto  giacere  in  modo 
per  rapporto  all’estremo  variabile , ed  alla  origine  delle  coor- 
dinate , che  al  crescere  la  variabile  indipendente  x crescessero 
ancora  quelle  grandezze  ; in  conseguenza  di  che  i differenziali 
dovevano  risultar  positivi.  Converrà  dunque  premettere  il  se- 
gno — alle  ritrovate  espressioni  di  ds  , dt  , du  , e dv  , quando 
per  contrario  gli  estremi  delle  grandezze  indicale  da  s , t , u , 
e v giacessero  in  modo  che  queste  diminuissero  al  crescere 
la  x , come  avverrebbe  nella  nostra  figura  se  l’ ordinala  AC 
giacesse  a destra  della  PM. 

* 232.  Osserviamo  finalmente  che  indicando  con  F[x ) la 
primitiva  corrispondente  ad  uno  dei  trovati  differenziali  , per 
esempio  di  ds  , l’espressione  generale  o completa  dell’arco CM 
sarà  F[x)  -f-  C.  In  questa  la  costante  C sarebbe  arbitraria 
(come  fu  osservalo  sin  dal  n.°  26)  se  essa  non  dovesse 
adempiere  che  alla  condizione  di  aver  per  differenziale  la 
espressione  di  ds  in  x , e ciò  risponde  benissimo  al  fatto 
che  arbitraria  è ancora  la  posizione  che  potrebbe  avere  il 
punto  C , a sinistra  di  M come  I'  origine  delle  coordinate  , 
senza  cangiamento  del  differenziale  ; ma  per  la  stessa  ragione 
sarà  determinata  la  costante  C quando  è pur  tale  la  posizione 
del  punto  C : infatti , dovendo  in  tal  caso  1’  arco  CM  ridursi 
a zero  quando  il  punto  M coincide  con  C , dovrà  l’espres- 
sione F[x)  C annullarsi  quando  x = a , vai  quanto  dire 
dovrà  essere  F(a ) + C = 0 ; di  che  risultando  C = — F[a)  , 
1’  espressione  definitiva  della  lunghezza  dell’  arco  CM  sarà 
F[x)-F[a). 

* 233.  Lo  stesso  è a dire  quando  F[x)  si  suppone  indicare 
la  primitiva  in  x di  dt , du  , dv  , da  trovarsi  a suo  luogo 
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colle  regole  del  Calcolo  integrale  : detta  a Y ascissa  relativa 
al  dato  cominciamento  dell’  area  t , della  zona  « , del  volu- 
me v , e ritenuta  la  stessa  x per  indicare  I'  ascissa  relativa 
all’altro  estremo  di  tali  grandezze , e ordinariamente  maggiore 
di  a , il  loro  valore  sarà  espresso  da  F[x)  — F[a). 

CAPITOLO  XXI. 

Tangenti , normali , ed  asintoti  delle  curve  piane. 

233.  Siano  x e y'  le  coordinale  variabili  della  tangente 
alla  curva  espressa  dall’  equazione  y ***f{a))  nel  punto  (x  , y). 

ffy 

Il  significalo  geometrico  di  ~ osservato  nel  n.°  33  , e le 
ovvie  nozioni  di  geometria  analitica  ci  daranno  bentosto 

y'—y=%.  W 

per  equazione  della  tangente  : equazione  che  si  avrebbe 
ancora  considerando  la  tangente  come  identica  alla  retta  che 
unisce  i punti  (x  , y)  e (x  4-  ilx  , y + dy)  della  curva  ; cioè 
a dire , considerando  la  curva  siccome  un  poligono  d' infiniti 
lati  , i cui  prolungamenti  sono  in  tale  ipotesi  le  tangenti  di 
essa,  (a) 

235.  La  ritrovata  equazione  appartiene  alla  tangente  , si 
nella  ipotesi  degli  assi  rettangolari  che  in  quella  degli  assi 
obliqui.  Ma  in  quanto  alla  normale  , attenendoci  per  sempli- 
cità alla  prima  ipotesi , e riflettendo  che  essa  non  è altro  che 
la  perpendicolare  nel  piano  della  curva  alla  tangente  nel 
punto  [x  , y)  di  contatto . la  sua  equazione  tornerà  espressa  da 

y'  — y^  — ^x'  — x),  ossia  x'  — X + ^ («/'—«/)  = 0 («) 

da ! 


(a)  Nelle  applicazioni  geometriche  del  Calcolo  differenziale  , per  non 
perdere  il  vantaggio  di  poter  indicare  cou  lettere  accentate  valori  ana- 
loghi a quelli  delle  stesse  lettere  non  accentate , useremo  per  le  deri- 
' vate  la  notazione  Leibniziana  : il  che  peraltro  non  esclude  che  la  no- 
tazione Lagrangiana  possa  tuttavia  usarsi  riguardo  alte  lettere  che  sono 
caratteristiche  di  funzioni , come  f , <p  , | . 
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236.  Supponendo  che  l' equazione  della  curva  abbia  la 
forma  più  generale  F[x  ,y)  = 0 , la  sua  derivata  per  rapporto 
ad  x sarà 


££  + ££*=0 

dx  dy  dx 


dP  . ,dF 


0 


ne  sarà  l’ equazione  differenziale  ; onde  traendo  dalla  prima 
il  valore  di  , e sostituendolo  nell’ equazioni  (t)  ed  (n) , avre- 


mo in  loro  vece 


(T)  (N) 

Dalla  prima  di  queste  si  vede  che  per  aver  subito  l’equazione 
della  tangente  dall’  equazione  differenziale  della  curva  , basta 
cangiare  in  questa  i differenziali  dx  e dy  nelle  differenze 
finite  x'  — x e y — y : il  che  è affatto  naturale  quando  si 
consideri , da  una  parte  che  i differenziali  delle  coordinale  x 
e y sono  identicamente  gli  stessi  per  la  tangente  , e per  la 
curva  riguardata  come  un  poligono  d' infiniti  lati  ; e da 
un’  altra  parte  che  nella  retta  i differenziali  delle  coordinate 
sono  proporzionali  alle  loro  differenze. 

237.  Mediante  le  ritrovate  equazioni , per  condurre  la  tan- 
gente o la  normale  di  una  curva  in  un  dato  suo  punto , non 
si  ha  che  a costruire  l’ equazione  corrispondente  ; perchè  al- 
lora ®,ye|  sono  quantità  conosciute.  Ma  quando  il  punto 

dato  per  cui  si  vuol  condurre  la  tangente  o la  normale  alla 
curva  non  giace  su  questa  , le  incognite  del  problema  sono 
le  coordinate  x e y del  punto  di  contatto  , e per  contrario 
le  x'  e yf  sono  da  stimarsi  cognite  ed  uguali  alle  coordinate 
del  dato  punto  , a fine  di  esprimere  che  la  tangente  o la 
normale  passi  per  questo  punto.  Si  troveranno  dunque  in  tal 
caso  le  incognite  x e y combinando  ( mediante  la  eliminazione 
o mediante  la  intersecazione  di  due  luoghi  geometrici)  luna 
o l'altra  dell’ equazioni  (<)  , (n)  coll’equazione  y=sf[x)  ; o 
pure  P una  o l'altra  dell’ equazioni  (T)  , (N)  colla  equazione 
*{<*>  , y)  = 0. 

* 238.  Inoltre , siccome  la  derivata  della  equazione  F(ar,y)= 0 
è anche  derivata  dall’  altra  F[x  , y)  = C , qualunque  valore 
costante  si  abbia  C , così  le  due  equazioni  (T)  ed  (N)  saranno 
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>e  stesse  per  tutte  le  curve , che  oltre  della  proposta  possono 
desumersi  dalla  equazione  F[x  , y)  = C variando  C ; di  che 
nasce  che  riguardando  x'  e y'  siccome  costanti  , ed  x e y 
come  variabili , tali  due  equazioni  esprimeranno  i luoghi  geo- 
metrici dei  punti  ove  le  dette  curve  sono  toccate  dalle  tan- 
genti che  partono  dal  punto  fisso  ( x ' ,y'),o  sono  intersecate 
perpendicolarmente  dalle  normali  che  partono  da  questo  me- 
desimo punto. 

* 239.  Anche  i problemi  più  difficili  di  condurre  una  tangente 
o pure  una  normale  comune  a due  curve  date  , si  traducono 
immediatamente  in  equazioni  mediante  1’  equazioni  (T)  ed  (N)  ; 
poiché  supponendo  essere  Ft(x'  , y')  = 0 1’  equazione  della 
seconda  curva , ed  (x  , y) , (x  , y')  gl’  ignoti  punti  di  contatto 
delle  due  curve  colla  tangente  comune  , o d’ intersecazione 
con  la  comune  normale  , insieme  coll’  equazione  (T)  o colla 
equazione  (N)  avrà  luogo  l’equazione 

= 0 (T.) 

nel  caso  della  tangente  , e 1’  equazione 

-o-gtìr-jr)  (n.) 

nel  caso  della  normale.  Adunque  il  problema  della  tangente 
comune  dipenderà  dall’  equazioni  F=>  0 , Ft=  0 , (T) , (T,)  : e 
quello  della  normale  comune  dalle  altre  F—0  , J\=0  , (N) , (N.)  : 
in  ambedue  poi  sarà  lecito  sostituire  ad  una  delle  quattro 
equazioni  corrispondenti  quest’aUra 

dF  ÌEi  — dF  dF* 
dx  dy’  dy  dx'  ' 


che  si  desume  facilmente  da  esse , e che  nasce  a priori  dalla 
circostanza  che  nei  punti  ignoti  le  tangenti  alle  curve  debbono 
coincidere  , o esser  parallele  ; difatti  ciò  esige  che  si  abbia 

l’ equazione  p-  —j-,  > che  equivale  alla  precedente  in  virtù 

dee  u+c 


delle  derivate  dell’ equazioni  F=0  , Ft  = 0.  È chiaro  inoltre 
che  se  la  tangente  della  prima  curva  esser  dovesse  normale 
alla  seconda  , la  soluzione  del  problema  dipenderebbe  dalle 
equazioni  F=  0 , Ft  = 0 , (T)  , ed  (N,). 

* 240.  Dinotiamo  con  r ed  ® gli  angoli  che  gli  assi  positivi 
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delle  x e delle  y formano  colla  tangente  prolungala  nel  senso 
delle  x positive  ; e per  simmetria  dinotiamo  in  egual  modo 
con  pi  e v gli  angoli  formati  dai  medesimi  assi  colla  normale 
protratta  nel  senso  delle  y positive.  Gli  angoli  r c v ( il  primo 
dei  quali  è chiamato  da  Cauchy  inclinazione  della  curva  all'  asse 
delle  x ) saranno  acuti  ed  eguali  fra  loro  . e saranno  tra  loro 
conseguenti  i due  altri  <x>  e /*.  Inoltre , pel  significato  della  deri- 
vata y-  , questa  derivala  sarà  tangente  trigonometrica  di  r 

(XX 

o del  suo  conseguente  ; e ciò  dee  bastare  per  dedurne 

ày_ 

1 dx 

COST  = , COS  X = , 


forinole  che  possono  esser  utili  quando  si  debbono  conside- 
rare nel  tempo  stesso  i coseni  degli  angoli  che  la  tangente 
e la  normale  formano  cogli  assi  positivi , essendo  allora  ne- 
cessario che  il  radicale  onde  sono  affette  abbia  in  tutte  quattro 
un  medesimo  segno. 

* 241.  Se  in  vece  di  questo  radicale  si  voglia  introdurre  per 
brevità  il  differenziale  dell’  arco  della  curva  , contato  da  un 
punto  fisso  e terminato  al  punto  (x  , y)  , si  avrà  bentosto 
pel  n.°  221 

dx  du  dy  dx 

cos r = ih  — , cosa>=±-^.  cospi  = -H-r-,  cosv  = ±-r-, 

ds  da  ds  ds 

valendo  i segni  superiori  o gl’  inferiori  secondo  che  , per  la 
posizione  del  punto  fisso  rispetto  a quella  del  punto  (x  , y) 
l' arco  s cresca  o decresca  al  crescere  la  variabile  indipendente. 

* 242.  Noteremo  pure  , che  nelle  formole  del  n.°  240  sosti- 
tuendo a il  valore  che  ne  dà  la  derivata  della  equazione 

Cale.  Di/f.  20 
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F(x  , y)  = 0 , i risultati  possono  ricevere  le  forme 


dF  iF 


bene  inteso  che  — si  faccia  essere  positivo , il  che  è sempre 
dy 

possibile  , perchè  laddove  accadesse  il  contrario  , basterebbe 
cangiare  i segni  a lutti  i termini  della  derivata. 

243.  Combinando  1’  equazioni  (<)  ed  (n)  della  tangente  e 
della  normale  coll’equazione  t/'  = 0 dell’asse  delle  x' , l’ espres- 
sioni di  x — x che  si  desumono  dai  risaltati  dinotano  le 
rette  P/  e Pn  [fig.  30),  che  sul  detto  asse  restano  comprese 
tra  P ordinata  e la  tangente  , e tra  f ordinata  e la  normale. 
Queste  rette  con  nome  antichissimo  si  addimandano  sottacente 
e sunna-male  , ed  alcuni  per  brevità  sogliono  indicarle  coi 
simboli  St  , Sn  : avremo  dunque 


dx  dx  ’ 


e i valori  assoluti  di  queste  rette  si  dovranno  tagliare  dal 
piede  dell’  ordinato  ( ossia  dall’  estremo  della  x ) nel  senso 
delle  x positive  o delle  x negative  , secondo  che  il  segno 
dal  quale  risultano  affetti  sarà  il  + o il  — , acciò  x x 
risulti  egualmente  positivo  o negativo,  (a) 


(*)  I)’  ordinario  la  sottangente  si  esprime  con  , ma  allora  si 

prescinde  dal  segno  , e si  dà  per  la  sua  posizione  sull’  asse  dette  x 
una  regola  contraria  atta  suddetta.  Abbiamo  preferito  il  dare  nna  origine 
puramente  analitica  alte  due  rette  in  parola  , essendo  per  essa  manifesto 
che  i toro  segni  sono  ( come  doveano  essere  ) contrarii  , c la  regola  per 
la  loro  applicazione  sulle  figure  tornando  simile  alta  maniera  ordinaria 
di  prendere  sugli  assi  rette  positive  o negative , a contare  da  punti  dati. 
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214  Lo  parti  Mi  ed  M n della  taugente  e della  normale  , 
comprese  tra  1 asse  delle  x ed  il  punto  di  contatto,  si  chia- 
mano lunghezza  della  tangente  e.  lunghezza  della  normale  , e 
spesso  ancora  per  semplicità  tangente  e normale.  Or  dopo  le 
recate  (orinole  della  soltangcnle  e della  sunnormale , è mani- 
festo dai  triangoli  rettangoli  MPl  , MPu  che  tali  lungliezze  , 
cui  dinoteremo  per  analogia  con  T ed  Nm  tornano  espresse  da 

r _ ...  .A  . dy*  . <h_  _ 'V  dx'  + dy'  _ yd» 

* yV  d. r»  dx  dy  dy  ' 

/v  -r- i/t  i dy%  — - ydt 

m ^ r dx * dx  dx 

È poi  superfluo  il  dire  che  scambiando  fra  esse  le  let- 
tere a>  e y in  queste  forinole,  e in  quelle  del  n.°  precedente, 
si  avranno  l’ espressioni  della  tangente  e della  normale  ter- 
minate all'asse  delle  y , e quelle  della  sotlangente  e della 
sunnormale  poste  su  questo  medesimo  asse. 

245.  Applicando  le  ritrovale  forinole  all'ellisse  ed  aU'i|»er- 

boia  , espresse  dall’cquazioni  — ± ^ = 1 , trovasi 


alx* — <r)  y(y' — y)  . xx 

- ± = 0 . ossia 


«• 


W £ 

6»  o*  — ** 


o pure  , avuto  riguardo  all'  equazioni  delle  curve , 


=*=  F “ * 


■ 088ia  **'  rn — (i  = i\r„ 

h*  a»  ’ 088‘a  6»  ^ a* ) J 


(T) 

(T.) 

(N) 


S.  = 


a*  — x • 


Per  la  parabola  poi , espressa  dall’equazione  y * = 2 ax , si  trova 

y{y' — y)  = aix' — x)  > oS9Ìa  yy  - ax  =y%— ax , (t  ) 

ed  ancora  , in  virtù  dell'  equazione  della  curva  , 

yy  — ax  « ax  ; (T,) 

(N)  y(x'—x)  + a(y'—y)=0,  St  = —ìx  , Sn  = a. 

* 246.  L'  equazioni  (T)  quando  si  suppongono  variabili  x , y , 
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e date  x , y' , esprimono  curve  che  passano  pel  punto  (a/  ,y) 
e sono  della  medesima  specie  delie  date.  Dippiù  , esse  restano 
immutate  quando  per  l’ellisse  e per  l'iperbola  si  cangiano  aeb 
in  na  ed  nb  ( dinotando  n un  numero  qualunque  ),  e quando 
per  la  parabola  si  aggiunge  una  costante  qualunque  C a 2aa;; 
ma  in  virtù  di  questi  cangiamenti  e di  questa  aggiunzione  , 
l’ equazioni  primitive  forniscono  infinite  ellissi  o iperbole , 
concentriche  simili  e similmente  poste , e infinite  altre  parabole 
eguali  alla  data  e similmente  poste  intorno  all’  asse  delle  x ; 
dunque  1’  ellisse  l’ iperbola  e la  parabola  indicate  dalle  corri- 
spondenti equazioni  (T)  , sono  i luoghi  geometrici  dei  contatti 
delle  anzidetto  infinite  altre  ellissi  iperbole  o parabole,  colle 
tangenti  menate  ad  esse  dal  punto  [x'  , y)  esistente  fuori  delle 
curve  primitive. 

* 247.  Nondimeno  la  costruzione  di  Bitfatti  luoghi  geometrici 
non  è punto  necessaria  per  condurre  la  tangente  alle  curve 
da  un  punto  dato  fuori  di  esse  , poiché  importa  osservare 
che  l’ equazioni  (T,)  sono  ancora  di  primo  grado  per  rap- 
porto alle  coordinate  x ed  y del  contatto,  e perciò  espri- 
mono linee  rette  quando  x'  e y'  si  riguardano  come  date  ; 
di  che  avviene  , che  costruite  come  va  fatto  quando  x e y 
si  tengono  come  variabili , ed  a/  e y si  addicono  a rap- 
presentare le  coordinate  del  punto  dato  fuori  delle  curve , le 
intersecazioni  di  esse  rette  con  queste  curve  saranno  i richiesti 
punti  di  contatto,  (a) 


(a)  Detto  n il  grado  di  una  qualunque  curva  algebrica  , è una  pro- 
prietà comune  a tutte  queste  curve  che  1’  equazioni  delle  loro  tangenti 
possano  ridursi  al  grado  n — 1 per  rapporto  alle  coordinate  x e y del 
contatto  ; donde  segue  che  da  un  punto  dato  fuori  la  curva  possano 
condursi  a questa  n(n  — 1)  tangenti.  La  detta  proprietà  si  desume 
facilmente  da  che  per  ogni  funzione  f{x , y,  ...1  omogenea  e di  gra- 
do n per  rapporto  ad  x , y , ...  si  verifica  l’ equazione 

Infatti  , a causa  della  omogeneità  si  vede  facilmente  che  mutando 
x ,y  , . . . in  tx  , iy  , . . . dee  risultare 

f{lx,ly,  ...)=t"f[x,y,  ...),e  quindi  ^■t  = nln~lf[x,yt...) 
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* 248.  In  quanto  all’  equazioni  (N) , si  vede  che  esse  per  rap- 
porto ad  ® e y come  variabili , ed  x'  e y come  date , espri- 
mono altrettante  iperbole  che  hanno  per  asintoti  rette  paral- 
lele agli  assi  , e che  inoltre  passano  pel  punto  {co'  , y)  ; ma 


derivando  per  rapporto  a t.  Ma  supponendo 

du 


Ix  = u , ty  = e , 


e con  ciò  -j^  — x. 


dv 


la  funzione  f[tx  ,ty,  . . .)  diviene  f{u  ,v , • • •)  > e quindi  ha  per  deri- 
vata ( n.*  64  ) rispetto  a t 


dfdu  . d[dv 
du  di  dv  dt 


= xd±+*l+.  . 

du  ^ y dv  ^ ’ 


dunque  avremo  ancora 


A±. 

du 


e quindi  supponendo  <=1  , con  che  tornano  u = x ,v  = y , .. 

= nf[x  ,y  , 


sara 


x—  +y-jf + 
dx  3 dy 


Ciò  posto  , supponendo  essere  F(x  ,y)  = C,  P equazione  di  una 
curva  algebrica  di  grado  n , libera  da  radicali  c da  rotti , e supponen- 
dola posta  sotto  la  forma  p -4- q-\-. . . = 6’ , dove p ,q,  ...  sieno  funzioni 
omogenee  in  x e y dei  gradi  n , n — 1 , ...  avremo 

dF dp  ,dq  dF dp  dq 

dx  dx  dx  " ‘ ’ dy  dy  dy 
c cosi  l’ equazione  generale  ( n.°  236  ) della  tangente  diverrà 

(§+£-••■)(*’-* MS+3+ 

ma  pel  teorema  poco  fa  dimostrato  circa  le  funzioni  omogenee  abbiamo 


dp  , dp 

*ix  +*i+  ■■■=’<•• 


dunque  , avendo  riguardo  all’equazione  p-h  q-\-. . . —C  la  precedenti- 
equazione  della  tangente  si  ridurrà  a quest’  altra 

. . rfp  dp 

di  grado  n — 1 rispetto  ad  x c y,  come  sono  --e  — • 
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le  medesime  equazioni  restano  ancora  immutale  per  le  infinite 
ellissi , iperbole  o parabole  pocanzi  delle  : esse  dunque  rappre- 
sentano i luoghi  geometrici  delle  intersecazioni  di  tutte  queste 
curve  colle  normali  condotte  a ciascuna  dal  punto  {x  , y). 

249.  Per  l’ellisse  e per  l’iperbola  si  vede  che  la  forinola* 
della  sotlangente  è indipendente  dall'  asse  2 b : dunque  la  sot- 
tangente  è la  stessa  nel  cerchio  di  diametro  2a , ed  in  tutte 
l’ellissi  descritte  su  questo  diametro  per  nno  dei  loro  assi. 
E in  simil  modo  la  sotlangente  dell’  iperbola  equilatera  di 
asse  traverso  ia  , è la  stessa  di  quella  di  tutte  le  iperbole 
scalene  descritte  sul  medesimo  asse  traverso.  £ chiaro  poi 
dalla  formola  della  sunnormale , che  il  rapporto  di  questa  retta 
all’  ascissa  corrispondente  sia  costante  non  solo  per  tutti  i 
punti  di  una  medesima  ellisse  o di  una  medesima  iperbola  , 
ma  eziandio  per  tutte  l’ ellissi  , o per  tutte  le  iperbole  con- 
centriche , e simili  e similmente  poste. 

250.  Circa  la  sotlangente  e la  sunnormale  della  parabola 
non  abbiam  nulla  da  aggiungere  a quanto  dicesi  di  esse  nelle 
teoriche  delle  curve  di  secondo  grado,  vai  dire  che  una  sia 
doppia  dell'ascissa  , e l’altra  sia  metà  del  parametro. 

251.  Potendosi  fare  una  osservazione  importante  sulla  lun- 
ghezza della  normale  di  tutte  le  curve  coniche  , scriveremo 
1'  espressioni  di  tale  lunghezza  e di  quella  della  tangente  par- 
tendo dall’  equazione 

y ' — 2 mx  + nx * , 

che  rappresenta  (siccome  è noto)  una  ellisse  quando  il  nu- 
mero n è negativo  , una  parabola  quando  è nullo  , e una 
iperbola  quando  è positivo.  Tali  espressioni , per  essere 

tjdy  =*  (»»  ■+■  nx)dx  , e quindi  , 

si  trovano  essere 


T 

a 


yl/y'*-|-(w-t-wj)* 

m-\-nx 


N, 


V' y'  (m  -f-  nx)'  : 


or  nella  origine  delle  coordinate , che  è ancora  un  vertice 
propriamente  detto  della  curva  , la  tangente  si  scorge  esser 
nulla  con  x e y , come  apertamente  debb’ essere,  perchè 
estendendosi  dal  contatto  sino  all’  incontro  coll’  asse  delle  x , 
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nel  caso  in  parola  si  arresta  al  medesimo  punto  da  cui  par- 
te. Ma  in  quanto  alla  normale  , siccome  nel  punto  «li  cui 
si  tratta  la  posizione  di  essa  coincide  con  1'  asse  delle  ir  , e 
quindi  può  dirsi  che  lo  incontri  dappertutto,  così,  stando  alla 
definizione  ( n.°  244  ) la  sua  lunghezza  dovrebbe  risultare 
indeterminata  : dunque  , poiché  in  questo  punto  la  sua  espres- 
sione ce  ne  dà  la  lunghezza  eguale  ad  m , ossia  alla  metà 
del  parametro  , converrà  ammettere  che  questo  valore  non 
sia  die  il  limite  al  quale  si  avvicina  la  normale  a seconda 
che  x e y convergono  a zero  ; o in  altri  termini  , convien 
dire  che  sia  la  normale  che  move  da  un  punto  infìuitamente 
vicino  al  vertice  della  curva  , sito  nella  origine  delle  coordi- 
nate. La  semplice  geometria  , o piuttosto  la  semplice  costru- 
zione grafica  semina  insufficiente  alla  determinazione  di  questa 
retta  nel  punto  di  cui  si  tratta. 

* 252.  Per  la  curva  ( fig.  31  ) espressa  dall' equazione 
y = e*  , o vero  oc  = ly  , 

e die  può  dirsi  logaritmica  neperiana  perchè  le  ascisse  sono 
i logaritmi  neperiani  delle  ordinate,  si  ha 

(T)  y'—y=y{x'—x)  . ed  a?’-  x+y(y'—*f)=0  (N) 

dalle  quali  equazioni  apparisce  , che  se  dovesse  condursi  la 
tangente  o la  normale  per  un  punto  dato  fuori  della  curva , 
si  risolverebbe  graficamente  il  problema  combinando  la  stessa 
enrva  coir  iperbola  e colla  parabola  , che  allora  vengono 
indicate  da  tali  equazioni , e che  inoltre  passano  pel  punto 
dato  , le  coordinate  del  quale  si  prenderebbero  per  valori 
di  x'  e y. 

Si  hanno  pure  la  delta  curva  , 

St  = — \ , ed  Sn=c“: 

forinole  dalle  qnali  si  scorge  che  nella  logaritmica  neperiana 
( la  più  semplice  di  tutte  l’ altre  logaritmiche)  la  soltangenle 
ò costante  , e di  valor  numerico  eguale  all’  unità  ; e che  la 
sunnormale  cresce  rapidamente  al  discoslarsi  che  fa  il  contatto 
dalla  origine  delle  coordinate,  (a) 


(a)  La  curva  di  nui  si  tratta  , per  la  proprietà  di  avere  la  sottacente 
costante  ed  eguale  aH’  unità  , si  può  descrivere  con  molta  se  non  con 
matematica  esattezza;  «ò  che  può  dirsi  egualmente  di  tutte  le  curve  «elle 
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Non  aggiungiamo  esempii  di  tangenti  e di  normali  comuni 
a due  curve  , perchè  dietro  l’ equazioni  generali  date  nel 
n.°  239  , la  diflìcoltà  di  risolvere  questi  problemi  sta  tutta 
nel  maneggio  di  tali  equazioni  , il  quale  , come  ognun  vede, 
non  è di  competenza  del  Calcolo  differenziale,  (a)  Dato  dunque 


quali  sono  assai  facili  la  costruzione  della  tangente  e la  determinazione 
di  qualche  loro  punto.  Infatti , appartenendo  alla  curva  il  punto  B ( fìg.'òt  ) 
preso  nell’asse  OY  alla  distanza  1 dalla  origine  ( perchè  x=0  dà  y — <-° — 1). 
se  questo  punto  si  unisca  coll’  altro  A preso  ancora  alla  distanza  1 
sull’  asse  delle  x negative  , la  retta  AB  toccherà  la  curva  in  B ; onde 
presa  la  BA  più  piccola  che  si  può  su  questa  tangente  , il  punto  b potrà 
riguardarsi  come  un  secondo  punto  della  curva , al  quale  niente  impedisce 
di  applicare  la  stessa  costruzione  per  averne  un  terzo  , e cosi  quanti 
altri  se  ne  vogliano. 

Descritta  in  tal  modo  per  approssimazione  la  logaritmica  neperiana , 
si  avrà  un  valor  prossimo  del  numero  irrazionale  e nell’  ordinata  cor- 
rispondente all’ascissa  1 ; e si  avrà  il  logaritmo  neperiano  di  qualunque 
altro  numero  , nell'  ascissa  corrispondente  a questo  numero  preso  come 
ordinata.  Quindi  sarà  quasi  egualmente  facile  la  costruzione  approssi 
mata  della  logaritmica  relativa  a qualunque  altra  base  a , mediante  la 
nota  proprietà  che  ly  : logy  ::  la  : i. 

Queste  osservazioni  non  parranno  inutili , quando  si  rifletta  clic 
possono  esservi  dei  problemi , nella  soluzione  dei  quali  sia  sufficiente  il 
grado  di  esattezza  cui  si  può  raggiugnere  coi  mezzi  puramente  grafici. 

(a)  È chiaro  che  una  scelta  convenevole  di  assi  coordinati  può  molto 
contribuire  alla  semplicità  dell’  eliminazione  o delle  costruzioni  grafiche  ; 
e per  rapporto  alle  curve  coniche  gli  assi  più  idonei  sembrano  essere  quei 
diametri  coniugati  di  una  delle  curve , ai  quali  possono  condursi  paralleli 
ciascuno  a ciascuno  due  diametri  coniugati  dell'  altra.  Questi  assi  gene- 
ralmente parlando  non  sono  rettangolari , ma  ciò  non  costituisce  una 
seria  difficoltà,  perchè  l’equazione  (T)  della  tangente,  data  nel  n.°  236, 
conserva  la  stessa  forma,  e quella  della  normale  facilmente  trovasi  essere 


(?“SC08tt,)(*-  x)={£-Tycosa)(y'-y)  ’ 


detto  <u  1’  angolo  degli  assi  obliqui.  La  determinazione  poi  di  quei  dia- 
metri coniugati  non  è mai  gran  fatto  difficile , c si  può  leggere  , vo- 
lendo, in  una  addizione  dei  traduttori  ed  annotatori  della  Geometria 
Descrittiva  del  signor  Leroy  ( pag.  576  ). 

Noteremo  ancora  per  chi  ne  avesse  vaghezza  , che  negli  Atti  della 
Società  Pontaniaua  per  l’ anno  1812  vi  ha  una  Memoria  geometrica 
per  la  determinazione  della  tangente  comune  a due  curve  coniche , c 
del  piano  che  passa  per  un  punto  dato  e tocca  le  superficie  generate 
dalla  rotazione  di  due  curve  coniche  intorno  a due  loro  assi  : problemi 
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termine  a ciò  che  riguarda  le  tangenti  c le  normali , passe- 
remo alla  ricerca  degli  asintoti. 

253.  Una  retta  di  posizione  assegnabile  dicesi  asintoto  di 
un  ramo  infinito  di  una  curva  , allorché  prolungando  1’  una 
e I'  altro  si  possono  avvicinare  indefinitamente  senza  incon- 
trarsi. Da  ciò  segue  che  l'asintoto  può  considerarsi  come  una 
retta  che  incontri  la  curva  a distanza  infinita , e almen  uno 
degli  assi  coordinali  a distanza  finita  dalla  origine  ; e inoltri' 
si  scorge  la  utilità  della  determinazione  dell’asintoto , «piando 
sia  possibile  , perchè  il  ramo  di  curva  al  quale  appartiene  , 
prolungato  a sufficienza  può  dipoi  riguardarsi  come  a un  di 
presso  rettilineo  e coincidente  col  suo  asintoto. 

254.  Supponiamo  clic  v’  abbia  un  asintoto  non  parallelo 
all’asse  delle  y:  l’equazione  di  esso  ammetterà  la  forma 

y=*x  + p (1) 

con  valori  reali  e finiti  di  * e p , e sussisterà  «juando  per  x e y 
s intendano  le  coordinale  di  un  punto  della  curva  infinitamente 
lontano  dalla  origine,  e pel  quale,  in  conseguenza  , almeno 
la  x debb’ essere  ± co . Essendo  dunque 

* = - — — in  virtù  della  medesima  equazione  , c — con- 

XX  X 

vergendo  a zero  a seconda  che  x ingrandisce , si  vede  che  * 
eguaglierà  il  Limile  verso  cui  tende  il  rapporto  di  y ad  x 
frattanto  che  x cresce  , ossia  il  valore  che  prende  questo 
rapporto  quando  .r  = ± oo  , e che  indicheremo  scrivendo 

* = Lini  - • 

x 

Trovato  che  sia  * , per  aver  p osserveremo  che  1’  equazio- 
ne (1)  dà  fi  = y — o-x  , e che  per  x c y possono  di  nuovo 
intendersi  le  coordinale  di  quel  punto  infinitamente  lontano 
della  curva  , dove  può  stimarsi  che  questa  sia  incontrata 


che  non  eccedendo  il  quarto  grado  , potevano  esser  trattati  coll'Analisi 
geometrica  degli  Antichi.  Un'  altra  Memoria  letta  eziandio  a quella 
Società  net  1814  , ed  inserita  nel  IV  volume  degli  Atti,  ha  per  og- 
getto la  ricerca  della  normale  comune  a due  curve  coniche:  problema 
che  non  poteva  esser  trattato  se  non  coll’  Analisi  algebrica  , perchè 
generalmente  parlando  eccede  il  quarto  grado. 

Cale.  Di /fi.  il 
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dall  asintoto.  Pertanto  il  valor  finito  di  £ sarà  il  Limite  cui 
si  avvicina  la  funzione  y — *x  delle  coordinate  della  curva , 
mentre  la  a?  cresce  in  senso  positivo  o negativo  , e cui  si 
stima  raggiugoere  quando  oc  = ± oc  : cioè  a dire  sarà 

/3  = Lim  ( y — *.r). 

In  siniil  modo,  gli  asintoti  non  paralleli  all'asse  delle  x 
ammettendo  equazioni  della  forma  a?  = •>-#+ 5 con  valori  reali 
e Uniti  di  y e i i sarà 

(V 

y — Lim  - , e poscia  5 = Lim  (x  — yy)  , 

intendendo  per  x e y le  coordinate  della  curva.  E così  lesta  no 
considerati  tutti  gli  asintoti  che  la  curva  può  avere. 

255.  Supponendo  tali  gli  assi  coordinati  , che  l’ asintoto 
non  sia  parallelo  ad  alcuno  di  essi  ( come  sempre  è possibile), 
la  x c la  y del  punto  infinitamente  lontano , e tenuto  comune 
alla  curva  ed  all’  asintoto  , saranno  ambedue  infinite  ; ma  in 
virtù  dell’  equazione  della  curva  la  y è funzione  di  x , dunque 
pel  n.°  146  sarà 

Lim  - = Lim  %-  , c quindi  anche  * = Lim  ^ • 
x dx  dx 

Ma  quest’  ultimo  limite  appartiene  alla  tangente  della  curva 
nel  punto  stesso  di  cui  sono  infinite  la  x e la  y : dunque 
non  saprebb’  essere  asintoto  di  una  curva , se  non  la  tangente 
di  essa  in  un  punto  infinitamente  lontano  dalla  origine  delle 
coordinate  , e non  mai  nna  secante  ; ciò  che  non  è abba- 
stanza chiaro  dalla  semplice  definizione  dell’  asintoto  , come 
alcuni  pensano. 

Sia  per  esempio  l’equazione 

y 3 — Zuxy  •+•  x3  = 0 (C) 

appartenente  alla  curva  delineata  nella  tìg.a  32  , e altrimenti 
conosciuta  sotto  il  nome  di  foglia  del  Cartesio. 

Per  trovare  il  Limite  del  rapporto  di  y ad  x , senza  prima 
darsi  la  pena  di  esprimere  questo  rapporto  in  funzione  della 
sola  x mediante  l’equazione  (C) , basta  porre  y = xu,  perche 
in  tal  modo  il  risultato  si  abbassa  al  1.  grado  rispetto  ad  x , 
onde  si  ottiene 


e quindi  iy  = xu  — 


3rtu* 

t4*  — | — 1 
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Da  queste  espressioni  di  x ed  y in  « , apparisce  non  poter 
essere  infinita  la  x senza  esser  tale  anche  la  y , nè  ciò  potei 
avvenire  con  altro  valor  reale  di  u tranne  — 1 . Abbiamo 
dunque  primamente 


x =.  Lini  - = — i . 

x 

Dopo  ciò  essendo  /3  uguale  al  Limite  di  y — *x,  ossia 
di  y + x rispetto  ad  x e y convergenti  all'  infinito  , ne  segue 
che  esprimendo  y -f-  * in  >*  con  la  frazione 

3ati*  -f-  3 fiu 
w’-F-l  ’ 


sarà  /3  uguale  al  limite  di  questa  frazione  rispetto  ad  « con- 
vergente a — l,o  che  torna  lo  stesso  , sarà  /3  uguale  al 
valore  che  assume  la  frazione  quando  u — — 1 ; ma  essa  in 

tal  caso  prende  la  forma  , dunque  con  la  regola  data  nel 

n 0 144  avremo 


. 6au  -+-  3a 

= -55- 


u = — 1 


cioè  a dire 


Laonde  il  solo  asintoto  che  ammette  la  curva  à per  equa- 
zione y= — w — a , e nella  figura  vedesi  rappresentato  dalla 
retta  HK. 

* 25G.  Per  applicare  generalmente  il  metodo  alle  curve 
algebriche  ed  espresse  da  un  polinomio  in  x e y eguagliato 
a zero  , supponiamo  decomposta  questa  equazione  della  curva 
in  parti  che  sieno  omogenee  rispetto  a x e y , e disposte 
secondo  i loro  gradi  decrescenti  m , n , ...  Sarà  essa  della  forma 

+ a-70)  + . . . = 0 , (I) 

c per  maggiore  semplicità  ponendo  -=u  , diverrà 

{JC 

xnF[u)  + xnf(u)  + . . . = 0 , ossia  F[u)  -f  f(u)  -f  . . . = 0 . 
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Quindi  facendo  convergere  x verso  ±cc  , i Limili  di  u,  cioè 
a dire  le  radici  reali  dell’  equazione  F(w)  = 0 ci  daranno  i 
valori  di  *• 

Per  passare  a /3  torniamo  all’equazione  (1)  , e sostituia- 
mo oca?  + « in  luogo  di  y , a fine  di  aver  /3  nei  Limiti  di 
r = y — xx.  Sarà 

*“,r(‘+;)  + lY(“+;)+  ■ =0;  (2) 
ma  per  la  serie  di  Taylor  arrestata  ai  termini  di  primo  grado  , 
c per  essere  F[x)  s=  0 , abbiamo  ( n.°  182  ) 


K‘+x)“K‘+9;)' 


dinotando  0 una  frazione  positiva  ; dunque  sostituendo  in  (2)  , 
e poi  dividendo  per  xm~*  , avremo 

vF' (*+' *1)  + *=  f (*  + l)  + ’ ’ ’ = 0 ■ 

Supponendo  ora  x=±  <*>  , quest’ ultima  equazione  ci  darà 
per  Limite  di  v , ossia  per  valore  di  p , 

/3  = 0 , quando  m è maggiore  di  n + 1 ; 
p — — -fItt  • quando  m è uguale  ad  n + 1 ; 

t (•) 

p = oo  , quando  m è minore  di  n + 1 • 

Laonde  al  valor  reale  di  m adottalo  per  « , e determinato  dalla 
equazione  Fl[u)=0  , corrisponderà  un  asintoto  espresso  nel  primo 


fi-) 


ma 


caso  da  y = xx  , e nel  secondo  caso  da  y—xx  — ; 

nel  terzo  caso  l’ asintoto  cadendo  tutto  a distanza  infinita , si 
reputa  come  non  più  esistente  , ossia  impossibile. 

* 257.  Inoltre  , nel  primo  caso  il  sistema  dell’  equazioni 

y = ux  , F[u)  = 0 , equivale  alla  sola  F^0  = O • 

ossia  a?"F(*)“0, 

clic  avrebbesi  ancora  sotto  la  forma 

?rF(i)=0  dall’ equazioni  x=yy  , F[y)  — 0 , 
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mentovate  nel  n.°  254.  Dunque  allorquando  il  grado  della 
prima  tra  le  funzioni  omogenee  in  che  si  può  spezzare  l’equa- 
zione della  curva  , sorpassa  per  più  dell’  unità  i gradi  delle 
altre,  la  curva  è fornita  di  asintoti  che  movono  dall’origine 
delle  coordinate  ; e si  ha  1’  equazione  del  loro  sistema  egua- 
gliando a zero  la  detta  funzione  omogenea  del  grado  più  allo 
Nel  secondo  caso  poi  , quando  cioè  il  grado  della  prima 
funzione  omogenea  supera  di  una  unità  il  grado  di  quella 
che  la  segue  immediatamente  , le  rette  fornite  da  quella  pri- 
ma funzione  uguagliata  a zero  , sono  soltanto  parallele  agli 
asintoti , ove  pure  ve  ne  abbia. 

Infine  , riflettendo  che  se  in  una  curva  dotata  di  centro 
si  prende  questo  punto  per  origine  delle  coordinate , l' equa- 
zione della  curva  dee  avere  tutti  i suoi  termini  di  grado  pari , 
o tutti  di  grado  impari , si  fa  chiaro  che  per  questa  equa- 
zione ha  luogo  il  primo  dei  tre  casi  di  sopra  distinti , e che 
perciò  gli  asintoti  passeranno  per  la  detta  origine.  Adunque 
nelle  curve  algebriche  dotate  di  centro  , gli  asintoti  passatio 
generalmente  per  questo  punto. 

Le  conclusioni  di  questo  n.°  e del  u.°  precedente  sup- 
pongono che  le  quantità  f[ *)  e F'(x)  non  siano  nè  nulle  nò 
infinite  ; poiché  avendo  luogo  uno  di  questi  casi  , la  /3  po- 
trebbe avere  valori  diversi  da  quelli  che  le  abbiamo  assegnato. 
Ma  il  modo  di  determinarli  si  riduce  sempre  alla  ricerca  del 
Limite  o dei  Limiti  verso  i quali  converge  v=y — tuo,  quando  x 
cresce  indefinitamente  in  senso  positivo  o negativo. 

*258.  Per  aggiungere  alcuni  esempii  alla  teorica,  cercheremo 
in  primo  luogo  gli  asintoti  delle  curve  di  secondo  grado  , 
espresse  dall’  equazione 

Ag'  -+•  Bxy  + Cco*  -f-  Dg  -f-  Ex  -|-  F—  0. 

Abbiamo  in  questo  esempio 

\xj  X»  X ' \X/  X 

onde  cangiando  - in  u , 1’  equazione  F(u)  = 0 diviene 

3C 

Au * -|-  Bit ■ -f-  C = 0 , e dandoci 

b±Vb'—\ac 
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rimane  primamente  esclusa  1'  ellisse  , per  la  quale  essendo 
B**^  4 AC  i valori  di  u tornano  immagiuarii. 

fi flt) 

Inoltre  essendo  in  generale  /3  = — , avremo  nel  caso 

t (a) 

ZXk  | E 

nostro  (2  = — a^a+fl  ; ma  quan(^°  B*  = k AC  dal  trovalo 

valore  di  * si  desume  2A*-f-fl=0  , dunque  sarà  j3=oo  , e 
così  rimane  ancora  esclusa  la  parabola.  Dunque  l’ iperbola  è 
la  sola  curva  di  secondo  grado  che  ammetta  asintoti  ; e sup- 
ponendone ridotta  l’ equazione  alla  forma  semplicissima 

£-$+<=o  (/) 


con  porre 

,1  = 1 Zf  = 0,  C = —~,  D = 0 , £ = 0 , F=  1 , 

b a* 

avremo  * = ±;^  , /3  = 0 , e l’equazione  degli  asintoti  verrà 

espressa  da  y=±la3.  Del  resto  , verificandosi  nell’equazio- 
ne ( 1 ) il  primo  dei  tre  casi  di  sopra  noverati , gli  asintoti 
vengono  senza  più  determinati  dall’  equazione 

| J®  b 

— 0 , equivalente  alle  due  y = ± - a?- 

b*  a*  a 

* 259.  Sia  ora  di  nuovo  l’equazione  xs — 3aa?y  •+■  y5  = 0 
considerata  nel  n.°  255  , ed  appartenente  alla  curva  rappre- 
seulala  dalla  fig.  32.  Avremo 


quindi  1’  equazione  F{u)  — 1 + us  = 0 ci  darà  u — — I — * , 
e dalla  formola 

_ f[»)  3 a* 

/3=“Ì>)  aVTem0  8?““®’ 

talché  l’equazione  dell’asintoto  sarà  y => — x — a : di  accordo 

col  n.°  255. 

* 260.  Nelle  curve  trascendenti  non  si  hanno  per  la  ricerca 
degli  asintoti , se  non  i principi!  generali  stabiliti  nei  nume- 
ri 254  e 255. 
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Così  nella  logaritmica  espressa  dall’  equazione  y — a*  , 

V . • 

abbiamo  — = — ; quindi  ponendo  ar  = + oo  , vien  pure  in 


virtù  del  n.°  H6  , 


, . v . a a la  „ . 

« = Lim  - = Lira — = — - — aK  la  = oo  , 
x x 1 

e non  se  ne  dee  aver  conto.  Supponendo  poi  x= — oo  , si  ha 
a— » 

immediatamente  * = =0,  valore  al  quale  corrisponde 


/3  — Lim  (y  — xx)  = Lim  y = Lim  a*  = e--®  ==  0 ; 


di  che  risulta  essere  asintoto  della  curva  la  retla  espressa  dalla 
equazione  y=0 , cioè  a dire  l’asse  delle  x negative.  Nè  ve  ne 


• OC 

ha  dippiù  , perchè  sebbene  il  Limite  y della  frazione  -,  ossia 
di  per  rapporto  ad  y convergente  a -f  oo  sia  zero,  (n.°  i 46), 


pure  il  Limite  3 di  co  — yy  ossia  di  log  y risulta  infinito  , e 
quindi  l’ asintoto  corrispondente  al  valor  zero  di  y è come  se 
non  esistesse  per  noi. 

Sia  ancora  la  curva  espressa  dall’equazione  y=cos— 


Passando  dalle  linee  trigonometriche  agli  archi  , avremo 


- sa  are  cos  y : or  ripugnando  che  1’  ordinata  y sia  infinita 
x 

perchè  dee  rappresentare  un  coseno  , non  potrà  esservi  asin- 
toto se  non  sia  infinita  l’ ascissa  x ; ma  questa  difalti  può 
esser  tale , poiché  in  virtù  dell’  equazione  si  ha 


are  cos  y : y : : \ : x , 

e quindi  siccome  un  arco  infinitesimo  , e altronde  positivo 
o negativo  , ò come  nullo  per  rapporto  al  suo  coseno  1 , del 
pari  1 sarà  un  infinitesimo  rispetto  ali  ascissa  x , la  quale 
per  ciò  dovrà  essere  ± <»•  Adunque 

y 1 

X droo  ’ 

/3  = Lim(t/ — xx)  = Limi/=  Lim  cos  "~cos~-  =cosO  — \ ; 

e quindi  sarà  asintoto  della  curva  la  retta  espressa  dall  equa- 
zione y = 1 . 
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CAPITOLO  XXII. 

Dei  varii  ordini  di  rontatto  fra  le  curve  piane  , 
e del  cerchio  osculatore. 

261.  Si  dice  che  due  curve  si  toccano  quando  in  un  punto 
comune  hanno  ancora  comune  la  tangente.  Dippiù  , quando 
tre  curve  si  toccano  in  uno  stesso  punto  , quella  che  passa 
fra  P altre  due  è riguardata  come  avente  con  ciascuna  di 
queste  un  contatto  più  intimo  di  quello  che  queste  medesime 
hanno  tra  loro.  Pertanto  i geometri  ammettono  diversi  ordini 
di  contatto,  i caratteri  analitici  dei  quali  si  desumono  facil- 
mente , come  andiamo  a vedere  , dalla  considerazione  dei 
coefficienti  differenziali  delle  ordinale. 

Siano 

y = f[x)  ed  y = $a>) 

P equazioni  di  due  curve  riferite  ai  medesimi  assi.  Supponendo 
che  x dinoti  l'ascissa  di  un  punto  comune  alle  due  curve , e 
che  ®-f/i  sia  l'ascissa  di  un  altro  punto  vicino  , le  ordinale 
corrispondenti  a quest’  altro  punto  nelle  due  curve  , saranno 
rispettivamente  , pel  teorema  di  Taylor  ( n.°  181  ) , 

f(x)  + hfx)  -f  ^ f"c »+ecc. , e $(a?)+/i$'(<r)  -f  ecc. 

onde  la  loro  differenza  , che  misura  la  distanza  tra  le  curve 
nel  senso  delle  ordinate , verrà  espressa  da 

f[x)  — -f  lf  (a?) — <?'  (a»)] h + [f"(x)—  f (®)]  y -fece. 

Ora  se  le  curve  lianno  una  medesima  tangente  nel  punto  co- 
mune {x  ,y) , in  questo  punto  sarà  nel  tempo  stesso  f(x)  = $[x) 
e f'(x)  = <it'[x) , e quindi  la  della  differenza  si  ridurrà  ad  essere 

[T  (»)-»»]£  +[/"(«.)-»'»]  ^+ecc. 

Passi  ora  una  terza  curva  per  lo  stesso  punto  (a? , y)  senza 
toccare  le  due  prime,  ed  abbia  per  equazione  y = 4- {x) . 
Sarà  f{x)=y \[x)  , ma  non  sarà  f'(x)  eguale  a ■I'(.'e)  , e perciò 
la  differenza  delle  ordinate  che  in  questa  terza  curva  e nella 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  DIFFF.RBNZIAÌ.E.  217 

prima  corrispondono  all1  ascissa  x ■+•  A , sarà 

crw  -*'<*)]* + rw-*»]  j + “o- 

Dunque  , se  si  ammetta  esser  li  abbastanza  piccola  perchè 
questa  differenza  sia  maggiore  della  precedente  , non  potrà 
la  terza  curva  giacere  fra  le  prime  due  nelle  immediate  vicinanze 
del  punto  comune  (x  , y). 

* La  stessa  conseguenza  si  desume  rigorosamente  dalla 
serie  di  Taylor  completala  dal  suo  resto  ( 182).  Iufatti , 

arrestando  ai  termini  di  2.°  grado  in  h gli  sviluppi  delle  tre 
ordinate  corrispondenti  nelle  tre  curve  all’ascissa  a+h,  la 
differenza  tra  le  ordinate  delle  prime  due  risulta  espressa  dalla 
forinola 

[r(X+ùh)-*"(x+dh)]^ , 

laddove  la  differenza  fra  l1  ordinata  della  terza  curva  e quella 
della  prima  vien  espressa  dalla  formola 

h + [ />  + a/.) -V{x + e/o ] i“ , 

in  cui  6 indica  , del  pari  che  nella  formola  precedente  , una 
frazione  positiva  , e di  valori  ordinariamente  diversi  sotto  le 
diverse  caratteristiche  f" , , J."  ; ma  è visibile  che  suppo- 

nendo h abbastanza  piccola  , si  può  render  sempre  la  seconda 
formola  maggiore  della  prima  , astrazion  fatta  dal  segno  ; 
dunque  niuna  curva  rappresentata  dalla  equazione  y = 4- (ir)  , 
per  la  quale  con  4-(®’)  = /I<r)  non  sia  pure  ^'(x)=f(x)  ; 
potrà  mai  passare  , nelle  adiacenze  immediate  del  contatto,  fra 
le  curve  espresse  dall1  equazioni 

y=f{x)  ed  y— 9(r)  , per  le  quali  $(x)=f(x)  e $'(x)  — f(x) . 

Ora  due  linee  che  hanno  un  punto  comune,  e per  le  quali 
il  coefficiente  differenziale  di  primo  ordine  dell'ordinata  ha 

(m re  nn  valor  comune  in  questo  punto  , si  dicono  aver  tra 
oro  nn  contatto  di  primo  ordine. 

262.  Similmente  le  linee  per  le  quali , in  un  punto  comune, 
hanno  un  valor  comune  i coefficienti  differenziali  di  primo 
ordine  , ed  un  altro  valor  comune  i coefficienti  differenziali 
di  secondo  ordiue  , diconsi  aver  tra  loro  un  contatto  di  secondo 
Vale.  Dìff.  28 


Digitized  by  Google 


K I.  F.  M E N T 


218 

ardine  : e si  può  dimostrare  in  nn  modo  affatto  simile  al 
precedente , che  nelle  vicinanze  del  contatto  non  potrà  passare 
tra  esse  una  terza  linea , se  non  abbia  ancor  questa  pei  suoi 
coefficienti  dilTerenziali  di  primo  e di  secondo  ordine  gli  stessi 
rispettivi  valori  delle  due  prime. 

Generalmente  : quando  le  curve  y — f(x)  ed  y = 
son  tali , clic  per  uno  stesso  punto , n coefficienti  differenziali 
successivi  di  fax)  e di  ^(or)  , a contare  da  quello  di  primo 
ordine  , sieno  eguali  ciascuno  a ciascuno  , si  dice  che  le  curve 
hanno  tra  esse  un  contatto  dell'  ordine  n',imo  ; ed  allora  niun'al- 
tra  linea  y=-l[x)  , condotta  per  lo  stesso  punto  potrà  pas- 
sare tra  esse  , quando  i primi  n coefficienti  differenziali  suc- 
cessivi di  -\-(x)  non  abbiano  gli  stessi  valori  rispettivi  che 
hanno  quelli  di  f[x)  e di  o(.r).  Per  Io  che  diverse  curve 
che  si  toccano  in  un  punto  comune  , debbono  riguardarsi 
come  aventi  fra  loro  un  contatto  tanto  più  intimo  , quanto 
maggiore  è il  numero  dei  coefficienti  differenziali  successivi 
che  , a contar  dal  primo  , hanno  lo  stesso  valore  in  amendue 
le  curve  ; ed  in  conseguenza  questo  numero  di  coefficienti 
differenziali  di  egual  valore  , è quello  che  distingue  e caratte- 
rizza i contatti  di  diverso  ordine  : ciò  che  sarebbe  impossibile 
a potersi  ottenere  dalla  sola  geometria. 

263.  Abbiamo  adesso  due  cose  importanti  a notare  : la  pri- 
ma è clic  quando  due  linee  hanno  un  contatto  di  primo  or- 
dine o di  altro  ordine  dispari  , la  maniera  di  giacere  di  una 
per  rapporto  all’  altra  nelle  vicinanze  del  punto  di  contatto 
è la  stessa  da  ambe  lo  parti  di  questo  punto  , come  quella 
che  ha  luogo  nel  contatto  di  una  retta  e di  una  curva  di 
secondo  grado  ; c ciò  perché  la  differenza  tra  le  ordinale 
che  nelle  due  curve  corrispondono  ad  una  medesima  ascissa 
vicina  a quella  del  contatto  , ha  per  fattore  universale  /«* 
od  altra  potenza  pari  di  h ( n.  261  ) , e quindi  non  cangia 
segno  con  h , almeno  da  un  valore  di  h convenevolmente 
piccolo  sino  a zero.  Ma  quando  il  contatto  è di  secondo  or- 
dine , o d‘  altro  qualunque  ordine  pari  , le  due  linee  effetti- 
vamente s intersecano  ; perchè  la  detta  differenza  di  ordinale 
ha  in  tal  caso  per  fattore  universale  /i*  od  altra  potenza  di- 
spari di  h , e perciò  dee  cangiar  segno  con  h pei  valori 
convenevolmente  piccoli  di  questa  quantità.  La  seconda  cosa 
notevole  è , che  quando  duo  lince  sono  tra  loro  in  contatto 
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di  secondo  ordine  , o di  altro  ordine  superiore  , debbono 
amendue  rivolgere  la  concavità  dalla  medesima  parte , in  virtù 
del  principio  dimostrato  nel  n.°  86. 

* 264.  Dopo  ciò  che  precede  , per  venire  alle  applicazioni 
considereremo  da  principio  le  curve  paraboliche,  ossia  quelle 
in  cui  le  ordinate  sono  funzioni  intere  e razionali  delle  ascis- 
se , o viceversa  ; perchè  tali  curve  sono  le  più  facili  ad  esser 
poste  in  contatto  con  una  curva  data.  Sia  dunque 

y=Hx) 

l’equazione  di  una  qualsivoglia  curva  data,  e riflettendo  che 
una  funzione  di  x , intera  , razionale  e di  grado  n ammet- 
te n -f-  1 coefficieuti  costanti  , proponiamoci  di  trovare  una 
parabola  del  detto  grado  , che  abbia  un  contatto  dell’  ordi- 
ne n colla  curva  data  , nel  punto  ( x , y)  di  questi»  curva. 

Osservando  che  la  parabola  richiesta , di  cui  diremo  x'  e y' 
le  coordinate  variabili , dee  pria  di  lutto  passare  pel  punto  (x , y) 
e che  per  ciò  la  sua  equazione  dee  restare  soddisfatta  al 
supporre  x = x , y'  = y , o che  torna  lo  stesso  x — x = 0 , 
y' — y = 0 , la  detta  equazione  si  potrà  scrivere  sotto  la  forma 

y'—y=A(x' -x)  + B{x’-x)'+C{x'—x)3+ . . . +N(ao'—x)n  , 

avuto  riguardo  che  y’  debb’ essere  per  ipotesi  una  funzione 
di  x'  intera  , razionale  , e di  grado  n.  Ora  da  una  parte  i 
primi  n coeflicienli  differenziali  successivi  di  y cavati  da  questa 
equazione  , al  supporvi  x — x sì  riducono  rispettivamente  ad 

A , 2#  , 2.3C  , . . . , 2.3.4.  . .nJV  , 

e da  un’altra  parte  quelli  che  appartengono  alla  curva  o fun- 
zione data  y — f(x)  debbono  stimarsi  cogniti , e sono  comoda- 
mente rappresentati  dai  simboli  — . — - , — dun- 

1 r dx  dx‘  dx'  dx 

que  , per  quel  che  innanzi  ( n.  262  ) si  ò dimostrato  , avremo 
ordinatamente 

A^d±  B=-—  C--LÙ.  y-  J..—  ÙL 

dx  ’ 2 dx''  2.3  dx1  ” ' ‘ ’ 2.3. . .n  dx"  ’ 

e quindi  l’ equazione  della  richiesta  parabola  sarà 

, dy  d* y (*'—*)«  d'y  [x'— x)>  , d" y (x'—x)a 

'J-'J-Tx^ +d7>  d?¥J-^’ 
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Abbiamo  potuto  stabilire  un  contatto  dell’ordine  n fra  la 
data  curva  cd  una  parabola  del  grado  n , perchè  questa  pa- 
rabola ammette  n + I costauti  nella  sua  equazione  ; e tante 
sono  precisamente  le  condizioni  a soddisfare  , dovendo  la  pa- 
ratola passare  pel  dato  punto  , ed  avere  in  questo  medesimo 
i primi  n coefficienti  differenziali  della  sua  ordinata  eguali  a 
quelli  dell’ordinata  della  data  curva.  In  generale,  tra  una  curva 
realmente  data  ed  un’  altra  datu  solo  di  specie  ( cioè  a dire 
in  cui  siano  dati  gli  esponenti  delle  coordinate  nei  singoli  ter- 
mini , ma  sieno  indeterminati  i coefficienti  di  questi  termini), 
si  può  stabilire  in  un  punto  dato  della  prima  un  contatto  , 
di  cui  l’ordine  piè  alto  è fissato  dal  numero  delle  costanti 
arbitrarie  contenute  nell’  equazione  di  questa  seconda  curva 
diminuito  di  una  unità  ; e questo  contatto  meriterebbe  di  es- 
ser distinto  col  nome  di  osculazione , comunque  sembri  invalso 
il  costume  di  dire  che  una  curva  sia  osculatrice  di  un’  altra 
quando  vi  è tra  esse  un  contatto  di  secondo  ordine.  Volere 
che  il  contatto  sia  di  ordine  inferiore  al  detto  , è problema 
indeterminato  ; ed  è impossibile  , generalmente  parlando  , che 
il  contatto  sia  di  ordine  supcriore. 

* 265.  Supponendo  n = 1 la  linea  richiesta  di  paratola 
diviene  una  retta  , e coerentemente  a ciò  , l’equazione  prece- 
dente si  riduce  ad 


ma  questa  equazione  appartiene  ( ».  233  ) alla  tangente  della 
curva  y = f(x)  nel  punto  (x  , y)  : dunque  la  tangente  ( che 
potrebbe  anche  dirsi  retta  osculatrice  ) di  una  curva  in  un 
punto  , ha  in  questo  punto  colla  curva  il  più  intimo  contatto 
elio  mai  possa  darsi  tra  una  curva  ed  una  retta  , nè  in  con- 
seguenza può  passare  fra  l' una  e l’ altra  vernn’  altra  retta. 
Di  più  questo  contatto  è in  generale  ili  primo  ordino,  epperò 
( ».  263  ) da  tutte  due  le  parti  del  contatto  la  tangente  giace 
d’  ordinario  allo  stesso  modo  per  rapporto  alla  curva. 

* 266.  Supponendo  » = 2 . si  ha  l' equazione 


, itu  . , v . d’u  lx' — x )* 


che  appartiene  ad  mia  parabola  ordinaria , c di  asse  parallelo 
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a quello  delle  y.  Questa  parabola  dunque  è fra  tutte  le  altre 
dello  stesso  grado , e di  assi  egualmente  paralleli  a quello 
delle  y , la  osculatrice  , ossia  quella  del  più  intimo  contatto 
Colla  data  curva  nel  punto  ( x ,y)\  e questo  contatto  è di 
secondo  ordine  (a).  Dunque  pel  u.”  263  la  parabola  e la  curva 
data  s' intersecheranno  a vicenda  nel  punto  del  contatto  , e 
quivi  rivolgeranno  le  loro  convessità  in  un  medesimo  senso  ; 
nè  fra  esse  potrà  passare  verun’ altra  parabola  di  secondo  grado 
e di  asse  parallelo  a quello  delle  y. 

267.  L'equazione  generale  del  cerchio  racchiudendo  tre 
costanti  fra  loro  indipendenti  , è chiaro  die  determinandole 
convenevolmente , si  potrà  ottenere  un  cerchio  che  abbia  con- 
tatto di  secondo  ordine  , e che  dicesi  osculatore  di  una  curva 
qualunque  in  un  punto  dato  di  questa  : cerchio  che  essendo 
il  più  vicino  di  lutti  alla  curva  nel  dato  punto , gode  gran- 
dissima importanza  in  una  infinità  di  applicazioni.  Siano 

(A)  /(«,  y)  = 0 . od  (x — «)*  -f-  (y  — (3)*  = p*  (1) 

I'  equazioni  della  curva  data  , e del  richiesto  cerchio  , dino- 
tando * , /3  , p le  coordinale  del  centro  e il  raggio  di  questo 
cerchio.  E poiché  si  vuoto  che  il  cerchio  abbia  contatto  di 
secondo  ordine  colla  data  curva  in  un  punto  qualunque  di 
essa  , bisognerà  che  1’  equazione  (1)  e le  sue  derivate  del 
primo  e del  secondo  ordine , che  sono 

*—+(»-«*- 0 (2),  < + g + (3) 


(a)  Quando  l’ asse  di  una  parabola  di  secondo  grado  potesse  giacere 
comunque  , 1’  equazione  di  questa  curva  ammetterebbe  quattro  costanti 
indeterminate  , e quindi  la  parabola  osculatrice  avrebbe  in  generale  un 
contatto  di  terzo  ordine  cou  la  curva  data.  Questa  curva  stimandosi 
coincidere  con  la  parabola  nelle  vicinanze  del  contatto  , lo  stesso  può 
dirsi  delle  loro  corde  parallele  ed  infinitamente  vicine  alla  tangente  co- 
mune. Quindi  per  la  curva  , del  pari  che  per  la  parabola  , i punti  medii 
di  tali  corde  possono  stimarsi  posti  in  tàlea  retta  , e però  l' angolo  com- 
preso da  questa  retta  colla  tangente  sarà  quello  stesso  die  voleva  de- 
terminare Carnot , e di  cui  si  è fatta  menzione  nella  nota  al  n.°  110. 
Così  dunque  si  appalesa  un  altro  metodo  di  farne  la  ricerca  , diverso 
da  quello  tenuto  nella  Memoria  ivi  citata  , il  quale  è diretto  ed  indi- 
pendente  dalla  considerazione  della  parabola  osculatrice. 
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restino  soddisfatte  qualora  per  x e y s’ intendano  le  coordinate 

del  punto  dato,  e P*31-  '~fx  c ^ s’intendano  i valori,  che  hanno 

per  lo  stesso  punto  , i coefficienti  differenziali  di  primo  e di 
secondo  ordine  di  y desunti  dall’  equazioni  derivate  di  tali 
ordini  della  curva.  1 valori  delle  costanti  % , (3  , p sono  adunque 
pienamente  determinati  per  l' equazioni  (\)  , (2)  , (3),  che 
danno  immediatamente 


dx ■ dx*  dx • 


o clic  torna  lo  stesso 


x- 


dy {dx'+df) 

dxd'y  ’ y P 


dx*-\-dy*  [dx*-+-dy*)* 


d‘y 


dxd'y 


(C). 


268.  Il  segno  di  p polendo  esser  duplice  a cagione  del 
radicale  da  cui  è affetto,  si  potrebbe  credere  che  il  problema 
ammettesse  due  soluzioni  ; ma  siccome  non  è lo  stesso  dei 
segni  di  a?  — « , et/  — /3  , e quindi  dei  segni  di  <x  e /3  , il 
centro  del  cerchio  sarà  generalmente  un  solo  , ed  il  valore 
di  p si  potrà  considerare  come  una  quantità  assoluta  o positiva. 
Pertanto  il  segno  del  radicale  si  prenderà  sempre  simile  a quello 
del  denominatore  , e segnatamente  nelle  formolo  (B)  , (C)  sarà 
il  meno  o pure  il  più  , secondo  che  ( nell’  ipotesi  consueta  che 
le  ordinate  positive  procedano  da  sotto  in  sopra  ) la  curva 
nel  punto  dato  rivolge  la  concavità  o pure  la  convessità  ad 
una  retta  sottoposta  e parallela  all’  asse  delle  x : e ciò  perchè 

il  segno  di  ~ , e quello  in  conseguenza  di  d’y  sono  ancor 

essi  ( n.  86  ) il  meno  in  un  caso  ed  il  più  nell’ altro. 

269.  Riguardo  al  centro  del  cerchio  osculatore , si  può 
notare:  i.°  che  dee  sempre  trovarsi  nella  normale  della  curva 
nel  punto  dato , perchè  quivi  la  curva  ed  il  cerchio  avendo 
la  stessa  tangente  , avranno  pure  la  stessa  normale  , in  cui 
dee  giacere  il  centro  del  cerchio  : 2.°  che  questo  centro  deve 
sempre  giacere  dalla  parte  verso  cui  è rivolta  la  concavità  della 
curva  nel  medesimo  punto  ; perchè  essendo  gli  stessi  per  tal 
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punto  i coefficienti  differenziali  di  secondo  ordine  dell'ordinata 
comune  della  curva  e del  cerchio  , le  concavità  dell'  una  e 
dell'altro  debbono  quivi  esser  rivolte  nel  medesimo  senso  (n.263). 

270.  Quanto  poi  alla  circonferenza  dello  stesso  cerchio  , 
siccome  il  contatto  di  essa  con  la  curva  è ordinariamente  di 
secondo  ordine  , c solo  in  qualche  punto  singolare  della  curva 
può  essere  di  ordine  più  elevalo  ( per  la  fortuita  eguaglianza 
dei  valori  assunti  da  uno  o più  coefficienti  differenziali  successivi 
a quello  di  secondo  ordine),  così  bisogna  ritenere  che  la  delta 
circonferenza  ordinariamente  intersecherà  la  curva,  c la  toccherà 
sol  quando  il  contatto  è per  avventura  di  ordine  dispari,  (a) 

271.  Nelle  varie  applicazioni  , geometriche  non  meno  clic 
fisiche  , delle  coordinate  del  centro  , e del  raggio  del  cerchio 
osculatore,  l' espressioni  di  queste  rette  sogliono  esser  presen- 
tate sotto  forme  diverse,  che  per  ciò  importa  notare.  Le  indicate 


(a)  Questa  singolare  proprietà  dei  cerchio  osculatore  di  una  curva  in 
nn  dato  punto  , distinguendolo  $eruibilmentc  dai  cerchi  semplicemente 
tangenti  , ne  agevola  pure  la  grafica  determinazione  per  via  di  alquanti 
tentativi  praticati  su  punti  presi  nella  normale  e dalla  parte  concava  , 
punti  che  si  fan  servire  come  centri  a fine  d’ imbattersi  nel  cerchio 
che  interseghi  la  curva  nel  punto  dato  : ciò  che  può  essere  utile 
spezialmente  quando  si  tratti  di  una  curva  data  solo  pel  disegno  che 
la  rappresenta  , ma  affatto  incognita  quanto  alle  sue  proprietà  geome- 
triche. E se  mai  un  tal  cerchio  non  s' incontrasse  fra  quelli  che  toccano 
la  curva  ( come  in  qualche  punto  singolare  di  questa  potrebbe  avvenire), 
si  terrà  per  cerchio  osculatore  quello  che  ad  un  piccolo  variare  del 
raggio  , di  esterno  alla  curva  nelle  vicinanze  del  contatto  diverrà  interno, 
o viceversa  ; stante  il  carattere  essenziale  ed  immancabile  del  cerchio 
osculatore,  di  essere  il  più  vicino  alla  curva  di  tutti  gli  altri  cerchi 
possibili. 

Ancora  : supponendo  che  il  cerchio  osculatore  e la  curva  coincidano 
per  un  tratto  piccolissimo  , sarà  facile  il  vedere  per  le  note  proprietà 
del  cerchio , che  si  può  avere  con  approssimazione  sufficiente  il  raggio 
<te|  cerchio  osculatore  di  una  curva  in  un  punto  dato  , segnando  sulla 
cu  rva  e sulla  tangente  , a partire  dal  contatto , due  parti  di  eguale  e 
assai  piccola  lunghezza  , e poscia  dividendo  il  quadrato  di  questa  lun- 
ghezza pel  doppio  della  retta  che  congiunge  gli  altri  estremi  di  tali  parti. 
Se  dunque  con  buona  scala  di  parti  piccolissime  si  esprimano  alla 
meglio  in  numeri  la  congiungente  e le  parti  uguali , il  detto  quoziente , 
trovato  prima  in  numeri , e poscia  voltato  in  linea  mediante  la  medesima 
scala , darà  tosto , a un  bel  circa , il  dimandato  raggio  del  cerchio 
osculatore. 
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da  (B)',  o da  (G)  suppongono  ad  evidenza  che  la  variabile 
indipendente  sia  x , e la  terza  delle  (li)  , ravvicinata  a quella 
della  normale  ( n.  244  ) , può  ricevere  la  forma  più  breve 

jv» 

d'y  ’ 
u»  — _ 


dx* 


dove  N esprime  la  normale  ; ma  da  esse  facilmente  si  desu- 
mono quelle  per  le  quali  la  variabile  indipendente  può  essere 
qualunque,  listando  all’uopo  ( n.  HO)  sostituire  in  (B) 


dxd'y  — dyd*x  d*y 
dx*  * rfx* 


Per 

tal  mezzo 

x — * = 

ni  & / 

«rflW 

dy(dx*+dy)  dxjdx'+dy*) 

dxd*y — dyd*x  ’ * dxd*y — dyd*x  ’ 


{dx'-j-dy*)* 


(D) 


P *= 


dxd%y — dyd‘x  ’ 


le  quali , in  conferma  , si  possono  anche  direttamente  cavare 
dall’equazione  primitiva,  e dall' equazioni  difTercnziali  di  primo 
e di  secondo  ordine  del  cerchio  osculatore  , solo  che  nel  pren- 
dere 1'  ultima  di  queste  equazioni  si  tengano  egualmente  come 
variabili  dx  e dy. 

* 272.  È chiaro  che  queste  formole  si  accomodano  agevol- 
mente a tutte  le  ipotesi  , che  piaccia  o convenga  fare  circa  la 
variabile  indipendente. 

Supposto  per  esempio  che  questa  debba  essere  y , basta 
sopprimere  in  esse  i termini  afletti  da  d*y  , perchè  allora  dy 
dee  riguardarsi  costante , e nullo  per  conseguenza  d*y. 

Supposto  poi  che  la  variabile  indipendente  sia  1*  arco  s , 
intercetto  al  punto  (a? , y)  e ad  un  qualunque  punto  fisso , sarà 
costante  ds  , ed  essendo  ( n.  221  ) 


ds*  = dx*  -f-  dy'  , differenziando  si  avrà  dxd'x  dyiCy  = 0 . 


Ora  mediante  queste  due  equazioni  si  possono  eliminare  dalle 
formole  (D)  i differenziali  dx  e d*x  , o pure  dy  e d*y  , per 
accomodarle  al  caso  in  cui  l’equazione  della  curva  fosse  data 
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in  y ed  $ , o pure  in  x ed  s ; e la  espressione  di  p ( che  inte- 
ressa più  dell' altre  due)  si  trova  essere 


</*|/  di' — dy*  d»\S dt*—dx * 

p = - ■ 1 1 J o pure  p = 

r rf*y  ’ 1 r ■ tfx 

273.  Il  raggio  del  cerchio  osculatore  prende  una  forma 
vieppiù  semplice  , e mena  a conseguenze  di  maggiore  impor- 
tanza , introducendo  nel  calcolo  l’ angolo  che  la  tangente  della 
curva  nel  punto  (x  , */)  forma  con  1’  asse  delle  x.  Chiamando  6 
quest’  angolo , abbiamo  dal  n.°  33 

. dy  ...  dy 

tanfi  =-f-  , c quindi  fi  = are . lan ~ ■ 
dx  dx 


Adunque  , differenziando  nella  ipotesi  che  la  variabile  indipcn- 
dente  sia  qualunque  , avremo  f n.  66  , 15  °) 


d 0 = - 


« 4 


dx  dxd*y — dyd'x 

dy 1 dx*-\-dy% 

dx * 


dx'd’y — dyd*. v 

dt% 


con  che  l'espressione  generale  di  p («.  27 1)  diviene  sempli- 
cissimamente 


P = 


dt 

dO 


e dà  in  conseguenza  dfi  = — , e rf.«  = pdfi. 


274.  Per  conoscere  il  significato  geometrico  di  queste  for- 
inole supponiamo  essere  nella  fìg.  33  , OP=x  , PQ=£kx  . 
I’  arco  BM  = s , e quindi  l’ arco  MN=  A s.  Supponendo  an- 
cora condotte  per  M ed  N le  tangenti  alla  curva  ; e le  pa- 
rallele all’asse  delle  x positive,  sarà  l’angolo  6 = tMtn  , e 
la  sua  differenza  Afi  = uNn — tMm=*s  uiVrt— <nJV=*=u<n.  Ciò 
posto  , osserviamo  che  V angolo  utn , esteriore  delle  tangenti 
applicale  agli  estremi  dell’  arco  MN  ( e che  dicesi  angolo  del 
contano  quando  si  suppone  infinitamente  piccolo  ) è la  mi- 
sura più  adeguala  della  curvatura  di  quest’  arco  sotto  una 
date  lunghezza  , perchè  esso  angolo  cresce  , diminuisce  , e 
si  annulla  al  supporre  che  l’ arco  s’ incurvi  più  , o s' incurvi 
meno  , o si  raddrizzi  : come  divicn  chiaro  supponendo  che 
l’ arco  MN  resti  fisso  nell’  estremo  M alla  sua  tangente  Mt  , 
e die  l’ altro  estremo  N si  allontani  vieppiù  da  questa  tan- 
Vah\  Diff.  29 
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gente  , o pure  se  le  avvicini  , o la  raggiunga.  Poiché  dun- 
que abbiamo  db  = — , ne  viene  in  conseguenza  che  la  della 
? 


curvatura  sarà  misurata  da  — . Ciò  prova  1.°  che  il  limite 

di  essa  ò zero  , perchè  p ò una  quantità  determinata , lad- 
dove A s diminuisce  indefinitamente  con  Aa?  : il  che  conferma 
il  principio  , che  un  arco  infinitesimo  può  riguardarsi  come 
una  retta  ; 2.°  che  quando  si  afferma  che  la  curvatura  in  un 


punto  M stia  alla  curvatura  in  un  altro  punto  M'  come  - 

1 p 
ad  -r,  ossia  in  ragione  inversa  dei  raggi  dei  cerchi  osculatori 

t 

in  tali  punti  , ciò  si  deve  intendere  delle  curvature  di  due 
archi  infinitamente  piccoli  e di  eguale  lunghezza , contati  dai 
medesimi  punti. 

275.  Inoltre,  osservando  che  l'angolo  ubi  ossia  A0  è ugnale 
all’  angolo  MoN  compreso  dalle  normali  alla  curva  in  M ed 
N , e che  la  formola  pdb  cui  si  è trovato  eguale  ds  esprime 
1’  arco  del  cerchio  osculatore  , che  sottenderebbe  l’angolo  db 
fatto  al  centro  di  esso  , diviene  manifesto  che  l’ arco  MN  , 
a seconda  che  il  punto  N si  avvicina  ad  M , tende  a con- 
fondersi con  l’ arco  del  cerchio  osculatore  in  M , frapposto 
alle  due  normali  condotte  per  M ed  N ; e che  l’ incontro  di 
queste  normali  si  avvicina  in  pari  tempo  al  centro  di  colai 
cerchio.  Per  questa  ragione  la  curvatura  della  curva  in  M 
si  stima  eguale  a quella  del  cerchio  osculatore  della  curva 
in  tal  punto  , ed  il  raggio  di  questo  cerchio  dicesi  anche 
meglio  raggio  di  curvatura.  Ciò  nasce  ( come  si  potea  pre- 
vedere) dalla  proprietà  di  essere  tal  cerchio  il  più  vicino  di 
tutti  alla  curva  nel  punto  M , e viene  ancora  confermato  anzi 
che  no  dal  riflettere  che  il  medesimo  cerchio  interseca  (w.  263) 
generalmente  la  curva  ; difatti , questa  circostanza  fa  si  che  il 
cerchio  avendo  in  rigore  alquanto  maggior  curvatura  dell’ar- 
co LN  dalla  parte  del  punto  .W  dove  è interno  a quest’arco, 
ed  alquanto  minor  curvatura  dalla  parte  dove  è esterno , 
nell’  insieme  la  curvatura  dell’  arco  LN  intorno  al  punto  M 
sarà  , anche  pel  fatto  di  questa  intersecazione,  men  diversa 
da  quella  del  cerchio  osculatore  in  M.  E se  questa  interse- 
cazione non  ha  luogo  quando  il  contatto  del  cerchio  oscula- 
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toro  con  la  curva  è per  avventura  di  ordine  dispari  , allora 
in  vece  il  contatto  è vieppiù  intimo  , perchè  di  ordina  superiore 
al  secondo  ; e d’ ordinario  la  curv  atura  della  curva  , a simi- 
glianza  di  quella  del  cerchio  , è allora  la  stessa  dalle  due 
parti  del  punto  di  contatto. 

276.  Per  fare  adesso  uu  applicazione  cercheremo  il  raggio 
di  curvatura  delle  curve  coniche  , servendoci , come  nel  n.°  251 , 
dell’equazione  y*  = 2 mx  + nx*.  Allora  |>er  trarre  partito 
dalla  espressione  della  normale  ritrovata  nello  stesso  n.°\ 

N‘  . . 

possiamo  adoperare  la  forinola  p = — — del  raggio  di  cur- 

y'-ò 

vatura  ( n.  271  ) , e non  dovremo  che  sostituirvi  il  coeflicienlo 
differenziale  di  secondo  ordine  di  y cavato  dalla  detta  equa- 
zione. Ora  il  primo  differenziale  di  questa  equazione  essen- 
do ydy  = mdx  -f-  nxdx  , elevando  a quadrato  avremo 

y'dy'  = m*dx ' + n(2  mx  ■+■  nx')dx'  = m'dx*  + ny'dx * 

in  virtù  dell’ equazione  primitiva.  Inoltre  dividendo  per  y'dx* , 
e poi  differenziando  di  nuovo  , sarà  successivamente 


dy * 
dx* 


_ dy  da y 2m*  dy  d’y  »»* 

dx  dx*  y'  dx  ’ dx*  y1 


onde  per  la  suddetta  formola  risulterà  p = — , astrazion  fatta 


dal  segno.  Adunque  il  raggio  di  curvatura  in  un  punto  qua- 
lunque di  una  curva  conica , eguaglia  il  cubo  della  corrispon- 
dente normale  terminata  ad  un  asse  della  curva  T diviso  pel 
quadralo  del  semiparametro  appartenente  a tale  asse  ; ed  in 
ogni  vertice  della  curva  eguaglia  il  semiparametro  dell'  asse  a 
cui  quel  vertice  appartiene  , perchè  ivi  la  normale  eguaglia 
ancor  essa  la  metà  del  parametro  ( n.  251  ). 

*277.  Chiuderemo  questo  capitolo  osservando  che  noi  avrem- 
mo potuto  determinare  il  cerchio  osculatore  di  una  curva 
considerando  questa  siccome  un  poligono  d' infiniti  lati  infinita- 
mente piccoli  , e condizionando  il  cerchio  a passare  per  tre 
vertici  successivi  di  tal  poligono  , a simiglianza  del  modo 
indicato  per  la  tangente  nel  n.°  234.  Ma  dopo  la  ricerca 
della  serie  di  Taylor  , fornita  del  suo  resto  che  ne  rende 
legittimo  1 uso  , ci  è panilo  convenevole  di  fondare  su  di 
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essa  la  teorica  dei  contatti , a fine  di  dare  anche  un'  appli- 
cazione geometrica  di  delta  serie  ; e merita  osservazione  che 
trattandosi  di  contatto  di  secondo  ordine  , altro  non  si  esige 
Iter  la  validità  dei  ragionamenti  adoperati  se  non  che  i coeffi- 
cienti differenziali  di  primo  e secondo  ordine  delle  ordinate 
delle  curve  espresse  dall’ equazioni  y = f(x) , e j/e=4(a;)  sieno 
funzioni  continue  nelle  vicinanze  del  punto  dato , il  che  gene- 
ralmente avrà  luogo  se  l'asse  delle  ordinate  non  sia  parallelo 
alla  tangenlc  delle  curve  in  tal  punto. 

CAPITOLO  XXIII.  <Km*  : 

Sviluppate  e sviluppanti . inviluppi  e inviluppate,  rii 

278.  Ad  ogni  punto  di  una  curva  corrispondendo  un  parti- 
colar  cerchio  osculatore  , l’ insieme  ossia  il  luogo  geometrico 
dei  centri  di  lutti  questi  cerchi  costituirà  in  generale  un’  altra 
curva.  Or  questa  curva  dicesi  evoluta  o sviluppata  della  prima  , 
la  quale  per  contrario  chiamasi  evolvente  o sviluppante  dell'  al- 
tra , a motivo  di  una  relazione  singolare  che  dimostreremo 
aver  luogo  tra  esse. 

Per  iscoprire  il  modo  con  che  desumere  l’ equazione  della 
sviluppata  Agv...  ( fìg . 34)  da  quella  della  sviluppante  LMN..., 
basta  osservare  che  quando  nelle  due  ultime  dell’  equazioni 

r(x,y)=0,  (A)  ; («-*)•  + (y — /3)m  = P*  , 0) 

(x—x)dx+(y— (3)dy=Q  , (2)  ; dx'+dy*-\-{y— 0)d*i/=O  , (3) 

c che  sono  i differenziali  di  primo  c di  secondo  ordine  della 
equazione  (1)  esprimente  il  cerchio  osculatore  , s’intendono 
posti  per  dy  , o d*y  i valori  in  x , y , e duo  tratti  dai  diffe- 
renziali di  primo  e di  secondo  ordine  di  (A) . allora  le  * e p 
possono  riguardarsi  come  funzioni  implicite  di  x e y , o pure 
ili  x sola  in  virtù  dell’  equazione  (A).  Quindi  eliminando  x e y 
tra  1’ equazioni  (A)  , (2)  e (3)  ; o , che  torna  lo  stesso,  tra 
I-  equazione  (A)  e le  due  prime  equazioni  (B)  o (C)  del 
n.°  267  , si  avrà  una  equazione  che  non  contiene  di  varia- 
bili se  non  le  coordinale  « , /3  , e che  per  questo  rappresenta 
la  sviluppata. 

279.  Il  differenziale  dell'  equazione  (2)  , preso  non  solo 
rispetto  ad  x e y , ma  bensì  rispetto  alle  coordinate  « c /3 
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dell  evoluta  ( le  quali  siccome  testé  abbiamo  detto  son  fun- 
zioni di  x e y ) , si  riduce  in  virtù  dell’  equazione  (3)  a 
dadx  + dpdy—O.  Quindi  l’equazione  (2)  potrà  essere  scritta 
sotto  la  forma 

t/—/3**  3"(®“  *)•  (*) 

con  la  quale  esprime  ( ».  234  ) una  retta  che  tocca  la  sviluppata 
nel  punto  (*  , /3)  espresso  nella  figura  da  p , e passa  pel 
punto  (x  , y)  della  curva  primitiva  , rappresentalo  uà  M.  Ma 
l’ equazione  (2)  esprime  ( n.  235  ) una  retta  normale  alla  curva 
primitiva  nel  punto  (x  , y)  , e che  passa  pel  punto  (*  , p)  : 
dunque  possiamo  affermare  che  le  normali  di  una  curva  qua- 
lunque sono  tangenti  della  sua  sviluppata. 

280.  Da  ciò  segue  che  le  normali  LI  , Min  , Nn  , ...  di 
una  curva  , colle  successive  loro  intersecazioni  , della  prima 
cioè  colla  seconda  , della  seconda  colla  terza  , della  terza 
colla  quarta  , ecc.  daranno  i vertici  di  un  poligono  circoscritto 
alla  sviluppala , e tanto  meno  diverso  da  essa  quanto  minori 
ne  saranno  i lati  e gli  angoli  esteriori  ; talché  abbisognando 
costruire  la  sviluppala  di  una  curva  , data  soltanto  col  disegno 
che  la  raffigura  ( come  spesso  accade  nelle  arti  di  costruzione) 
la  si  avrà  con  esattezza  sufficiente  al  bisogno  nella  curva 
iscritta  al  detto  poligono,  se  non  pure  nello  stesso  poligono 
quando  i lati  di  questo  sono  abbastanza  piccoli. 

28t.  L’equazione  (f)  differenziala  pur  essa  , tanto  rispetto 
ad  x ed  y , che  rispetto  ad  * , p , e p considerale  come 
funzioni  di  ® e y , si.  riduce  in  virtù  dell’  equazione  (2)  ad 
(x  - *)d*  + (y  —p)dp  = — pdp;  (5) 

quindi  eliminando  mediante  l’ equazioni  (4)  e (5)  i binomii 
a-  — * ed  y — p dall'equazione  (1)  , si  avrà 

dp  = ± + d?  ; 

ma  questo  radicale  esprime  ( ».  231  ) il  differenziale  dell'arco 
€p  o dell’  arco  yp  della  sviluppata  ( secondo  che  piace  adottare 
il  segno  + o — del  radicale  ) , compreso  tra  un  punto  fisso 
£ o y ed  il  punto  variabile  p : dunque  indicando  con  <s  la 
lunghezza  dell'  uno  o dell’  altro  arco  , avremo 

dpsc±:d<j  , donde  dpzszdatss  d(pzfa)>=0  , c p^a  — C , 
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dinotando  con  C una  quantità  costante  , cioè  a dire  che  non 
varia  con  ao  , o col  punto  p : non  potendo  essere  se  non 
costante  una  quantità  il  cui  differenziale  è nullo. 

L’ equazione  p — a=  C esprime  che  l’arco  Cp  della  svilup- 
pata , e la  tangente  Mp  di  essa  , distesa  fino  alla  sviluppante  , 
procedono  nei  loro  cangiamenti  con  differenza  costante.  Quindi 
chiamando  p'  e a'  due  altri  valori  compagni  M'p  e Cp'  della 
tangente  e dell’  arco  contato  pure  dal  punto  C , avremo  nel 
tempo  stesso 

p — u=  C , e p' — a ' = C,  onde  sarà  a' — u = p'—  p ; 

il  che  prova  che  un  arco  qualunque  pii'  della  sviluppata  è 
quanto  la  differenza  delle  tangenti  pM  , p'M'  fra  le  quali  è 
intercetto , distese  fino  alla  sviluppante. 

282.  Sebbene  a parlar  propriamente  ogni  curva  sia  rettifi- 
cabile , non  ripugnando  mai  intrinsecamente  che  la  sua  lun- 
ghezza pareggi  quella  di  una  retta  , pure  i geometri  dicono 
rettificabile  una  curva  quando  1’  espressione  analitica  di  un 
suo  arco  qualunque  è funzione  algebrica  delle  coordinate  delie 
sue  estremità.  Da  un’  altra  parte , siamo  certi  per  le  regole 
della  differenziazione , che  i coefficienti  differenziali  delle  fun- 
zioni algebriche  sono  ancor  essi  rappresentati  da  somiglianti 
funzioni , e da  ciò  si  rende  chiaro  che  nelle  curve  algebriche 
le  forinole  dei  raggi  di  curvatura  , ossia  delie  tangenti  alle 
sviluppate  , debbono  essere  parimente  algebriche  , perchè 
dipendono  dai  coefficienti  differenziali  di  primo  e di  secondo 
ordine  dell’ ordinala  presa  per  funzione  dell’ ascissa.  Dunque  , 
in  virtù  del  teorema  testé  enunziato , possiamo  con  un  altro 
teorema  affermare  che  tutte  le  sviluppate  delle  curve  algebriche 
sono  rettificabili.  E si  può  anche  asserire  che  sono  rettificabili 
le  sviluppate  di  quelle  curve  trascendenti , le  cui  equazioni 
differenziali  sono  algebriche  : come  p.  e.  della  logaritmica  ne- 
periana espressa  dall’  equazione  y = lx,  e della  cicloide  di 
cui  parleremo  io  seguito. 

*283.  Ciò  che  si  è detto  nel  n.°  280  conduce  a desumere 
graficamente  e per  approssimazione  la  sviluppante  dalla  svi- 
luppala : problema  che  teoricamente  considerato  è di  compe- 
tenza del  Calcolo  integrale.  Diffidi , essendo  l’arco  pp  della 
sviluppata  ( fig.  34)  eguale  alla  differenza  delle  tangenti  Mg 
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ed  M'/a'  , applicate  ai  suoi  termini  e distese  lino  alla  curva 
primitiva  MM' , è chiaro  che  questa  curva  verrebbe  descritta 
con  moto  continuo  dalla  estremità  di  un  filo  , il  quale  avendo 
una  sua  parte  tesa  e rappresentata  da  gM  , e l’ altra  parte 
essendo  avviluppata  sull’  arco  gg'  , si  andasse  poi  sviluppando 
progressivamente  da  quest’  arco  , avendo  sempre  per  la  ten- 
sione la  forma  di  linea  retta  tangente  dello  stesso  arco  , nel 
punto  dove  giunge  a mano  a mano  lo  sviiuppamento.  Or 
questa  si  è la  ragione  per  cui  la  curva  /a/*'  si  dice  svilup- 
pata della  curva  MM'. 

*284.  È chiaro  che  ogni  altro  punto  della  g.W,o  del  suo 
prolungamento  descrive  nel  medesimo  tempo  un’altra  svilup- 
pante della  stessa  curva  /a/a',  e che  queste  diverse  sviluppanti 
(comunque  aver  possano  equazioni  differentissime)  sono  curvo 
tra  loro  parallele.  Così  la  ricerca  della  sviluppante  , supposta 
cognita  la  sviluppata , è problema  indeterminato , eccetto  che 
non  vi  si  aggiunga  qualche  altra  condizione  , quale  sarebbe 
per  esempio  il  dover  [issare  per  un  punto  dato.  In  questa 
ipotesi  il  problema  è determinalo  , ma  la  maniera  di  descri- 
zione pocanzi  detti!  non  è veramente  che  idealo  , e propria 
soltanto  a farla  concepire  eseguita  per  moto  continuo.  Non- 
dimeno è facile  supplirla  con  una  costruzione  equivalente , ed 
effettuata  colla  riga  e col  compasso  , che  sono  gli  ordinarii 
strumenti  del  disegnatore  geometra.  In  effetto , menando  pel 
dato  punto  L la  tangente  IX  alla  sviluppata  ( mediante  la 
semplice  applicazione  della  riga  in  modo  che  abbia  un  minimo 
arco  di  comune  con  la  curva) , si  prenderà  l’arco  Xg  piccolo 
ancor  esso  tanto  che  coincida  sensibilmente  colla  sua  corda , 
ed  applicala  anche  in  /a  la  tangente  , si  avrà  il  punto  M 
portando  su  questa  , a contare  da  g , la  della  corda  o di 
seguilo  la  tangento  \L.  In  simil  modo  , notato  l’ archetto  gy 
sì  piccolo  da  potersi  estimare  come  linea  retta  , si  applicherà 
in  v la  tangente  , e tagliando  su  questa  a contare  da  y la 
detta  linea  retta  ed  in  continuazione  la  tangente  J/g,  si  otterrà 
un  nuovo  punto  N della  sviluppante  : e così  appresso. 

285.  Le  sviluppate  e le  sviluppanti  , o tra  quest’  ultime  la 
sviluppante  del  cerchio  , sono  di  grande  uso  in  varie  appli- 
cazioni importanti.  Noi  qui  ci  limiteremo  alle  sviluppate  delle 
curve  coniche,  e serviranno  all’  uopo  le  prime  due  equazio- 
ni (B)  del  n.°  267. 
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* L’ equazione  più  semplice  dell'  ellisse  essendo 

- + £*=  1 
<*•  “ &• 


. . (ìy  b x (l*y 

si  hanno  — , = 

dx  a*y  dx » 


6* 

a*y' 


Quindi  sostiluendo  questi  valori  nelle  citate  due  equazioni  , 
avremo  le  due  altre 

x[a*yt-+-b*xt)  y(a*y»-H6*a-«) 


e *6» 


o»6* 


Inoltre  eliminando  y*  dalla  prima  di  queste  , ed  x%  dalla 
seconda,  mercè  1’  equazione  dell’ellisse,  vengono  per  * c j3 


«•-6*  , „ 
«=—-**,  (3-. 


b%—at.x 

-irr- 


ora i valori  x e y tratti  da  queste  equazioni  , e sostituiti 
in  quella  dell’  ellisse  , ci  danno  subito  per  la  sviluppala  di 
questa  curva  l’ equazione 


pL_y* + (jn\i 

\o*  — 6»/  ^\b*—a'J 


la  cui  forma  indica  per  sè  sola  che  la  sviluppala  debba  gia- 
cere simmetricamente  per  rapporto  agli  assi  coordinali  o della 
ellisse  (fig.  35).  Facendovi  successivamente  * = 0 , c /3  = 0 
si  ottengono  i punti  dove  la  sviluppata  incontra  gli  assi  ; e 
siccome  in  tali  punti  debbono  questi  assi  toccare  ( ».  279  j la 
curva  , così  questa  si  comporrà  di  quattro  rami  che  volge- 
ranno tutti  la  convessità  ai  medesimi  assi.  In  fine  . perchè 
l' equazione  della  sviluppata  ( di  accordo  con  quanto  si  disse 

nel  n.°  276  ) dia  i semiparametri  — ed  — per  valori  dei  raggi 


di  curvatura  corrispondenti  ai  vertici  M , M'  , ed  N , N' 
dell’  ellisse  , è forza  che  i centri  di  curvatura  g c g'  dei 
rispettivi  vertici  M , M'  dell’  asso  maggiore  esistano  fra  tali 
vertici  ed  il  centro  ; e che  all’  opposto  i centri  y c v'  di 
curvatura  dei  vertici  N , N'  dell’asse  minore  cadano  al  di  là 
del  centro  , per  rapporto  ai  vertici  corrispondenti. 

*286.  Siccome  l’iperbola  dall’ellisse,  così  la  sviluppata  della 
prima  si  può  desumere  dalla  sviluppata  della  seconda  cangian- 
dovi 6*  in  — 6*.  Tale  sviluppata  verrà  dunque  espressa  da 
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Questa  curva  è formata  , come  la  precedente  , da  quattro 
parti  eguali  c disposte  simmetricamente  per  rapporto  agli  assi 
dell  iperbola  ( fig.  36  ).  Essa  incontra  il  solo  asse  traverso 
di  questa  curva  nei  punti  p e g!  ; dove  a vicenda  si  toccano  ; 
ed  il  valore  dei  raggi  di  curvatura  M**  , MV  , corrispondenti 

b* 

ai  vertici  M , M'  dell’  iperbola  , trovasi  espresso  da  — : con- 
forme pure  al  n.°  276. 

287.  Per  la  parabola  espressa  dalla  solita  equazione 

. „ , dy  a o* 

V = zax  , essendo  — =-  , e — - r , 

y dx  y d.r  y 

la  sostituzione  di  questi  valori  nelle  due  mentovate  equazioni 
ci  dà  immediatamente 

ot  = 3t c-f-  a , fi  = , donde  x = — r—  , y = — V a*  fi. 

fl1  «J 


Per  lo  che  , sostituendo  queste  espressioni  di  x e y nell’equa- 
zione della  paral>ola  , avremo  per  la  sua  sviluppata 


Questa  curva  è divisa  in  parti  eguali  e simili  dall'asse  della 
parabola  , c lo  incontra  nel  punto  g { fig.  37  ) dove  si  deb- 
bono toccare  a vicenda  (n.°279).  In  questo  punto,  che  si 
trova  ponendo  fi  = 0 , il  raggio  di  curvatura  81*/ , apparte- 
nente al  vertice  M della  parabola  , risulta  eguale  ad  a : di 
accordo  col  n.°  276. 

* 288.  La  curva  X//v  . . . (fig.  34)  che  dicesi  sviluppata  della 
primitiva  LMN ....  chiamasi  d‘  altra  parte  inviluppo  a in- 
viluppante delle  nomali  LX  , Mg  , Nv  , ...  che  la  toccano  nei 
punti  successivi  X , g , v , . . . e che  alla  lor  volta  si  dicono 
inviluppate.  Per  dichiarare  generalmente  qual  sia  la  natura 
dell’inviluppo  e delle  inviluppate,  consideriamo  la  serie  infi- 
nita delle  curve  che  vengono  somministrate  dall'  equazione 

i7a?  ,!/,«)  = 0 (A) 

facendo  variare  continuamente  il  parametro  a , costante  in 
ciascuna  curva  por  rapporto  ad  x e y.  Supponendo  che  tali 
curve  s' interseghino  (a) , e non  considerando  so  non  le  in- 


{Juesta  supposizione  è adatto 
Cale.  Diff. 


necessaria  , potendo  avvenire  elio. 

30 
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lersecazioni  successive,  cioè  della  prima  curva  colla  seconda  , 
della  seconda  colla  terza  , della  terza  colla  quarta , ecc.  na- 
sce una  nuova  curva  , la  quale  con  faciltà  si  vede  che  dee 
trovarsi  tangente  di  tutte  le  altre  , perchè  in  sostanza  vien 
formata  da  elementi  spettanti  ciascuno  a ciascuna  di  queste 
curve  , c già  Scippiamo  (n..r>3)  che  l’elemento  di  una  curva 
può  stimarsi  una  linea  retta  , e prolungato  dà  la  tangenfe 
della  curva  nel  luogo  dell'  elemento.  Or  tutte  queste  infinite 
curve  diconsi  inviluppate  , c la  delta  nuova  curva  chiamasi 
inviluppo , o inviluppante  , o linea  ili  contatto  , perchè  real- 
mente tocca  le  prime. 

* 289.  Dinotiamo  con  a ed  a -f-  Aa  due  valori  distinti  del 
parametro.  Le  curve  corrispondenti  a questi  valori  particolari 
avranno  per  equazioni 

(A)  F(x  , y , <i)  = 0 , %,i/,fl  + Afl)  = 0 (A,) 

e saranno  coordinate  del  punto  d’ intersecazione  i valori  di  x 
e y tratti  da  queste  due  equazioni  : essi  varieranno  , e il 
punto  cangerà  di  sito  sulla  prima  curva  a seconda  che  Aa 
si  farà  minore  ; onde  passando  al  limite  con  supporre  Aa 
infinitamente  piccola  , l’ equazione  (Ax)  diverrà 

dF 

F{x  , y , a)  + — da  = 0 , 

talché  il  sistema  dell’  equazioni  (A)  ed  (A,)  verrà  surrogalo 
dall’  altro 

(A)  F(x,y,a)  = Ot  (A') 

e i valori  di  x e y desunti  da  questo  nuovo  sistema  , saranno 
i limiti  ai  quali  si  avvicinano  indefinitamente  i valori  delle 
stesse  coordinale  , dedotti  dal  sistema  (A)  ed  (A,)  , frattanto 
che  Aa  converge  a zero. 

È chiaro  dopo  ciò,  che  si  avrà  l’ equazione  dell’inviluppo 
eliminando  tra  l’ equazioni  (A)  ed  (A')  il  parametro  a , da 
cui  quell’  equazione  debb’  essere  indipendente. 

le  diverse  curve  somministrate  dall’equazione  (A) , per  vicine  che  sicno 
tra  toro  non  s’ interseghino , come  nel  caso  dei  cerchi  concentrici  espressi 
dall’ equazione  x*  -|-y* — a*=0  ; o pure  che  s’ interseghino  tutte  in 
un  solo  e medesimo  punto , come  nel  caso  delle  rette  fornite  dall’equa- 
zione y — ax= 0. 
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* 290.  Per  dare  un  esempio  cercheremo  l' inviluppo  delle 

1 1 (j* 

parabole,  che  nascono  dalla  equazione  y — ax a;1 

attribuendo  ad  a tutti  i possibili  valori  numerici. 

Derivando  questa  equazione  per  rapporto  ad  a si  ottiene 

x—  — £c*=0,  donde  a = -;  ma  la  sostituzione  di  questo 

l)  3C 

valore  di  a nella  proposta  equazione  dà 


2 by  = 6*  — x'  , ossia  a ?*  = &*—  iby  : 

dunque  il  richiesto  inviluppo  è ancor  esso  una  parabola  , 
avente  per  parametro  2 b , per  asse  di  figura  quello  delle  y , 
e per  vertice  il  punto  (x  = 0 , y =*  ~b)  , cosicché  1’  origine 
delle  coordinate  ne  sarà  il  fuoco,  (a) 

*291.  Per  indicare  un  inviluppo  di  applicazione  estesissi- 
ma , supponiamo  che  I’  equazione  (A)  sia  quella  di  uu  cerchio 
di  raggio  dato  r , e che  abbia  per  centro  i punti  successivi 
di  una  data  curva.  Chiamando  a e b le  coordinate  variabili 
di  questa  curva  , e supponendo  essere  b = $(a)  la  sua  equa- 
zione , quella  donde  traggono  i cerchi  inviluppati  sarà 

(ai  — «)*  + {y  — <?a)*  = r*  ",  (A) 

e la  sua  derivata  per  rapporto  al  parametro  variabile  a verrà 
espressa  da 


a?  — «- f- («/  — = 0.  (A') 

Dunque  eliminando  a tra  questa  equazione  e la  precedente  , 
si  avrà  quella  dell’inviluppo  o della  linea  di  contatto  di  tutti 
i detti  cerchi , la  quale  sarà  ( come  ben  si  vede  ) una  curva 
parallela  e distante  per  r da  quella  indicata  dall'equazione 
b = <j(a),  e del  genere  delle  curve  mentovate  nel  n.°  284  come 
sviluppanti  di  una  medesima  curva , proposta  come  sviluppata. 


(a)  Lo  parabole  che  nascono  dall’  equazione  proposta  , sono  le  traiet- 
torie descritte  nel  vuoto  dei  gravi  projetli  con  velocità  dovuta  all'  al- 
tezza J b , e con  direzioni  inclinate  all'  orizzonte  sotto  angoli  che  hanno 
i valori  di  a per  tangenti  trigonometriche.  Quindi , siccome  la  nuova 
ritrovata  parabola  tocca  o realmente  inviluppa  entro  di  sò  le  prime  , 
ne  risulta  che  i punti  esteriori  ad  essa  trovansi  al  sicuro  dalle  percosse 
del  projetlo  animato  dalla  detta  velocitale  spinto  per  qualunque  dire- 
zione nel  piano  della  curva. 
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Supponendo  per  esempio  6=9(0)  = — , si  ha  9'(a)=—  ; 

2m  m 

onde  l' eliminazione  di  a tra  1'  equazioni 


(x-«)-  + (y-0=r-  ed  x-a  + (9-^)|_0 

darà  nel  risultato  (che  qui  sarebbe  inutile  di  scrivere  ) una  cur- 
va parallela  alla  parabola  espressa  dalla  equazione  o*  = 2 mb  , 
e distante  da  essa  per  r.  La  detta  eliminazione  è sempre  più 
0 meno  malagevole,  ma  fortunatamente  può  farsene  di  meno 
in  molte  ricerche  importanti , relative  alle  curve  parallele. 

* 292.  Quando  l' equazione  (A)  è posta  sotto  la  forma 


« - /(®  , y)  — 0 

mediante  la  risoluzione  di  essa  per  rapporto  ad  a , l’equa- 
zione (A')  si  riduco  ad  1=0:  risultato  assurdo  , epperò 
inetto  a dare  l’equazione  dell’inviluppo.  Ciò  nasce  da  che 
l’ equazione  precedente  devesi  riguardare  come  multipla  , ossia 
equivalente  a più  equazioni  diverse 


a—  A(®  , y)  — 0 , a — f%{x  , j/)  = 0 , ...  • 

a motivo  dei  radicali  che  entrano  nella  sua  composizione,  e dei 
doppii  segni  che  loro  appartengono  : e si  deve  credere  che  le 
porzioni  di  curve  rappresentate  da  taluna  di  queste  equazioni 
distinte , più  non  s’inlerseghino  successivamente.  Intanto  biso- 
gna osservare  che  se  per  a si  sostituisse  f(x  , y)  nell’  equazio- 
ne (A) , questa  diverrebbe  identica  del  pari  che  le  sue  derivate 
per  rapporto  ad  x e ad  y , talché  avrebbesi  identicamente 

+ — ^-=0  — = 0 
dx  da  dx  ’ dy  ' da  dy  ’ 

donde 


df_  dF  dF  df dF  dF 

dx  dx  da  ’ dy  dy  da 

Ma  la  relazione  tra  xe  y che  costituisce  l’equazione  dell  in- 
viluppo  , annulla  — quando  l’ equazione  (A)  ò libera  da  ra- 
dicali : dunque  essa  renderà  infiniti  — e , ciò  che  som- 
1 dxdy 

ministra  un  mezzo  di  trovar  l’equazione  dell’ inviluppo  , quando 
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l’equazione  dello  inviluppate  trovasi  risoluta  per  rapporto  al 
parametro  variabile  a. 

Così  dall’  equazione  delle  inviluppate  proposta  nel  n.°  290 , 
avendosi 


a 


b±\Zb*—<ìim  — X% 

mm  ■■■■-■■  ■ — — 2CS 

X 


fi*  ,y)  » 


risulta 

df  _ — 1>|/ 6® — 2 by — x*  df b 

dx  x'V'b'—Vby—x'  ’ xl/b'-Uy—x'  ' 

e si  ritorna  all’  equazione  dell’  inviluppo  mediante  la  condizio- 
ne che  questi  valori  divengano  infiniti  , non  potendo  essere 
soddisfatta  questa  condizione  senza  supporre  6* — 2 by — x-’ = 0 . 


CAPITOLO  xxiv; 

Applicazione  delle  teoriche  precedenti  alla  cicloide. 

293.  Dicesi  cicloide  la  curva  descritta  da  un  punto  assegnato 
nella  circonferenza  di  un  cerchio , mentre  questa  circonferenza 
toccando  una  retta  indefinita  e restando  sempre  in  uno  stesso 
piano,  va  ruzzolando  sopra  di  essa  retta.  Le  proprietà  note- 
volissime di  questa  curva  hanno  varie  applicazioni  importanti 
in  Geometria  ed  in  Meccanica.  j 

Dinotino  OAB  ed  LMN  ( fig.  38  ) la  prima  posizione  , ed 
un’  altra  posizione  qualunque  del  cerchio  rotante , e suppo- 
niamo che  il  punto  generatore  della  cicloide  , ed  il  contatto 
del  cerchio  con  la  retta  sieno  ambidue  in  O nella  prima  po- 
sizione , laddove  uno  sia  in  M e l'altro  in  N nella  seconda. 
È chiaro  che  passando  il  cerchio  da  una  all’altra  posizione 
i punti  dell’arco  MN  si  sono  applicati  successivamente  su 
quelli  della  retta  ON  , e che  perciò  sia  l’ arco  eguale  alla 
retta  ; bene  inteso  che  nel  contare  l’uno  e l’altra  dal  punto 
comune  N , procedano  amendue  in  senso  opposto  al  rivolgi- 
mento , ossia  da  destra  a sinistra  nella  citala  fig.* 

Ciò  posto , prendiamo  il  punto  O per  origine  delle  coordi- 
nate , e la  retta  ON  per  asse  delle  a , e condotte  per  M le 
perpendicolari  MP  ed  MQ  sulla  retta  ON  e sul  diametro  NL 
chiamiamo  a il  raggio  del  cerchio  , cd  al  solito  a>  , y le 
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(«ordinale  rettangolari  OP  , PM  del  punto  M.  Avendo  ri- 
guardo al  segno  del  coseno  di  un  arco  il  quale  varia  da  zero 
sino  ad  una  mezza  circonferenza , si  vede  facilmente  che  per 
qualunque  punto  M della  parte  ascendente  OD  della  cicloide 
è sempre  a — y l'espressione  analitica  del  coseno  dell’ar- 
co MN  ; per  lo  che  potremo  esprimere  quest’  arco  mediante 
il  simbolo  Are . cos  (« — y),  riferito  al  cerchio  di  raggio  a.  È 

poi  la  retta  NP  = QM  = l/2ay — y*  , sia  per  le  note  pro- 
prietà del  cerchio  , sia  perchè  la  QM  è il  seno  dello  stesso 
arco  MN  avente  per  coseno  a — y : dunque  riguardando  il 
dello  radicale  come  una  quantità  per  sè  stessa  positiva  , la 
equazione  dell'  arco  ascendente  OD  della  cicloide  sarà 

x + V' tay  — ya  = Are . cos(«  — y)  , 
o elio  torna  allo  stesso  , 

x = Are . cos  (a  — y)  — 1^2 ay  — y V (A) 

Quanto  all’  arco  discendente  DO' , per  un  qualunque  punto 
M'  di  esso , e per  l’altro  M di  eguale  ordinata  nell’  arco  ascen- 
dente , si  ha  con  evidenza 

OP'  = 00  - O'P'  = 00'  - OP  : 

dunque  chiamando  ancora  x o y le  coordinate  del  punto  M', 
e sostituendo  ad  00'  l’espressione  2 ira  della  circonferenza 
che  nel  suo  compiuto  rivolgimento  si  è applicata  su  quella 
retta  , e ad  OP  I’  espressione  in  y dataci  per  la  precedente 
equazione',  sarà 

x = 2-ira — Are . cos(a — y)  + V'  2ay  — y*  (D) 
l’ equazione  dell’  arco  discendente  DO',  (a) 


(a)  Si  può  vedere  facilmente  che  l’ equazione  atta  ad  esprimere  tutti 

S;li  archi  ascendenti  della  cicloide  , non  meno  a destra  che  a sinistra 
eli’  asse  OY , sia  della  forma 

x=±[2iV.a-t-arc.cos(n  — y)  — 1/2 ay — ya]  , 

supponendo  clic  » vi  dinoti  un  qualunque  numero  intero  e positivo , a 
contar  da  zero.  E con  eguale  faciltà  si  può  vedere  , che  r equazione 
atta  a rappresentare  tutti  gli  archi  discendenti  a dritta  ed  a sinistra 
dell’  asse  OY , sia  della  forma 
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294.  È chiaro  che  i valori  di  dx  tratti  da  queste  due  equa- 
zioni non  possono  differire  che  ncl-segno  ; c difatlì  applicando 
le  regole  date  nel  n.°  66,  5.°  e li.0,  cd  avvertendo  che 
il  coseno  a — y si  riferisce  al  raggio  a , si  trova  per  equazione 
differenziale  della  cicloide 

*»=*—•*  -=fc=»ìa  = -H (i) 

|/2ay — y*  1^2 a — y®  |/2 ay — y* 

dove  il  segno  + vale  per  l’ arco  ascendente , ed  il  segno  — 
per  l’arco  discendente. 

295.  Da  essa  oltengonsi  pel  differenziale  dell’  arco  OM  — s , 

ds=S^+W=l/££?+'<y-=dyì/ ^ , 
e per  differenziale  dell’  area  OPM  = t , 
di  = ydx  — — ---  — • 

1/2 ay — y* 

Più  semplicemente,  ammettendo  che  Rr  e Pp  rappresen- 
tino dx  , l’elemento  MR/m  dell’area  cicloidale  OBDMÒ  verrà 
espresso  ( n.  222  ) da  > 

RM  x Rr  — (2a — y)dx  = — —dy=  V'^ay — y % .dy  ; 

1/ 2ay  — y* 


x=±[2«V.a — arc.cos  (a — y)-f-|/2ay — y*J  , 
se  non  che  in  essa  non  può  i essere  zero.  Ma  se  si  è contento  di  espri- 
mere x e y in  funzione  di  una  terza  variabile,  esprimendo  cosi  in  pari 
tempo  la  curva  col  sistema  di  due  equazioni , queste  risulteranno  sem- 
plicissime prendendo  per  terza  variabile  1’  arco  sempre  crescente  NM  , 
che  è quello  i cui  punti  nel  rivolgimento  del  cerchio  si  applicano  suc- 
cessivamente sulla  retta  fissa , e che  si  terrà  positivo  o negativo  secondo 
che  si  considera  il  rivolgimento  sull’asse  delle  x positive,  o su  quel- 
lo delle  x negative.  Difatti , chiamando  « quest’  arco , abbiamo  subito 
l' equazioni 

x = ON  — NP=arcoMN  — NP=® — sena’  , y=CN — CQ=n — cosi’, 
le  quali  avendo  riguardo  a’ segni  che  convengono  a seti  « e cosa’,  è 
facile  vedere  che  si  verificano  per  qualunque  punto  di  qualunque  ramo. 
Ciò  nondimeno , se  per  avere  l’ equazione  delia  curva  in  x c y si  eli- 
minasse »>  tra  le  dette  equazioni  senz’  alcuna  particolare  avvertenza  , il 
risultato  sarebbe  più  generale  che  non  dev’  essere  per  esprimere  sol- 
tanto la  cicloide. 
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ma  questa  formola  esprime  ancora  per  lo  stesso  citalo  n.°  l'ele- 
mento HKA/t  del  semicerchio  EKD,  perchè  HK  = V'iay — y* 
ed  Wi=dy\  dunque  saranno  tra  loro  eguali  questi  due  ele- 
menti , e valendo  lo  stesso  per  tutti  gli  altri  compresi  fra  OB 
e il  punto  D rapporto  alla  cicloide  , e compresi  fra  il  pun- 
to E il  punto  I)  riguardo  al  semicerchio,  l’area  cicloidale 
OBDMO  pareggerh  il  semicerchio  EKD  ; ma  d’ altra  |)arle  il 
rettangolo  OBDE  è il  quadruplo  di  quel  semicerchio , a motivo 
che  la  retta  OE  pareggia  , per  la  natura  della  cicloide  , la 
semiperiferia  EKD  : dunque  l area  cicloidale  OEDMO  eguaglierà 
tre  semicerchi , e l area  ODO  O contenuta  in  tutta  la  cicloide 
sarà  tripla  del  cerchio  generatore. 

* Inoltre  , dai  soprascritti  valori  di  da)  e ds  risulta 

dx  y 1/ y 

dt  \^2ay  VTa  ' 

doc 

ma  — esprime  ( n 0 241  ) il  coseno  della  inclinazione  della 

curva  nel  punto  M ( ossia  dell’ elemento  M m)  all’  asse  delle  x, 
di  lei  base  : dunque  nei  diversi  punti  della  cicloide  i coseni 
delle  inclinazioni  della  curva  alla  sua  base  son  proporzionali 
alle  radici  quadrate  delle  distanze  dei  punti  stessi  alla  base,  (a) 


(a)  Questa  proprietà  della  cicloide , combinata  col  problema  6.*  ( di 
minimo  J risoluto  nel  n.°  1G0  , e con  la  nota  corrispondente , e con 
le  nozioni  di  Meccanica  relative  alla  discesa  dei  gravi  nel  vuoto , mi 
sembrano  bastevoli  a dimostrare  che  nel  vuoto  la  linea  descritta  nel 
minimo  tempo  da  un  punto  animato  dalla  sola  gravità,  fra  due  estremi 
i quali  però  non  esistano  in  una  medesima  verticale , sia  una  cicloide 
avente  per  origine  l’estremo  più  alto , c per  base  la  orizzontale  condotta 
per  esso  nel  piano  verticale  dei  due  estremi , c talmente  lunga  die  la 
curva  passi  per  1’  altro  estremo.  Infatti , supponendo  diviso  I’  arco  in- 
tercetto ai  due  estremi  in  elementi  rettilinei  , il  tempo  impiegato  a 
percorrere  gli  elementi  successivi  combinati  a due  due  , il  2®  col  3°  , 
il  3°  col  4° , ecc.  sarà  un  minimo , perchè  i medesimi  vengono  percorsi 
colle  velocità  acquistate  in  fine  del  1°  elemento  c del  2°  , del  2*  e 3*  , 
ecc.  c perciò  dovute  ( siccome  ad  allesse  ) alle  distanze  degli  estremi 
inferiori  del  1*  elemento  e del  2°  , del  2°  e del  3° , ecc.  dalla  base  ; 
e quindi  esse  velocità  sono  proporzionali  alle  radici  quadrate  di  tali 
distanze.  Or  queste  radici  nella  cicloide  si  sono  qui  sopra  dimostrate 
proporzionali  ai  coseni  delle  inclinazioni  degli  elementi  alla  base  della 
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290.  Dall’  equazione  differenziale  della  cicloide  si  desume 
ancora  per  la  snnnorinale  nel  punto  M 


g=l/2«y-y-  = PN> 


con  clic  la  normale  sarà  MN  , ed  il  valore  di  questa  , indi- 
pendentemente dalla  formolo  datane  al  n.°  244  , c per  le 

sole  proprietà  del  cerchio  risulta  espresso  da  V'ì. ai/.  Quindi 
esseudo  retto  1 angolo  NML  contenuto  nel  semicerchio , sarà 
ML  la  tangente  della  curva  in  M ; e giova  osservare  che 
le  LM  ed  MN  sono  parallele  alle  rispettive  corde  DK  e RE 
del  cerchio  ruzzolante  dovunque  posto,  a fine  di  valersi  di 
questa  posizione  arbitraria  del  cerchio , quando  non  si  abbia 
quella  del  diametro  NL  corrispondente  al  punto  dato  M , la 
quale  per  altro  si  potrebbe  avere  facilissimamentc  costruendo 

il  radicale  l^(2a — y)y  che  esprime  la  retta  PN. 

*297.  L’equazione  differenziale  dell'arco  ascendente  OD  ci  da 

* I ‘ ; 

,ly  __\/-2ay  — y'  _ /ìa  — y ? 

dx  ' y V • y * 5 ■ < • J' 

Dunque  l’ equazioni  della  tangente  e della  normale  della  curva 
nel  punto  (<r  , y)  di  tale  arco  saranno  ( «.‘234  o 233} 

]/ . ed  *'— ■ r=i— |/— ; 

■ • ' • n 

ma  è chiaro  che  quando  trattasi  di  un  punto  dato  nella  cur- 
va , il  metodo  dianzi  esposto  sia  da  preferirsi  alla  costruzione, 
di  queste  equazioni. 

Quando  poi  il  punto  per  cui  si  vuol  condurre  la  tangente 
o la  normale  alla  cicloide  non  è in  questa  curva  , le  ignote 
del  problema  sono  a?  e y , e cambiando  x e y nelle  coor- 


curva , del  pari  che  si  trovarono  essere  per  le  due  rette  considerate  nel 
citato  problema  di  minimo.  Che  il  l.4  elemento  poi  venga  pur  esso 
descritto  in  nn  minimo  di  tempo  dee  parer  chiaro  da  ciò  , che  la  sua 
direzione  è verticale  come  quella  della  gravità  ; onde  questa  forza  agisce 
Itinshesso  con  tutta  la  sua  ehergia. 

Cale.  Di If . 31 
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dinate  di  quel  punto  , che  diremo  h c k , le  precedenti  equa- 
zioni liberate  dal  radicale  divengono 

y[  {oc  — h)'  + (y  — *)•  ] = - *)•  , 

y[  [x  — h)*  -4-  (y  — ty*  ] — 2fl(y  &)*  t 

esprimendo  cosi  due  curve  di  terzo  grado,  (a) 

298.  Per  procedere  alla  ricerca  del  raggio  di  curvatura 
eleviamo  a quadralo  1'  equazione  (2) , e poscia  prendiamo  i 
coefficienti  differenziali  dei  due  membri.  In  tal  modo  avremo 
successivamente 

efy*  _ 2a  <*d±dJl  — --ìld±.  c d'y  — a ■ 

ite»  y ' dx  dx • y*  dx  ’ dx*  y* 

quindi  per  la  formola  del  raggio  di  curvatura  espresso  (n.  271  ) 
mediante  la  normale , avremo  immediatamente 

. _ ,v>  : „»  & = : 

" * dx*  oy 

dal  che  si  deduce  che  nella  cicloide  il  raggio  di  curvatura  è 
sempre  doppio  della  normale. 

299.  Da  questo  valore  del  raggio  di  curvatura,  che  ci  dà 
per  centro  di  curvatura  relativo  al  punto  O questo  medesimo 


(a)  In  grazia  dei  meno  provetti  nell’  applicazione  dell’  Algebra  alla 
Geometria  , aggiungeremo  che  se  bisognasse  descrivere  queste  curve , 
a fine  di  combinarle  colla  cicloide  ed  avere  i punti  ignoti  nelle  inter- 
secazioni delle  prime  colla  seconda  , gioverebbe  supporre  nella  prima 
curva 

(x—A)*-h(y— *)®=2r(x— h) , (T) 

e nella  seconda 

(x— A)*  -+-  (y — *)*=2r(y— k) , (N) 

perchè  cosi  la  prima  si  riduce  ad 

ry=a(«  — /*) , (t)  ; e I’  altra  ad  ry=a[y  — *) , (n) 

c quindi  per  ogni  valore  dato  arbitrariamente  ad  r f si  avranno  due 
punti  della  prima  o della  seconda  curva  mediante  la  costruzione  dette 
equazioni  (T)  e (t) , o dell’  equazioni  (N)  ed  (n) , che  dinotano  in  ambi 
i casi  un  rerchio  ed  una  retta  di  facilissime  determinazioni. 
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punto  (a)  , c por  contro  di  curvatura  relativo  al  vertice  D il 
punto  2 della  normale  DE  prolungata  sino  ad  ossere  E5  ti- 
gnale ad  ED  , si  deduce  ancora  facilmente  che  la  sviluppata 
della  cicloide  è un’altra  cicloide  eguale  alla  prima.  Difatti, 
il  centro  di  curvatura  relativo  al  punto  qualunque  M doven- 
dosi trovare  sul  prolungamento  della  normale  MN  , o ad  una 
distanza  N/<  = NM,  ò chiaro  che  l'arco  N( / del  cerchio  di 
raggio  a , e il  cui  centro  è in  y sul  prolungamento  della  LN, 
eguaglia  l’arco  NM  del  cerchio  NML  di  egual  raggio  e di 
centro  in  C;  onde  altresì  l’arco  LM  risulta  eguale  all’ar- 
co X/z.  Ma  per  essere  V arco  MN  eguale  alla  retta  ON  , c la 
semicirconferenza  LMN  eguale  alla  OE  semibase  della  cicloide, 
debb’ esser  puro  l’arco  LM  eguale  alla  retta  EN  ; dunque 
l’ arco  Xj a eguaglierà  similmente  la  retta  X3  , e quindi  il 
punto  /*  apparterrà  alla  cicloide  che  verrebbe  generata  dal 
punto  fz  movendo  col  cerchio  XgN  da  2 verso  X (bj 


(a)  Dalla  circostanza  singolare  che  il  centro  di  curvatura  corrispon- 
dente al  ponto  0 è lo  stesso  punto  O , combinata  con  quanto  si  disse 
nel  n.®  274  circa  il  rapporto  delle  curvature  in  due  punti  diversi  di 
una  curva  , si  rende  lecito  affermare  che  la  curvatura  della  cicloide 
in  O sia  infinitamente  maggiore  che  non  è in  ogni  altro  luogo  della 
curva.  Questo  risultamento  sembra  avere  del  paradosso  ; ma  riQetteudo 
che  al  primo  spostarsi  del  cerchio  generatore  , si  può  tenere  come  se 
il  medesimo  facesse,  per  un  istante , centro  di  sua  rotazione  un  punto 
della  base  infinitamente  vicino  ad  O , ne  viene  in  conseguenza  chu  il 
primo  elemento  della  cicloide  si  può  avere  come  un  arco  infinitesimo 
di  un  cerchio  descritto  con  un  raggio  anch’  esso  infinitesimo.  Ora  è 
palese  che  un  elemento  di  tal  sorta  è più  curvo  , al  di  là  di  ogni 
rapporto  , di  qualunque  altro  eguale  elemento  descritto  con  un  raggio 
di  grandezza  finita.  Adunque  il  calcolo  non  poteva  esprimer  meglio  in 
suo  linguaggio  tanta  differenza  di  curvatura  , che  presentando  un  raggio 
di  curvatura  nullo  , e quindi  una  curvatura  infinita  nel  punto  O. 

(b)  Si  potrebbe  anche  giungere  a questo  risultato , sostituendo  nelle 
prime  doc  formolo  (B)  del  n.®  267  i valori  trovati  pei  coefficienti  diffe- 
renziali di  primo  e di  secondo  ordine  di  y , e poscia  permutando  le 
coordinate  » e p in  due  altre  a'  e p' , parallele  alle  prime  c contate 
dal  punto  8 nelle  direzioni  8>  e 8D,  mediante  le  formolo  x=«a — , 
jS= — 2a-t-jS'.  In  tal  modo  si  avrebbe  una  equazione  in  a'  e p'  affatto 
simile  a quella  in  x e y della  cicloide  primitiva. 

Del  resto  questa  proprietà  della  cicloide , di  riprodursi  mediante  lo 
sviluppamelo  . è collegata  ad  un’  altra  molto  più  generale  , dovuta  a 
Dio:  Bernouilli , c dimostrata  la  prima  volta  da  Eulero  nel  X tomo  dei 
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•JOO  Osserviamo  dippiù  che  il  raggio  di  curvatura  essendo 

nullo  in  0 , ed  eguale  ad  M«  = v2ay  in  M , sq  ne  de- 
sume ( ».  28  I ) che  1’  arco  0,«  della  sviluppata  sia  pur  esso 
eguale  ad  M/z  ; talché  chiamando  s quest’arco  , ed  osservando 
che  la  MP  espressa  ila  y eguaglia  la  O'®' , si  avrà  l’equazione 
notevolissima 

s = ^2ay,  ovvero  s'  — 8 ay , ... 

tra  un  arco  qualunque  O/z  della  cicloide  OjxS , contato  dal  ver- 
tice , e l-  altezza  o freccia  Off  del  medesimo  arco.  Consi- 
derando il  punto  3 in  vece  del  punto  g , o che  torna  lo 
stesso  ponendo  y — 2a  , risulta  l’arco  03=  4a:  dunque  la 
cicloide  è una  curva  rettificabile  ( ».  282  ) , e l' intera  lun- 
ghezza di  ogni  suo  ramo  eguaglia  esattamente  quattro  diametri 
del  cerchio  generatore,  (a) 


Nuovi  Commentar»  dell’  Accademia  di  Pietroburgo  , che  può  essere  cosi 
enunciata  : se  avendosi  una  curva  , compresa  tra  i lati  di  un  angolo 
retto  e toccata  ila  questi  I come  avviene  per  la  OMD  toccata  dalle  ret- 
te B<)  e BD  nei  pnnti  O e D ) , si  prenda  la  sviluppata  dell’  arco 
frapposto  ai  contatti , e di  questa  si  torni  a premiere  la  sviluppata , e 
rosi  di  seguito  , all’  infinito  , le  curve  che  in  tal  modo  si  ottengono 
tenderanno  progressivamente  a confondersi  con  una  semicicloide.  Essa  è 
•.taf a pure  dimostrata  da  Legendre  in  fine  del  2.°  voi.  degli  Esercisti 
di  Calcolo  Integrale . e da  Poisson  nel  18.°  fascicolo  del  Giornale  della 
Scuola  Politecnica  , pag.  431.  , 

(a)  Essendosi  detto  ( n.  2!)t  ) clic  la  cicloide  è suscettibile  di  appli- 
cazioni importanti  , non  crediamo  inutile  il  darne  una  descrizione 
grafica  per  punti , la  quale  è insieme  facile  ed  esalta  oltre  il  bisogno 
ordinario.  Essa  deriva  dalla  proprietà  che  I’  arco  LM  eguaglia  la  ret- 
ta NE  («.  290} , ossia  clic  1’  arco  DK  , contato  dal  vertice  della  cicloide 
nel  cerchio  generatore  descritto  sull’  asse  delta  medesima,  è uguale  alla 
retta  KM,  che  a contare  dall’altro  estremo  di  tate  arco  si  prolunga 

fino  alla  cicloide.  Così  essendo,  se  nella  fig.  39  dinoti  0.1.2 6 

la  metà  del  cerchio  generatore  della  cicloide  che  si  vuol  descrivere , ed 
il  vertice  di  questa  curva  debba  essere  in  0,  avremo  l’estremo  G'  di 
essa  prendendo  sulla  tangente  del  semicerchio  nel  punto  6 la  retta  6. G' 
lunga  quanto  la  detta  semicirconferenza.  Ora  noi  possiamo  determinare 
il  punto  6'  con  esattezza  grandissima  , so  nou  matematica , applicando 
la  corda  0.2  eguale  al  raggio,  ed  abbassata  sopra  di  essa  la  perpen- 
dicolare dal  centro  , prolungando  questa  sino  ad  incontrare  in  m la  tan- 
gente del  semicerchio  in  0.  Allora  portando  sulla  tangente  nel  punto  6 
la  0 » tripla  del  raggio  , avremo  nclja  distanza  dei  punti  m cd  n una 
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CAPITOLO  XXV 


Dei  punti  singolari  delle  curve  piane. 


30 1 . Punii  singolari  di  una.  curva  son  quelli , dove  la  curva 
presenta  qualche  particolarità  sensibile  e indipendente  dalla 
posizione  degli  assi  coordinati. 

In  primo  luogo,  si  dice. punto  d'inflessione  o di  flesso 
contrario  , quello  innanzi'  e dopo  il  quale  la  curva  piega  in 
direzioni  opposte  , talché  quivi  intersega  la  propria  tangente 
( fig.  22  e 23  ).  Osservando  che  almeno  pei  punti  che  im- 
med latamente  lo  precedono  e lo  seguono  la  seconda  derivata 
dell’ ordinata  aver  dee  (n.  86)  segni  contrarii  , questa  deri- 
vata dovrà  esser  nulla  o purè  infinita  nel  punto  preciso  d’in- 
flessione ; epperò  le  coordinato  di  esso  cui  diremo  a c li, 
si  troveranno  mediante  l’  equazione  f[x  , y)  = 0 della  curva 
ed  una  delle  due  altre 


£2=0,  <:£L=>0. 

dx*  dx' 


Se  non  che  , bisogna  poi  rendersi  certo  che  la  seconda  de- 
rivata , ridotta  in  funzione  della  sola  co  , prenda  effettiva- 
mente valori  reali  e di  segni  opposti  per  lo  ascisso  a — h 
od  a-\-h , dinotando  h una  retta  comunque  piccola. 

* È fàcile  ugualmente  che  utile  il  vedere , che  nel  punto 
d'inflessione  l'angolo  formato  dalla  tangento  con  l’ asse  delle  x , 
o quindi  la  sua  tangente  trigonometrica  espressa  dalla  prima 
derivata  dell’  ordinata  , sieno  in  istato  di  massimo  , o pure 


retta  che  differisce  dalla  semicirconferenza  0.1.2 6 meno  di  una 

diecimillesima  del  raggio  : come  agevolmente  si  rileva  confrontando  il  ri- 
sultato numerico  del  calcolo  della  retta  »m  col  noto  valore  3,11159... 
della  scmicirconfereuza  di  raggio  1.  Presa  dunque  la  retta  6.6'  eguale 
alla  distanza  mn,  basterà  dividere  in  uno  stesso  numero  di  parti  eguali 
essa  retta  e la  semicirconferenza , c condotte  |>cr  i punti  1 ,2,3, ...  di 
divisione  di  quest’  ultima  le  parallele  alla  base  , si  porteranno  su  di  esse 
a contare  dai  medesimi  punti  le  rette  1.1' , 2.2' , 3.3' , ...  eguali  ri- 
spettivamente ad  una,  a due,  a tre  parti,  ...  della  6.6':  ed  i punti 
1' , 2' , 3' , ...  apparterranno  alla  cicloide  cou  approssimazione  analoga 
a quella  del  punto  6'. 
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di  miaimo  ; di  che  si  desume  un  altro  mezzo  di  verificare 
l’ esistenza  di  quel  punto  , quando  per  esso  la  seconda  derivata 
dell’ordinata  è nulla.  Allora  infatti  è necessario  (n.  157) 
che  la  prima  delle  derivate  successive  che  prende  un  valore 
effettivo  e finito  con  la  sostituzione  di  a e b in  vece  di  x e y , 
sia  di  ordine  dispari. 

Applicando  il  detto  metodo  alla  curva  espressa  dall’  equa- 
zione y — c~*  » e rappresentata  nella  fig.  40  , trovansi  per 
essa  due  punti  d’inflessione,  corrispondenti  ad  cc==: t— . La 

V2 

stessa  ha  pure  un’ordinata  massima , corrispondente  ad  os  = 0 , 
ed  un  asintoto  nell’  asse  delle  od. 

302.  Cercando  i minimi  e i massimi  del  raggio  del  cer- 
chio osculatore , si  ottengono  i punti  dove  la  curvatura  è 
la  più  o la  meno  pronunziata  (n.  274).  Nelle  curve  alge- 
briche questi  punti  diconsi  vertici , e le  normali  corrispon- 
denti si  chiamano  assi  perché  dividono  le  curve  in  parti 
eguali  c simili  ; ma  questo  fatto  non  avendo  sempre  luogo 
nelle  curve  trascendenti , potrebbero  i delti  punti  chiamarsi 
più  propriamente  (almeno  quando  non  sono  estremiti!  di  assi) 
umbilichi  delle  curve  , perchè  iu  essi  il  differenziale  del  rag- 
gio di  curvatura  essendo  nullo  , la  curvatura  può  tenersi  co- 
stante nella  estensione  di  un  arco  minimo  preso  da  ambe  lo 
parti  : proprietà  affatto  simile  a quella  di  che  godono  (come 
vedremo  a suo  luogo  ) certe  superficie  curve  in  alcuni  loro 
punti , che  pur  si  chiamano  umbilichi  delle  superfide.  Cosi , 
nella  logaritmica  neperiana  ( fig.  31  ) indicata  dall’  equazione  . 


</=£■*,  essendo  p = 


(<• 


_ ( ! + !/*)* 

y 


il  raggio  p di  curvatura  trovasi  minimo  per  x = — i&>  e 
però  la  curvatura  della  logaritmica  è la  più  risentita  nel 
punto  corrispondente  a tale  ascissa  , la  cui  normale  non  è 
corto  un  asse  della  curva. 

* 303.  È anche  singolare  un  punto  di  una  curva 

1°  quando  le  coordinale  di  esso  rendono  soddisfatta 
I equazione  della  curva  , senza  che  alcun  ramo  di  questa  passi 
per  linci  punto , il  quale  dicesi  per  ciò  punto  isolato  : e tale 
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per  esempio  è l’origino  delle  coordinate  nella  curva  espressa 
dall'equazione  ay'  = x*(x  — b) , fig.  41. 

2.°  quando  per  l' opposto  due  o più  rami  della  curva 
passano  per  quel  punto  , sia  intersecandosi  fra  loro  , sia  toc- 
candosi. 11  punto  in  quistione  dicesi  allora  multiplo  o molli- 
plice  , c in  particolare  chiamasi  doppio  ( fig.  32  ) , triplo 
( fig.  42) , ecc.  secondo  il  numero  dei  rami  che  s’ intersegano 
o si  toccano  senza  quivi  arrestarsi  ; ma  quando  i rami  sono 
due  soli  e si  toccano  , senza  prolungarsi  da  tutte  due  le  parli 
del  contatto  , il  punto  dicesi  di  regresso , e segnatamente  di 
primo  genere  se  prendono  in  mezzo  la  tangente  comune 
( fig.  35  , 36  , 37  ) , e di  secondo  genere  se  giacciono  da  un 
lato  stesso  di  questa  tangente  ( fig.  43  ). 

Nelle  curve  algebriche  un  carattere  comune  di  tutti  questi 
punti  singolari  è , che  supponendo  intera  c razionale  la 
equazione  f[x  , t/)=0  delle  curve,  le  coordinate  di  tali  punti 
debbano  verificare  1’  equazioni 


e 


Difatti,  supponendo  da  principio  che  M (fig.  41  , 43  e 44) 
sia  un  punto  isolato  , o di  regresso , 6 visibile  che  per  esso 
possono  condursi  infinite  rette , tali  che  nelle  vicinanze  del 
punto  , ed  almeno  da  una  parto  di  ciascuna  retta  , non  v’abbia 
punti  della  curva  proposta.  Ora  supponendo  che  PMQ  sia 
una  qualunque  di  tali  rette  , è facile  provare  che  la  funzio- 
ne f(x  , y)  per  tutti  i punti  come  P e Q di  questa , vicinissi- 
mi ed  in  parti  opposte  di  M , debba  prendere  valori  effettivi 
c di  un  medesimo  segno.  Difatti  , supponendo  uniti  i punti 
P o Q con  una  curva  algebrica  e continua  PmQ  , la  quale 
nè  contenga  il  punto  M nè  incontri  la  curva  proposta  , e 
considerando  i valori  della  funzione  per  tutti  i punti  di  que- 
sta nuova  curva  , i due  che  corrispondono  a P e Q non 
potrebbero  avere  segni  opposti  senza  esser  nullo  alcuno  dei 
valori  intermedii  ; ma  per  ipotesi  la  funzione  f(x  , y ) non  è 
nulla  che  per  la  curva  proposta  e pel  punto  M : dunque  avrà 
valori  di  segni  simili  pei  punti  P e Q. 

Così  essendo,  possiamo  avere  in  couto  di  un  massimo  o 
di  un  minimo  il  valor  nullo  che  la  funzione  f(x  , y)  assume 
in  M. , paragonato  a quelli  che  assume  negli  altri  punti  viri- 


m 


K l R ME  fi  T 1 


nissimi  ad  M e prosi  nella  stessa  retta  PQ  , la  cui  posizione 
è d altronde  indeterminata  : eh’  b quanto  dire , le  coordinate 
del  punto  M debbono  ad  un  tempo  rendere  la  funzione 
un  massimo  o pure  un  minimo  , c soddisfarti  1 equazione 
_ ax  _|_  f,  ( dove  a o b sono  costanti  ma  indeterminate. 
Dunque  sussisteranno  insieme  ( n.  <62  ) 1’ equazioni 

dL  4-  dl  d±  = 0 , e dy—adw,  donde  ^ -fa  y = 0 ; 
dx  ^ dydx  3 dx  d'J 

c dovendo  a rimanere  indeterminata  del  pari  che  la  retta 
PMQ  , dovranno  essere  partitamenle 

2.-0.  e 2=0. 
dx  dtj 

Supponiamo  ora  che  si  tratti  di  un  punto  multiplo.  Il  coeffi- 
ciente differenziale  ^ avrà  per  le  coordinale  di  esso  diversi 

valori  siccome  la  curva  avrà  diverse  tangenti  relative  ai 
r imi  che  ivi  s’  incontrano  ; e se  anche  questi  diversi  rami 
sieuo  fra  loro  in  contatto  di  primo  ordine  , sarà  lo  stesso  il 

valore  di  d-f  ma  non  quello  di  ^ , del  pari  che  sarebbe 

lo  stesso  anche  il  valore  di  ^ ma  non  quello  di  —,  se  il 

contatto  fosse  di  secondo  ordine , c cosi  di  seguito.  Ma  es- 
sendo razionale  , per  ipotesi , 1 equazione 


fi* , y)  ■■ 

le  derivate  successive  di  essa 


■ 0 , 


(!) 


dl  _ o 

dx  ' dy  dx 

rfY  ,9  *'t  4. £LdJL  + *f£»  = o 

7?  + JTdy  dx  T iy'  dx » T dy  dx * 

d'f  . mv  d»  . i£L  djr+£LdJL  + ) 

dx 5 dx'dy  dx  dxdy'  dx * dy  dx1  ( — 0 , CCC. 

3J*/-  d* y , 3 d'fdy  d*y  .dfdjL  ‘ 

+ dTdy  dx » dy*  d*  da;*  dy  dx* 

saranno  altresì  razionali , e quindi  non  potranno  dare  che  un 
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, i dy  «/*«  d’y  i . • 

sol  valore  per  — , o per  — , o per  , ccc.  dunque  biso- 

(IX  (ICC  ux 

gna  ammettere  , che  le  coordinate  del  punto  dove  s’ incontrano 
più  rami  distinti  rendano  — 0 , e quindi  anche  — 0 , 

1 dy  * dx 

acciò  non  ripugni  clic  s'  abbiano  più  valori  distinti  pei  le 

funzioni  derivate  ^ . ccc.  lo  quali  allora  potrebbero 

esser  determinate  ciascuna  da  una  equazione  derivata  di  ordine 
diverso  dal  proprio,  e di  grado  superiore  al  primo. 

*30i.  Dopo  ciò  ò chiaro  che  la  ricerca  dei  punti  isolati  . 
o di  regresso . o multipli  debba  cominciarsi  risolvendo  due  qua- 
lunque delle  tre  equazioni 


/Xrr  , y)  = ° , ==  0 . 

e verificando  prima  di  andar  oltre  se  i valori  così  ottenuti 
per  x c y , che  noi  dinoteremo  con  a e b,  rendano  soddisfatta 
la  terza  equazione.  Allora  supponendo  ridotta  1 equazione 
della  curva  alla  forma  y = F[x) , potremo  affermare  ; 

I.  che  il  punto  (a  , b)  ò isolalo  . quando  F[a  — h ) c F[a-\-h) 
sono  immaginarie  tra  h= 0 ed  un  altro  valore  comunque  pic- 
. colo  di  li , poi  tutte  due  od  una  sola  tornano  reali.  Ciò  d’ ordi- 
nario si  rende  palese  col  vedere  se  l'equazione 

dy'  dx* 


| jj  *•(  -ly 

dx * dxdy  dx 


(2) 


cui  si  riduce  1’  anzidetta  derivata  di  secondo  ordine  , dia  valori 

immaginarli  per  - , cioè  , se  sia  (^y)  ; (Bj 

ma  è chiaro  che  potrebbero  in  vece  essere  immaginari  i valori 

di  — , o di  altro  coefficiente  differenzialo  consecutivo.  Pos- 
</*  ' ’ 

sono  servire  di  esempio  le  curve  indicate  dall’  equazioni 
ay ' — x3  + bx*  — 0 , (fig.  41);  y*  — x^{x — 1 ) = 0 . 
nelle  quali  è un  punto  isolato  1'  origine  delle  coordinate,  (a) 


(a)  I punti  isolati  delle  curvo  algebriche  sono  anche  detti  conjugaU , 
da  che  se  ne  può  attribuire  la  origine  allo  svanimento  della  parte  im- 
maginaria in  due  espressioni  immaginarie  e conjugate  di  y in  x.  Diiatli 

Cale.  Thff.  32 
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li.  Che  quando  il  punto  (a  , b)  è un  regresso  di  primo 
genere  , si  verificano  ad  un  tempo  queste  circostanze  : 1 ,°  ri- 
guardo alle  ordinato  vicine  alla  b può  darsi  il  caso  che  quelle 
indicate  dall'  espressioni  F[a — li)  e F[n  + b)  prendano  ciascuna 
un  valor  reale  , come  nei  punti  v e v'  della  fig.  35  ; c può 
darsi  il  caso  che  una  sia  immaginaria  e l’altra  duplice  reale , 
come  nei  punti  e g'  della  stessa  figura;  2.°  il  coefficiente 
differenziale  di  primo  ordine  ha  almeno  due  valori  reali  ed 
eguali , onde  se  sussiste  1‘  equazione  (2)  clic  li  determina  , 
dovrà  essere  soddisfatta  quest’ altra 


( à'f  y 

rf;r“  dy*  \dxdy  ) 


(C) 


che  seguo  necessariamente  da  tale  eguaglianza  ; 3.°  il  coeffi- 
ciente differenziale  di  secondo  ordine , il  quale  per  le  dette  due 
ordinate  reali  ha  segni  simili  o contrarii  (n.  86)  secondo  che 
si  verifica  l’uno  o l'altro  dei  notati  casi,  ò poi  in  generale 
infinito  , c qualche  volta  zero  nel  punto  (a  , b).  Difatti  , os- 
servando ( fig.  45  ) che  per  ogni  ascissa  pochissimo  differente 
da  a , in  più  ( come  nella  figura  ) o in  meno  , il  coefficiente 
differenziale  di  primo  ordine  ha  due  valori,  uno  poco  maggiore 
e l’altro  poco  minore  di  quello  che  ha  nel  punto  (a , b)  , si 
arguisce  facilmente  che  una  curva  la  quale  per  le  ascisse 
medesime  della  proposta  avesse  per  ordinate  rette  propor- 
zionali alla  derivata  dell’  ordinata  di  questa , presenterebbe 
nel  punto  di  ascissa  a la  sua  tangente  perpendicolare  all’asse 
delle  oc  , come  nella  fig.  46  , eccetto  che  questo  punto  non 
fosse  per  accidente  esso  medesimo  un  regresso  ili  primo  ge- 
nere con  tangente  parallela  all’  asse  delle  oc.  Dunque  la  se- 
conda derivata  di  tale  ordinata  , cui  sarebbe  proporzionale 
la  tangente  trigonometrica  della  inclinazione  della  nuova  curva 
in  quel  punto  all’  asse  dello  x , in  generale  sarà  infinita  , ed 
accidentalmente  potrà  esser  nulla. 

Noteremo  come  esempii  I’  equazioni 

y[y— P— »)■=(#— *)s  , (fy-f  i +®)*  = 4(i— ®)5 , 


supponendo  essere  y=<p(a;)±i(T).4// — 1 queste  due  espressioni,  e 
chiamando  <*  una  delle  radici  reali  dell’equazione  |(x)=0  , è chiaro 
che  il  punto  che  ha  per  coordinate  « e <p(»),  apparterrà  alla  cuna  in 
quanto  ne  verifica  l’equazione  , senza  perà  giacere  sul  di  lei  perimetro. 
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e si  troverà  facilmente  che  le  curve  indicate  da  esse  hanno 
per  punti  di  regresso  di  primo  genere  quelli  di  cui  sono 
coordinate  a , <x  + / 3 ; ed  I , — 1 . 

III.  Che  quando  il  punto  («  , b)  ò un  regresso  di  secondo 
genere , hanno  luogo  queste  circostanze  : una  delle  espres- 
sioni F[a — h)  , F[a+h ) è immaginaria  , c 1’  altra  duplice 
reale  ; 2.°  il  coeftìcientc  differenzialo  di  primo  ordine  ha  pure, 
come  dianzi  , almeno  due  valori  eguali  , o con  ciò  sussiste 
l’equazione  (C)  se  accado  che  sussista  l’ equazione  (2).  Ma 
siccome  nella  nuova  curva  testò  motivata  , il  punto  che  cor- 
risponde al  regresso  può  risultare  esso  medosimo  un  regresso 
di  primo  o di  secondo  genere,  così  non  saprebbesi  assegnare 
di  una  maniera  generale  quale  ordine  di  coefficiente  diffe- 
renziale debba  essere  necessariamento  nullo  o infinito  ; e 
bisogna  contentarsi  di  notare  che  il  coofficiente  differenziale 
di  secondo  ordino  debba  prendere  valori  di  un  medesimo  segno 
per  le  due  ordinate  reali  su  menzionate. 

Così  nella  curva  espressa  dall'  equazione 

(y- *•)•  = ** 

e rappresentala  dalla  fi<j.  43 , si  trova  per  punto  ili  regresso 
di  secondo  genere  la  origine  delle  coordinate. 

IV.  In  fine , che  per  un  punto  doppio  propriamente  detto , 
1.°  i valori  reali  del  coefficiente  differenziale  di  primo  ordine 
sono  almeno  duo,  (a) , e perciò  restano  generalmente  deter- 
minali mediante  l'equazione  (2)  ; 2.°  per  valori  almeno  pic- 
colissimi di  li  corrispondono  ordinate  reali  allo  ascisse  a + h 
ed  a — h,  o pure  corrispondono  ascisse  reali  alle  ordina- 
te b-f-h  , c b — h. 

Similmente  per  un  punto  triplo  , l.°  i valori  reali  del  pri- 
mo cooffìcicnte  differenzialo  sono  almeno  tre  , ond  è che  in 
generale  restano  soddisfatto  anche  l' equazioni 


da* 


= 0 


d-lL. 

dxdy  ' </y* 


serve  a determinarli  la  terza  derivala  , che  si  riduce  alla 


(a)  Potrebbero  essere  anche  più  di  due  senza  .che  il  punto  fosse  più 
di  doppio , stante  che  per  1’  effettiva  esistenza  di  un  punto  si  richiede 
che  tutte  le  derivate  dell’ordinata  corrispondente  sicuo  reali 
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seguente  «illazione  , di  terzo  grado  per  rapporto  a 


dx 


d‘f  3 d‘f  <iy  3 iVJ_  <l£_  dj_dy_  _ Q 

ilx'  ' ilx*dy  dx  dxdy'  dx*  dy>  dx' 


(3) 


la  (piale  , per  ciò  , non  dee  avere  una  radice  reale  c due 
immaginarie  ; 2.°  devesi  anche  verificare  la  seconda  condi- 
zione dei  punti  doppii. 

Allo  stesso  modo  si  renderebbero  manifeste  le  condizioni 
che  debbonsi  verificare  nel  caso  di  un  punto  quadruplo  , o 
di  un  ordine  più  alto  di  molliplicità.  E giova  osservare  , che 
«piando  nella  discussione  dei  punti  di  regresso  o pure  dei 
punti  multipli  si  opera  immediatamente  sull' equazioni  delle 
curve  , si  può  nella  ricerca  dei  valori  delia  prima  derivata 
riguardare  ugualmente  come  costanti  <ìx  e dij  , per  così  ri- 
sparmiarsi la  pena  di  scrivere  i termini  moltiplicati  per  d*y  , 
tPy  , ecc.  che  poscia  converrebbe  sopprimere  in  virtù  delle 
equazioni  comuni  ( n.  303  ) ai  detti  punti  singolari  ; ina  ciò 
non  sarebbe  lecito  quando  si  volessero  trovare  eziandio  i 
valori  della  seconda  derivata  , per  conoscere  la  curvatura 
«lei  varii  rami  che  si  toccano  o s' intersegano  nel  punto  in 
quistione. 

Togliendo  ad  esempii  le  curve  algebriche  espresse  dalle 
equazioni 


j,*— 3axy  + »s  = 0 , fig.  32  ; (x'+y')'=u'{a>'—y') , fi'J-  tt  , 
(ia—x)y*=xs  . fi'J.  48  ; t/M-aJ4—  2«!/s+2òa>,i/=0  , fig.  42  , 
x4— G axy'—2ax,+a'x'=0  , fig.  49  , 

si  troverà  che  l' origine  delle  coordinale  è un  putito  doppio 
della  prima  c della  seconda  , che  sono  la  foglia  di  Cartesio 
e la  lemniscata  di  Ciac.  Bernouilli  ; un  regresso  di  prima 
specie  della  terza  , che  è la  cissoide  di  Diodo , od  un  punto 
triplo  della  quarta.  Nell’  ultima  poi  . la  origine  ed  il  punto 
(x=a  »=())  sono  amoudue  doppii;  ma  in  questa  curva  , 
per  meglio  conoscere  1‘  andamento  dei  rami  nelle  vicinanze 
«Iella  origine , giova  cangiare  x in  «/  e viceversa  , acce)  la 
prima  derivala  di  y risulti  finita  : c in  tal  modo  1 equazione 
della  curva  divieue 


•I4  + 2j/*x*  + x4 — 0 ax1;/  — 2aj/s  -f  « V = 0 
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Vi  è anche  a cercare  in  tali  curve  i puuli  di  massima  o 
di  minima  curvatura;  c la  cissoide  ammette  ancora  un  asintoto, 
che  può  determinarsi  col  metodo  esposto  nel  n.°  256.  (a) 
305.  Oltre  ai  punti  singolari  fin  qui  nominati  , alcune 
curve  trascendenti  ammettono  ancora  i così  delti  punti  di 
rottura  o di  arresto  , e i punti  .taglienti  ; e questi  punti  tro- 
vansi  esistere  nelle  curve  espresse  dall’  equazioni 

I 

y=xlx  . y=a?arc.lan-  , 

’j  X 

rappresentate  nelle  fig.  50  e 51. 

Infatti  la  prima  di  queste  curve  ha  un  ramo  solo  , che 
si  arresta  di  un  tratto  nella  origine  delle  coordinate  ; perchè 


(a)  Non  crediamo  inutile  il  notare  che  in  alcuni  punti  possono  in- 
sieme aver  luogo  più  singolarità.  Così  nei  punti  di  flesso  , trovandosi 
come  in  linea  retta  due  elementi  della  curva  , contati  da  tali  punti  in 
senso  opposto  , è chiaro  che  quivi  la  curvatura  debba  essere  come  nulla, 
talché  un  punto  d’ inflessione  è anche  un  punto  di  minima  curvatura. 
Ciò  si  accorda  bene  colla  circostanza  che  nei  punti  di  flesso  la  seconda 
derivata  dell’  ordinata  è generalmente  nulla  , sembra  poi  contrario  affatto 
alla  circostanza  di  easere  talvolta  finita  la  prima  derivata  e infinita  la 
sccouda  , con  che  risulta  nullo  il  raggio  di  curvatura  ; ma  questo  ri 
sultamento  si  dee  attribuire  a che  la  formola  del  raggio  di  curvatura 
pw't  estere  in  difetto  quando  le  derivate  di  l.°  o di  2.°  ordine  , che 
entrano  nella  sua  composizione  lasciano  di  essere  funzioni  continue 
passando  per  l’ infinito  : di  accordo  con  I’  osservazione  fatta  nel  n.°  277. 

Inoltre , nella  ricerca  dei  punti  singolari  potendo  esser  utile  , se  non 
pure  necessario  , il  conoscere  un  certo  numero  di  altri  punti  della 
curva  , gioverà  , uscendo  dal  modo  consueto  , mettere  a profitto  qualche 
circostanza  particolare  che  presenti  I'  equazione , a fine  di  rendere  più 
agevole  la  costruzione  di  questi  altri  punti.  Così  , nella  piupparte  degli 
esempi!  addotti  in  questo  capitolo,  e segnatamente  nei  cinque  ultimi  , 
I’  equazioni  delle  curve  essendo  scevre  di  termini  costanti  , si  scorge 
che  ponendo  y — tx,  1’  equazioni  risultanti  in  x e t saranno  divisibili 
almeno  per  x ; e quindi  si  potranno  esprimere  x e y in  t più  sempli- 
cemente che  non  sarebbe  lo  esprimere  y in  x , o x in  y.  Dopo  ciò  , 
attribuendo  a t valori  numerici  positivi  o negativi , ciascuno  di  essi  pro- 
durrà la  conoscenza  dei  corrispondenti  valori  di  x e y , c quella  por 
conseguente  di  uno  o più  punti  della  curva.  In  generale,  lo  esprimere1 
le  due  coordinate  di  una  curva  in  funzioni  di  una  terza  variabile  è 
un  artifizio  di  analisi  che  si  spermicida  utilissimo  , c sovente  necessario 
in  vario  ed  importanti  applicazioui. 
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a sinistra  di  esso  la  y diviene  immaginaria  , passando  la  x 
dallo  stato  positivo  al  negativo.  Nell’  altra  poi , essendo 


rfy 

dx 


. 1 * 

arc.tan — — - 

* lH-x* 


e questa  espressione  prendendo  il  valore  ^ , o 1’  altro  — | 

« * 

nel  limite  zero  di  x , secondo  che  si  fa  convergere  a zero 
l' ascissa  positiva  o la  negativa  , ne  segue  che  la  curva  avrà 
due  rami  distinti  che  si  arrestano  nella  origine  delle  coordi- 
nate , senza  che  quivi  si  tocchino  come  nei  punti  di  regresso. 

* 306.  La  singolarità  che  più  sorprende  , e che  sembra 
avere  del  paradosso  , è quella  dei  punti  dove  la  posizione  della 
tangente  è indeterminata  , come  ad  esempio  si  verifica  per 
l’ origine  delie  coordinate  nella  curva  espressa  dall’  equazione 


, 1 , , dy  1 1 

ys=®  sen—  , donde  ~«=2®sen;  — cos- 


te 


dx 


Ma  convien  riflettere , che  il  sito  di  un  altro  punto  infinita- 
mente vicino  alla  origine  è parimente  indeterminato  , per- 
chè ad  ottenerlo  convien  supporre  che  x sia  infinitesimo , ed 

allora  dividendo  infinito  1’  arce  - , ne  sono  indeterminati  il 

X 9 

seno  e il  coseno.  Dunque  non  dee  recar  meraviglia  , che  sia 
pure  indeterminata  la  posizione  della  retta  che  unisce  un  tal 
punto  colla  origine , ossia  la  tangente. 

In  generale  , i punti  singolari  delle  curve  trascendenti 
non  possono  determinarsi  che  mediante  una  discussione  spe- 
ziale , accomodala  alla  natura  delle  funzioni  trascendenti  che 
entrano  nelle  loro  equazioni. 
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CAPITOLO  XXVI. 

Applicazione  del  Calcolo  differenziale  alle  curve  riferite 
a coordinate  polari. 

307.  Le  coordinate  polari  di  un  punto  M ( fig  52  ) , cou- 
dizionato  a giacere  in  un  dato  piano  , sono  , com'  è noto 
dalia  Geometria  analitica  , la  distanza  MP  che  il  medesimo 
serba  da  un  punto  fisso  P del  piano , che  dicesi  polo , e l’an- 
golo MPo  che  tal  distanza  forma  con  una  retta  pur  fissa  Po 
menaLa  pel  polo  nel  piano.  La  distanza  MP  suol  dirsi  rag- 
gio vettore  del  punto  M , e serve  come  di  sua  ordinata  , 
Laddove  l’angolo  MPo,  o piuttosto  l’arco  op  che  lo  misura 
sopra  una  circonferenza  di  raggio  1 , fa  le  veci  di  ascissa 
del  Medesimo  punto  ; ed  è osservabile  che  queste  nuove  coor- 
dinate op  e PM  sono  unite  fra  loro  ad  angolo  retto , come 
le  ordinarie. 

Supponendo  che  l’ arco  op  si  possa  estendere  da  zero  a 2* , 
è chiaro  che  dovunque  il  punto  M si  trovi  nel  piano  , la  sua 
posizione  torna  individuala  da  un  arco , siccome  op , contato 
sempre  in  un  senso  stabilito  , per  esempio  quello  indicato 
dalla  freccia  fg , e dal  raggio  vettore  PM  , che  prolungato 
( se  bisogna  ) passa  proprio  per  1’  estremo  p di  tale  arco  , 

o vero  che  è diretto  nel  senso  P p Nulla  dunque  è più 

vero  di  questo  , che  in  fatto  di  coordinate  polari  la  posizione 
di  qualunque  punto  isolatamente  considerato , si  può  tenere 
definita  da  valori  sempre  positivi  dell’  arco  e del  raggio 
vettore  , compresi  di  più  i primi  fra  zero  e 2ir.  Ciò  nondi- 
meno , perchè  una  sola  ed  istessa  equazione  possa  esprimere 
una  curva  qualunque  , in  tutta  la  sua  estensione  che  le  as- 
segna la  legge  ond'  è generata  , fa  d’  uopo  ammettere  non 
solo  per  l' arco  , ma  bensì  pel  raggio  vettore  lutti  i valori 
possibili  , non  meno  positivi  che  negativi  (a).  Adunque  chia- 


(a)  Navier  col  Biot  ed  altri  pensano  che  il  raggio  vettore  possa 
tenersi  come  quantità  sempre  positiva;  ma  noi  abbiamo  in  ciò  seguito 
1’  avviso  dei  geometri  Lacroix,  de  Fourcy  ed  altri,  parendoci  tali  da  non 
ammetter  replica  le  ragioni  , che  quest’  ultimo  adduce  in  contrario 
nelle  sue  egregio  lezioni  di  Geometria  analitica , 4.*  edizione  , nume- 
ri 459  e 460. 
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mando  a-  ed  r Y arco  op  ed  il  corrispondente  raggio  vetto- 
re PAI  , e riguardando  come  positivi  i loro  valori  quando 
procedono  nei  sensi  poco  fa  espressi , dovranno  i valori  ne- 
gativi di  a'  coniarsi  da  o in  senso  op|*osto  alla  freccia  , e i 
valori  negativi  di  r contarsi  dal  polo  sii  i raggi  direttamente 
opposti  a quelli  che  passano  per  gli  estremi  dei  corrispondenti 
valori  di  ai  , o vero  nel  senso  pi*  — 

308.  Ciò  posto  , riguardando  il  raggio  vettore  r rappre- 
sentato da  PAI  come  funzione  del  corrispondente  arco  a>  espresso 
da  o/i,  daremo  a quest'arco  l'aumento  finito  pp'  che  al  solito 
si  dinoterà  con  Aa> , e descritto  l' arco  circolare  Mm'  col 
centro  P e col  raggio  PAI  , sarà  mm'  il  cangiamento  finito  A r 
del  raggio  vettore  PAI.  Allora  per  la  simiglianza  degli  ar- 
chi pp'  al  AL»'  , quest’  ultimo  verrà  espresso  da  rA ai , e 
così  avremo 

ri»  arco  Alm' 

« ^ 1 Ar  mm' 

A seconda  che  Aa>  si  avvicina  a zero  , le  corde  degli  archi 
Mi»  ed  Alm'  rotano  simultaneamente  intorno  al  punto  M , 
avvicinandosi  alle  tangenti  AI/  ed  Mr  dei  medesimi  archi  , 
ed  il  triangolo  inistilineo  Mi»;»'  tende  a divenire  in  pan 
tempo  rettilineo  , e rettangolo  in  m\  Dunque  passando  al 
limite  , avremo 

rdv  «.  », 

— col . /Mr  = lan . /AI®1 . 

dr 

Per  esprimere  con  precisione  il  significato  geometrico  di 
questa  forinola  , e per  non  essere  indotti  in  errore  circa  il 
sito  della  tangente  quando  si  fa  astrazione  dal  disegno  della 
curva  , chiameremo  ]wsiliva  la  parte  Mi  di  essa  tangente  , 
diretta  , come  la  AIt  , nel  senso  Alm'  delle  a positive , ossia 
quella  che  forma  con  Mr  angolo  acuto  : e così  potremo  af- 
fermare che  nelle  cunv  riferite  a coordinate  polari , la  for- 
inola dinota  la  tangente  trigonometrica  dell'  angolo  , clic 

la  parte  ]X)sitiva  della  tangente  alla  curva  nel  punto  (r  , ai) 
forma  col  prolungamento  indefinito  del  corrispondente  raggio 
vettore  r. 

' 301).  Dopo  ciò  considerando  ancora  come  positiva  quella 
parte  della  normale  alla  curva  , che  forma  siccome  la  M» 
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angolo  acuto  con  Mr  , supporremo  condotti  [tei  polo  i raggi 
P/'  e Ph'  , paralleli  alla  tangente  e calla  normale  , e diretti 
secondo  le  parti  positive  di  queste  linee  ; e chiamando  6 e v 
gli  archi  oi  ed  on'  contati  dal  punto  o nel  senso  della  a» 
relativa  al  punto  M , avremo  l' equazioni 

tan . = fan  (0  — ®)  = ^ , 

v dr 

. . dr 

tan . aM-ac’  = tan  <v  — « i == — : 

v ' rdv 

essendo  ancora  1 angolo  che  la  |iarle  positiva  della  nor- 
male l'orma  col  prolungamento  indefinito  del  raggio  vettore. 

310.  Nelle  curve  riferite  a coordinate  polari,  si  chiamano 
sotlaugeute  e su imormale  le  parti  PT  e PN  della  perpendico- 
lare al  raggio  vettore  PIVI . comprese  tra  la  tangente  o la  nor- 
male ed  il  polo.  Dunque  per  le  cose  già  dette  avremo  subito  , 
astrazion  fatta  dai  segni  , 

S.=  PM . tan  PMT  = ^ , Sn  = PM . tan  PMN  = ^ • 

‘ dr  dv 

* 311.  Supponendo  clic  una  curva  riferita  a coordinate 
polari  abbia  un  asintoto  , dinotiamo  con  * l’ angolo  che  que- 
sto forma  colla  retta  Po  , e con  5 la  sua  distanza  dal  polo. 
Dovrà  essere  r=  oo  quando  ® = x ; ed  essendo  r senta» — x) 
l’ espressione  variabile  della  perpendicolare  abbassala  dal  pun- 
to (r  , ®)  sopra  una  retta  che  pel  polo  si  conduce  parallela 
all'  asintoto  . dovrà  essere  S il  valore  che  prende  tale  espres- 
sione quando  ® = x.  Dunque  P equazioni  per  determinare  * 
e 5 saranno 

(1)  x = Lim.®  rispetto  ad  r convergente  all’infinito, 

(2)  S = Lim.rsen(<fa — *) , rispetto  a ® convergente  ad  x ; 

e non  vi  sarà  asintoto  se  non  quando  j e J avranno  valori 
reali  c finiti.  È poi  chiaro  che  la  seconda  equazione  può 
ancora  , bisognando , cangiarsi  nell’  altra 

3 = Lim.r(®  — *)  , rispetto  a ® convergente  ad  * , 

essendo  l’unità  il  limite  del  rapporto  di  sen(® — *)  ad  ® — x. 

Se  1’  equazione  della  curva  è algebrica  , e liberata  da 
radicali  e da  rotti  abbia  la  forma 

M + /■,(«) . rm— * + /,(*)..  r—  +...=«, 

Cale.  Diff.  33 
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non  potrà  essere  r =*  oo  se  non  nella  ipotesi  di  [{<?)=■  0; 
onde  questa  equazione  darà  nelle  sue  radici  reali  le  direzioni 
possibili  dell’  asintoto.  Detta  poi  <*  una  di  queste  radici , po- 
niamo ® = « -f  u ! e poiché  f(a.)  «=  0 sarà  (n.  182)  , 
/■(<»)  = /T'*-f  u)=ru/‘'(*-f6u) , indicando  0 una  ignota  frazione 
positiva.  Così  I’  equazione  della  curva  diverrà 

+ 0u) . rm  + A(*  + w)  • r + A(*  + u) . r—  + . . . = 0 , 

e dividendo  per  rm~‘ , 

ru./,'(*  + l5w)+A(*  + v)4-~-/'J*  + u)+  •••  =0. 


Or  quando  r = oo  ed  u = 0 non  restano  che  i primi  due 
termini , e risulta 


lim.ru  = lim.r(® — *)=*3=s 


Al») 

A*)' 


312.  Detto  s 1’  arco  AM  contato  da  un  punto  fìsso  A , 
l’archetto  M m rappresenterà  ds  qualora  si  supponga  l’archetto 
pp'  = dai  ; ma  allora  il  triangolo  differenziale  Mm'm  può  ri- 
guardarsi come  rettilineo  , e rettangolo  in  m'  , ed  ha  per 
cateti  Mm'=rd®  , mm’=dr  : dunque  avremo  immediatamente 


ds=±l/r\te*-f-rd'1  , 

da  valere  il  + o il  — , secondo  che  , per  la  posizione  del 
punto  fisso  A , cresca  o diminuisca  l'arco  s al  crescere  ®. 

313.  Parimente,  chiamando  u il  settore  APM , il  differen- 
ziale du  di  quest’area  è rappresentato  dal  settore  MPm,  che 
si  può  riguardare  come  un  triangolo  rettilineo  , avente  per 
base  Pm , e per  altezza  Um'.  Or  quest’altezza  venendo  espressa 
da  rdx , ed  essendo  r~\-dr  la  espressione  della  base , l’area 
del  settore  MPm  sarà  ì-(r + (fr)rd®  ; onde  tralasciando  il 
termine  infinitesimo  di  secondo  ordine , resterà 

du  = 

Se  non  che  questa  espressione  essendo  di  sua  natura 
positiva  , converrà  permetterle  il  segno  — , e scrivere 

du  = — ' rV® 

(piando  il  sito  del  raggio  vettore  PA  ò tale,  che  l’area  u = APM 
decresca  aumentando  ®. 

* 314.  Essendo  facile  il  vedere  che  la  curva  è concava  o 
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pure  convessa  verso  il  polo  nel  punto  (r  , ®)  , secondo  che 
f angolo  6 cresca  o pure  decresca  al  crescere  di  ® , si  potrà 
conoscere  , indipendentemente  dal  disegno  di  essa  , quale  dei 
due  casi  abbia  luogo  , mediante  il  segno  del  coefficiente  diffe- 
renziale che  dev’essere  ( n.  82)  positivo  nel  primo  caso 

e negativo  nel  secondo.  Or  per  trovare  questo  coefficiente 
differenziale  , partiremo  dall'equazione 

cot(0  — ®)  = i ~ , che  segue  dall’  altra  tan  (0  — ®)  = ^ , 


e che  si  accorda  meglio  colla  ipotesi  che  r si  riguarda  come 
funzione  di  ®. 

Differenziando  la  detta  equazione  abbiamo  (».  6G  , 11.0) 


d»—  da  , • dò  ,,,  , d /t  dr\ 

; =d  ( 1 , da  cui  — = 1 — sen  (0 — 1 

sena(d — <»)  \rd&'/  dv\r  dv>/ 

Ma  la  stessa  equazione  ci  ila  , per  la  trigonometria  , 


sen’  (r  — ®)  = 


i 1 _ r» 

casce*  (r  — a)  , . i dr*  „ . dr* 
r*  da>*  • dio * 


dunque 


5- 


„ . dr*  da> 

r H 

1 dar 


(i±)= 

\r  da,  ) 


r’  + — — r*— 

da> * da  \r  da/ 


r’-f 


dr* 

da* 


o vero  , effettuando  la  differenziazione  indicata  , 


* a dr%  d'r 
r -4-  z — — r 

do  da*  da* 


da 


-+£ 


e perciò  la  curva  sarà  concava  o convessa  verso  il  po/o  nel 
punto  (r  , ®) , secondo  che 


r*  -)-  2 sarà  maggiore  o mimare  rfi  r^— ■■ 


* 315.  Dopo  ciò  , osservando  che  dò  misura  qui  , del  pari 
ohe  esprimeva  nel  n.°  274  , la  differenza  infinitesima  degli 
angoli  che  due  tangenti  successive  della  curva  formano  con 
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una  medesima  iella  Po , cioè  a dire  ! angolo  esterno  tra  esse 
compreso  , e clic  dicesi  amjolo  del  contatto  o di  curvatura  , 
potremo  desumere  l’espressione  del  raggio  ili  curvatura  in 
coordinate  polari  da  quella  di  p clic  nel  n.°  273  si  rinvenne 
in  ds  o dò.  Infatti  , dividendo  l'un  per  l'altro  i valori  dianzi 

trovati  per  y-  c ^ , abbiamo  subito 


Questa  espressione  del  raggio  di  curvatura  basta  a deter- 
minare il  centro  del  cerchio  osculatore  , che  deve  trovarsi 
( n.  269  ) nella  normale  c dalla  parte  concava  della  curva  , 
perchè  la  direzione  della  normale  , ed  il  senso  verso  cui  è 
rivolta  la- concavità  , son  cose  note  dai  n.>  309  e 314,  (a) 
*316.  Circa  i punti  singolari  delle  curve  algebriche . rife- 
rite a coordinate  polari  , saremo  contenti  di  osservare  1 .°  che 
le  inflessioni  possono  aversi  combinando  1'  equazione  della 
curva  con  quella  che  nasce  uguagliando  a zero  , o all'infinito 

\ espressione  di  — trovata  nel  n.°  314  , e poi  vedendo  se 

la  curva  cangi  realmente  direzione  innanzi  e dopo  il  punto 
così  trovato  ; 2.°  che  gli  umbilicLi  dipendono  dai  massimi  o 
minimi  raggi  di  curvatura  ; 3.°  e che  nei  punti  multipli  (tra 
quali  possono  contarsi  i ref/ressi ) essendovi  tante  sunnormali 
quante  sono  le  normali  o le  tangenti  , nulla  impedisce  di 

applicare  alla  derivata  %-  che  esprime  la  sunnormale  , le  con- 
dro  dy 

siderazioni  fatte  nei  n.!  303  e 304  riguardo  a f- 


(a)  L’espressione  di  /,  e l’altra  di  ds  trovata  nel  n.°3l2,  si  potevano 
desumere  da  quelle  ottenute  in  coordinate  ordinarie  nei  n.'2G7  e 221 
mediante  il  cangiamento  delle  variabili  a-  e y nelle  altre  i'  cd  ®,  le 
quali  ( presa  la  retta  Po  per  asse  delle  a-  , e la  perpendicolare  ad  essa 
da  P per  asse  delle  y ) dipendono  da  x c y mediante  P equazioni 
,T=rcos»  , i/  = rsen<».  Tal  cangiamento  di  variabili  è dichiarato  nei 
ini  H2  e 113;  ma  noi  per  richiamare  l’ attenzione  sui  principi!  del 
Calcolo  differenziale  , abbiamo  preferito  di  trmare  direttamente  quelle 
impressioni. 
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317.  Applichiamo  adesso  le  forinole  precedenti  alle  spirali. 
É questo  il  nome  con  che  i geometri  sogliono  indicare  le 
curve  capaci  di  essere  incontrate  infinite  volto  da  ciascuna 
delle  retto  menate  per  un  punto  fisso  , o in  generalo  una 
volta  sola  da  ciascuna  delle  circonferenze  aventi  por  centro 
quel  punto.  La  loro  natura  o proprietà  si  esprimono  meglio 
in  coordinate  polari  che  rettilinee  , assumendo  il  punto  fisso 
per  polo.  Allora  gli  archi  frapposti  a due  intersezioni  successivo 
della  curva  con  una  stessa  retta  menala  pel  polo  prendono  il 
nome  di  spire , e diconsi  passi  della  spirale  su  questa  retta  , le 
parti  di  essa  comprese  tra  le  detto  intersezioni  successive. 

La  spirale  di  Archimede  ha  per  equazione 
r = a®  , 

dove  a esprime  una  retta  data  e positiva.  Quindi  la  curva 
passa  pel  polo  ( fig.  53  ) , e se  ne  discosta  a seconda  che 
cresce  ® , facendo  intorno  ad  esso  infinite  rivoluzioni  ; e 
siccome  i valori  successivi  di  r sono  proporzionali  ai  corrispon- 
denti valori  di  ® , si  rende  chiaro  che  la  curva  può  conce- 
pirsi generata  da  un  punto  mobile  , che  a partire  dal  polo 
muove  uniformemente  lungo  una  retta  indefinita,  frattanto  che 
questa  retta  con  moto  anche  uniforme  rota  intorno  al  mede- 
simo polo.  In  questa  maniera  di  generazione,  il  parametro  « 
esprime  il  cammino  fatto  dal  punto  mobile  , frattanto  che  la 
retta  rotante  descrive  l’  angolo  misurato  da  un  arco  eguale  al 
raggio  \ , ossia  di  gradi  e minuti  sessagesimali  57°  18'  circa. 
Cangiando  ® successivamente  in  ®-j-2ir , ®-f-4vr  , os-j-frjr  , eco. 
i valori  successivi  che  prende  r differiscono  sempre  tra  loro 
di  2a?r  : donde  apparisce  che  il  passo  di  questa  spirale  su 
qualunque  retta  menata  pel  polo  sia  una  quantità  costante  , 
ed  eguale  alla  circonferenza  che  ha  per  raggio  il  parametro. 
Quindi  ponendo  2ir a — A , V equazione  della  curva  diverrà 

,4 

r = — ® , o vero  2 irr  =Aa>  , 
introducendovi  il  passo  in  luogo  del  parametro,  (a) 


(a)  Dall'  essere  in  questa  curva  i raggi  vettori  proporzionali  agli  archi 
corrispondenti , si  desume  che  a descriverla  per  punti  basta  dividere  in 
uno  stesso  nnmer»  » di  parti  eguali  il  passo  , ed  una  qualunque  cir- 
conferenza avente  per  centro  il  polo.  Allora  portando  su  i raggi  me- 
nali per  le  divisioni  1,2,3,  ecc.  della  circonferenza  {fig.  53) , una 
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L’ equazione  rsszcu » , o pure  ìntr  = Aa>  della  curva  , espri- 
me ancora  il  ramo  che  nella  figura  è delinealo  a traiti , e 
che  si  ottiene  prendendo  valori  negativi  per  aa  ; e portando 
quelli  parimente  negativi  che  ne  risultano  per  r,  sopra  i pro- 
lungamenti dei  raggi  menati  per  gli  estremi  dei  detti  valori 
di  a>  dall’altra  parte  del  polo  (n.  307  ). 

318.  L'equazione  differenziale  di  questa  curva  essendo 
dr = (ula> , abbiamo  subito  per  la  sottangente  di  essa 

^ r*d<a r*d» r* rata 

1 dr  ad»  a a ’ 

donde  apparisce  che  questa  sottangente  è lunga  quanto  un 
arco  circolare  simile  ad  ® , e di  raggio  r.  Adunque  la  tan- 
gente della  curva  nel  polo  è il  raggio  Po  corrispondente  alla 
origine  delle  ® ; e per  rapporto  ad  un  punto  qualunque  M , 
tagliando  sulla  perpendicolare  indefinita  al  raggio  vettore  PM 
dal  polo,  la  retta  PT  eguale  in  lunghezza  all’arco  OM,  sarà  TM 
la  tangente  della  spirale  in  M.  (a) 


parte  , due  parli , tre  , eoe.  del  passo  , il  polo  e i punti  cosi  trovati 
apparterranno  alla  prima  spira  della  curva  ; ottenuta  la  quale , se  ne 
dedurranno  poi  la  seconda  , la  terza , ecc.  con  accrescere  semplicemente 
i raggi  vettori  della  prima  di  un  passo , di  due  passi , ecc. 

(a)  Se  la  soverchia  lunghezza  dell’ arco  MO  rende  incomoda  questa 
costruzione , si  rettificherà  soltanto  una  parte  Mm  di  tale  arco , e con- 
giunta la  mP  che  incontra  la  spirale  in  n , e descritto  l’ arco  nq  col 
raggio  Pn , si  taglierà  sulla  tangente  in  q , a quest’  arco  la  retta  qt 
lunga  quanto  la  parte  Mm  , e sarà  Mf  la  richiesta  tangente  : come 
facilmente  si  desume  dall'  essere , per  la  natura  della  curva  , i raggi 
vettori  Pn  e PM  proporzioni  agli  archi  O/n  ed  OM.  Quanto  ad  effet- 
tuare approssimativamente  la  rettificazione  sia  dell’  arco  MO  sia  del- 
P arco  M/n , vi  si  riesce  con  esattezza  superiore  all’  ordinaria  , perchè 
i medesimi  sono  circolari  , e quindi  colla  semplice  loro  bisezione  , 
successivamente  ripetuta , si  arriva  tosto  o tardi  ad  una  loro  aliquota, 
piccola  quanto  basta  per  esser  tenuta  rettilinea.  Riguardo  poi  ai  pun- 
ii 1,2,3,  ecc.  della  curva  , che  sono  serviti  ( com’  è detto  nella  ■ 
nota  precedente  ) alla  di  lei  grafica  descrizione , non  è difficile  il  di- 
mostrare che  convertita  in  retta  la  circonferenza  avente  per  raggio  il 
passo  ( giovandosi  della  nota  del  n.°300  ) , e presa  di  tal  retta  la  parte 

indicata  dalla  frazione  , le  sottangenti  relative  ai  punti  1 ,2, 3, ecc. 

delia  spirale  contengono  1,4,9,  ecc.  di  tali  parti. 
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* 319.  La  corvè  che  ha  per  equazione 

ras  = a , o che  torna  lo  stesso , r ==-  , 

dove  a esprime  una  retta  data  e positiva  , è della  spirale 
ijierbolica  , per  la  simiglianza  della  sua  equazione  a quella 
dell’  iperbola  riferita  agli  asintoti.  In  questa  è costante  il  ret- 
tangolo delle  coordinate  , e nell’  altra  ò costante  ed  eguale 
ad  a la  lunghezza  dell’  arco  circolare  ML  ( fig.  34  ) , che 
avendo  per  centro  il  polo  , e per  raggio  un  qualunque  rag- 
gio vettore  r = PM  , è simile  alla  corrispondente  ascissa 
circolare  a>  = op. 

Crescendo  indefinitamente  r quando  a>  converge  a zero  . 
sarà  zero  il  valore  dell'angolo  * motivato  nel  n.°  311  ; ed 
essendo  inoltre 

3 = lim.r(® — «)  = lira.ra.'  = lim.a  = a , 

la  spirale  avrà  un  asintoto  nella  retta  AS  , parallela  alla  Po 
e distante  da  questa  per  a.  D’  altra  parte  , convergendo  r a 
zero  a seconda  che  cresce  ai , il  polo  sarà  un  punto  asin- 
totico della  curva  , intorno  a cui  farà  questa  infinite  spire  , 
contenute  le  une  nelle  altre. 

Anche  questa  spirale  può  riguardarsi  ( come  quella  di 
Archimede)  formata  di  due  rami  che  tendono  a congiungersi 
1’  uno  all'altro  nel  polo  , e il  secondo  dei  quali  corrisponde 
ai  valori  negativi  di  ® ed  r. 

* 320.  Con  somma  faciltà  si  applica  la  tangente  a questa 
curva  in  un  suo  punto  qualunque  , poiché  la  sottangenle  della 
curva  è costante.  Infatti  differenziandone  I’  equazione  , si  ha 

rda>  -f-  osdr  = 0 , donde  S,  = = — r®  = — a.  (a) 


(a)  A descrivere  questa  cuna  per  punti , basta  trovarne  un  solo 
mediante  l’ascissa  e il  raggio  vettore  corrispondente;  poiché  allora  ad 
altre  ascisse  maggiori  o minori  della  prima  in  un  rapporto  che  le  renda 
geometricamente  assegnabili,  corrisponderanno  in  rapporto  inverso  raggi 
vettori  minori  o maggiori  di  quello  da  prima  trovato.  Ora  il  detto 
punto  esser  potrebbe  quello  pel  quale  a>=l=57<>  18'  , ed  r=o;  o 

forse  meglio,  quello  per  cui  <»  = «•,  ed  r = - , retta  che  si  costruì- 

«r 

sce  rettificando  ( nota  dtl  n.  300  ) una  semicirconferenza  qualunque  , 
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* 321.  La  spirale  logaritmica  , curva  notevolissima  le  cui 
proprietà  furono  primamente  studiale  da  Giacomo  Bernouilli , 
ha  per  equazione 

a:  s=  log  r , o pure  r — a"  , o in  fine  r = elam<°  , 

dove  a esprime  la  base  del  sistema  dei  logaritmi  notati  nella 
prima  forma  di  equazione  , e si  suppone  maggiore  dell' unità. 
Il  valore  Po  di  r ( fig . 55)  , che  corrisponde  ad  ® = 0 , è 
u‘>uale  all'unità  : c così  o è un  punto  della  curva.  Crescendo 
poi  ® positivamente  a partir  da  zero , cresce  bensì  r , e per 
ciò  la  curva  a partire  da  o forma  intorno  al  polo  una  infinità 
di  rivoluzioni,  sempre  più  allontanandosi  da  quel  punto.  Per 
contrario  , quando  a>  cresce  negativamente  a partire  da  zero , r 
diminuisce  di  più  in  più  , c quindi  la  curva  forma  egual- 
mente , partendo'  da  o ed  avvicinandosi  progressivamente  al 
polo  , infinite  rivoluzioni  intorno  a questo  punto  cui  mai  non 

raggiugne.  , 

* 322.  L’equazione 


= dà(n.66,7°),J  =fa.eta-*\  ^ = 


d'r 


Ja.a 


Quindi  il  valore  di  tau(6  — ai),  trovato  nel  n.°  309,  darà 
per  la  tangente  trigonometrica  dell’  angolo  compreso  tra  In 
tangente  della  curva  ed  il  raggio  vettore  , 

uhi  1 

Uin  (6  — ai)  = -rfr  =-a: 


donde  apparisce  clic  nella  sjiiralc  logaritmica  l angolo  com- 
preso dal  raggio  vettore  e dalla  curva  è costante  , ed  ha  pei 
tangente  trigonometrica  il  modulo  dei  logaritmi  dei  raggi 
vettori , denotati  dalle  ascisse  della  curva,  (a) 


e poi  trovando  una  quarta  proporzionale  in  ordiuc  a questa  semicir- 
conferenza , al  corrispondente  raggio  , e ad  n. 

Del  resto  , trovato  che  siesi  un  punto  della  spirale  iperbolica  , e 
dipoi  la  tangente  che  gli  corrisponde  , si  può  anche  piu  speditamele 
( benché  con  minore  esattezza  ) dedurne  a mano  a mano  a curva , met- 
tendo a profitto  la  proprietà  di  avere  la  sottangente  costante  : come  si 
osservò  nella  nota  al  n.°  252  in  proposito  della  logaritmica  neperiana. 

(ai  Anche  per  questa  curva  , sarebbe  facilissima  la  maniera  di  dedurne 
gli  clementi  successivi  dalla  tangente  applicata  in  o ; nondimeno  , per 
averne  dei  punti  meglio  determinati , basterà  trovar  quello  che  corrisponde 
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* 323.  La  sostiluzionc  dei  valori  di  r — , e — nell' espres- 
si' tfv*  * 

sione  di  p trovata  nel  n.°  313  , ci  dìi 


(-■+£)* 


, rfr* 


1 + (/«)’  = r cosce  (6  — a.'), 


per  essere 

^=tan(0— «),  donde  /«=col(0— a>),  o V 1-}-(/a/==coscc(0 — x). 

Ma  conducendo  per  M o P le  perpendicolari  alia  tangente 
ed  al  raggio  vettore  sino  ad  incontrarsi  in  pt , è pure 

Mu=PMscc.PMpi=rcosec(6 — ®)  : 

dunque  il  raggio  di  curvatura  Mju  della  spirale  logaritmica  è 
guanto  la  normale  di  questa  cuna  in  M. 

* 324.  Riguardo  alla  evoluta  della  spirale  , osservando 
che  ix  ne  dinota  nn  punto  , c che  in  questo  debb’  essere 
toccata  da  Ma  (n.  279),  se  ne  deduce  bentosto  che  l'evoluta 
della  spirale  logaritmica  è un’altra  spirale  logaritmica , eguale 
alla  prima  e diversamente  posta.  In  fatti  si  vede  che  l’an- 
golo P/aM  compreso  tra  l’ evoluta  ed  il  suo  raggio  vettore  Ppt 
è uguale  all’  angolo  PM0  , e però  costante  al  pari  di  questo  : 
ciò  che  caratterizza  la  spirale  logaritmica,  (a) 


ad  r=a,ed»=l:  poiché  allora,  In  virtù  dell’ equazione  f = , ai 

valori  2,3,4,  ecc.  di  « , Corrisponderanno  valori  di  r continuamente 
proporzionali  in  ordine  a Po  e PA  = «;  ed  al  valori  ■*— I , — 2 , — 3,ecc. 
di  D , corrisponderanno  valori  di  r continuamente  proporzionali  in  or- 
dino a PÀ  e Po. 

(a)  Chiamando  SI  ed  il  le  coordinate  polari  »*  e Pi*  del  punto  e- , 
è facilissimo  esprimere  «j  ed  r in  Si  ed  R , perché  » ed  il  differiscono 
di  un  quadrante,  ed  abbiamo  Pn  = PM.cot(0 — x)=srla.  Basterà  dun- 
que sostituire  tali  espressioni  di  » ed  r nell’  equazione  della  spirale  pro- 
posta , per  aver  l’equazione  della  sua  evoluta  ; la  quale  equazione  si  può 
scrivere  agevolmente  sotto  forma  tale  , da  rendere  manifesto  che  questa 
evoluta  sia  la  stessa  spirale , nella  posizione  che  assume  rotando  intorno 

al  polo  per  un  angolo  misurato  da  5 — 

Cale.  Di 34 
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SEZIONE  QUOTA 

Applicazioni  ilei  calcolo  differenziale  alle  curve  esistenti 
nello  spazio  ed  alle  superficie  cune. 


CAPITOLO  XXVII. 

Differenziale , tangente,  piani  tangenti,  normali,  piano  normale , 
asintoti  e punti  singolari  delle  curve  esistenti  nello  spazio. 

325.  È noto  dall’  Analisi  a tre  dimensioni  (a) , che  una  curva 
qualunque  esistente  nello  spazio  vien  determinata  dalle  sue 
projezioni  su  due  dei  tre  piani  coordinati.  Siano  dunque 

y=f(x)  , e z = f\x) 

l’ equazioni  delle  projezioni  di  una  curva  proposta , sui  piani 
delle  x\j  e delle  xz  : eliminando  x fra  tali  equazioni , si 
avrebbe , quando  occorresse , la  projeziono  della  curva  sul  piano 
delle  yz.  In  quelle  duo  equazioni  x esprime  la  variabile  in- 
dipendente , di  cui  y e s son  funzioni  determinate  : e difatli 
la  posizione  di  un  punto  di  una  data  curva  è determinata 
quando  si  dà  una  sola  delle  coordinale  di  questo  punto. 

Ciò  posto  , considerando  l’arco  intercetto  ad  un  punto 
fìsso  e al  punto  variabile  (x  ,y,z) , e al  solito  chiamandolo  s , 
il  suo  differenziale  ds  sarà  1’  archetto  infinitamente  piccolo 
compreso  fra  i punti  (x,y,z)  , (x-\-dx  , y + dy  , z-\-dz)  ; 
ma  in  virtù  del  principio  dimostrato  nei  n.‘  51  e 52  , que- 
sto archetto  può  esser  tenuto  come  rettilineo  : dunque  , per 
la  formola  della  distanza  fra  due  punti  in  funzione  delle  loro 
coordinate , avremo  immediatamente 

ds  — rt  1/ dx'  -f  dy%  + dz*  = ± dxj/  1 + ^ , 


(a)  Noi  supponiamo  che  si  conoscano  gli  elementi  di  questa  parte 
delle  matematiche  , e possono  bastare  i primi  quattro  capitoli  dell'opera 
datane  dal  sig.  Leroy. 
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ove  si  dee  adoperare  il  segno  4*  » 0 il  segno  — , secondo 
che  , per  la  posizione  del  punto  fisso  , l’ arco  s cresca  o 
diminuisca  al  crescere  la  x. 

326.  Per  lo  stesso  citato  principio , la  tangente  della  curva 
nel  punto  (x  ,y  ,z)  non  essendo  diversa  dalla  retta  indefinita 
che  unisce  i due  punti  , y , z) , (x  + dx  , y + dy  , z -f-  dz) , 
chiamando  x , , z'  le  coordinate  variabili  di  questa  retta  , 

avremo  subito  per  equazioni  della  tangente 

y,-y=zTx^'- ®)  > (T) 


Or  queste,  essendo  ancora  ( n.  234  ) l’ equazioni  delle  tan- 
genti alle  rispettive  projezioni  nei  punti  (x  , */)  ed  (x  , z) , 
si  rende  manifesto  che  le  projezioni  della  tangente  di  una 
curva  esistente  nello  spazio , sono  tangenti  delle  projezioni  della 
medesima  curva  : risai  lamento  notevolissimo  , e che  potrebbesi 
dedurre  con  faciltà  dalla  natura  stessa  delle  projezioni. 

* 327.  Se  non  essendo  dato  il  punto  del  contatto,  si  volesse 
far  passare  la  tangente  pel  punto  (A  , k , /) , insieme  collo 
due  equazioni  della  curva  dovrebbero  sussistere  le  due  altre 


dx 


dunque  eliminando  x , y , z fra  tutte , 1’  equazione  finale , che 
dinoteremo  con  q>(A  , k , /)  = 0 , dovrà  essere  soddisfalla  dai 
valori  di  h , k , l.  Da  ciò  segue , che  riguardando  A , k , I 
come  coordinate  variabili  , la  detta  equazione  finale  espri- 
merà il  luogo  geometrico  di  tutte  le  tangenti  della  curva  ; 
luogo  il  quale  non  potendo  essere  un  piano  , tranne  il  caso 
che  la  curva  sia  piana  essa  stessa  , rendesi  palese  un  mezzo 
onde  conoscere  se  una  curva,  data  soltanto  per  le  sue  equa 
zioni , sia  o no  piana  ; e tal  mezzo  consiste  in  osservare  se 
la  stessa  equazione  , risulti  o no  di  primo  grado  rispetto  ad 
h , k , l.  In  seguito  però  ne  troveremo  un  altro , meno  labo- 
rioso che  non  è l’ eliminazione  di  tre  quantità  fra  quattro 
equazioni  di  grado  ordinariamente  superiore  al  primo. 

* 328.  Qnaudo  una  curva  esistente  nello  spazio , in  vece  di 
supporsi  data  per  le  sue  projezioni  su  due  piani  coordinali  , 
o , che  torna  lo  stesso  , per  la  intersecazione  di  due  super- 
ficie cilindriche,  aventi  per  basi  queste  projezioni  , c per  tali 
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rette  rispettivamente  perpendicolari  a quei  due  piani  , si  sup- 
pone data  più  generalmente  per  la  intersecazione  di  due  su- 
perficie qualunque  , rappresentate  dall’  equazioni 

f(x  ,y  ,z)  — 0 , F[x  , y , z)  = 0 , 

allora  le  ordinate  yez  sono  funzioni  implicite  dell'ascissa  ir, 

e tali  ancor  sono  le  derivate  —■  e , che  veggonsi  esistere 

dee  (ix 

nelle  formolo  precedenti.  Or  queste  derivate  si  potrebbero  al 
bisogno  cavare  dall’ equazioni 

±L±dld±  + ±ld±  o o 

dx  dy  dx  dz  dx  3=3  dx  dy  dx  dz  dx  ’ 

ritrovate  nel  n.°  102  , e sostituire  in  quelle  formolo  ; ma 
questa  ricerca  delle  derivate  non  sarà  punto  necessaria  in 
riguardo  alla  tangente  , se  anche  per  questa  retta  vorremo 
contentarci  di  determinarne  il  sito  mercè  la  intersecazione  di 
due  piani  qualunque  , in  luogo  della  intersecazione  di  due 
piani  perpendicolari  a due  piani  coordinati , ossia  in  luogo 
delle  proiezioni  della  tangente  su  quest’  ultimi  piani,  in  latti . 
dall' equazioni  (T)  della  tangente  abbiamo 

dy_ y'  — y dz  _ x‘  ? 

dx  x'  — x ’ dx  x'  — x ’ 

epperò  , sostituendo  nelle  precedenti  equazioni  questi  valor» 
ai  simboli  delle  derivale  , e poi  moltiplicando  per  ac'  — > a>  , 
avremo 

>+*<*-*)+ §(«--»)-<>,  | 

dF  dF  dF  i ; 

-(X'-X)+  — (y'_j,)  + _ (,»_,)  „Q.  ) 

Or  queste  equazioni  essendo  di  primo  grado  per  rapporto  alle 
coordinate  x1 , y , z'  della  tangente , esprimono  due  piani  che 
la  determinano  colla  loro  intersecazione , e che  sono  essi  stessi 
determinali  dalle  rispettive  equazioni  f »»  0 , Fs=r=  0 delle 
superficie. 

* 329.  L‘ equazioni  (T)  ci  mostrano  ancora  , che  per  dedurre 
subitamente  1’  equazioni  della  tangente  alia  curva  in  cui  s in- 
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tcrsegano  duo  superficie  dall’ equazioni  differenziali  di  queste 
superficie , ohe  sono 


. dF  . ,dF..dF 
°’  tedx  + + = 


da 


basta  cangiare  in  quest’  ultime  i differenziali  dx  , dy  , ds  nelle 
differenze  x' — x , y1 — y , z — z:  del  pari  che  si  osservò  nel 
n.°  236  per  rapporto  alle  curve  espresse  da  una  sola  equazione 
330.  Siene  ora  <x  , (3  , y gli  angoli  che  la  tangente  espressi! 
dall’  equazioni  (T)  forma  cogli  assi  positivi  delle  x , delle  y 
e delle  s , o piuttosto  colle  parallele  a questi  assi  dal  punto 
(a?  , y , z)  di  contatto.  Le  forinole  dell’  Analisi  a tre  dimen- 
sioni ci  daranno  subito 


cos  ac 


= 1 : ±[/ 


+ dx*  + dx' 


da  1 dy*  ,dz‘ 


„ dy  / 1 , dy'  dà* 

c“'s”S:±K  ,+J?+Sì’cost 

dove  il  segno  + del  radicale  si  riferisce  alla  tangente  diretta 
nel  senso  dell’  asse  positivo  delle  x , e con  ciò  inclinata  sotto 
angolo  acuto  a quest’asse,  ed  il  segno  — si  riferisce  al 
prolungamento  di  essa  in  senso  opposto. 

Tanto  avviene  allorché  y e z si  considerano  come  fun- 
zioni di  x ; poiché  , se  x , y , e z si  riguardassero  come 
funzioni  di  una  quarta  variabile  , le  formole  dei  coseni  sa- 
rebbero 

dx  dy 

cos  a= » , cos/3  == 


C0SY=  ' 


rit  1/ dx%  -t-  dy'  -f-  dz' 
da 


±1 /dx'+dy'  ±-  ds * 


±\/dx'+dy'-\-dz' 

ed  allora  se  vuoisi  che  « dinoti  l’ anzidetto  angolo  acuto  , 
bisogna  prendere  il  radicale  con  segno  simile  a quello  di  dx. 

331.  È importante  il  notare  , che  in  virtù  del  n.°  325  questi 
coseni  si  possono  esprimere  brevissimamente  coi  differenziali 
delle  coordinate  x , y , z , c del  corrispondente  arco  s contalo 
(la  un  punto  fisso , mediante  le  formole 

dx  „ dy  da 


cos  a = ■ 


■ ds 


COS  P =r. 


-4—  ds 


cos  v = 


±dt 
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E se  in  queste  si  riguardano  x , y , z come  funzioni  di  s . 
e si  vuole  che  * esprima  1’  angolo  acuto  che  la  tangente  for- 
ma coll’  asse  positivo  delle  * , innanzi  a ds  dovrà  lasciarsi 
il  segno  -j-  o il  segno  — , secondo  che  per  la  posizione  del 
punto  fisso,  la  a?  a cui  si  riferisce  il  detto  angolo  cresca  o 
diminuisca  al  crescere  la  s. 

* 332.  Si  dice  che  un  piano  è tangente  di  una  curva  in  un 
punto  di  questa  , se  passa  per  la  tangente  applicala  nel  me- 
desimo punto.  Da  ciò  segue  che  per  un  punto  dato  in  una 
curva  qualunque , possano  condursi  infiniti  piani  tangenti  alla 
medesima;  e quindi  è lecito  cercar  quello  che  passi  ancora 
per  un  altro  punto  dato , o che  sia  parallelo  ad  una  retta 
data  , o die  s’ inclini  sotto  un  dato  angolo  ad  nn  altro  pia- 
no , ecc.  Quando  poi  non  è dato  il  punto  del  contatto , si 
può  cercare  il  piano  che  tocchi  la  curva  e passi  per  una  retta 
data  , o pure  che  tocchi  due  date  curve  e passi  per  un  punto 
dato,  o in  fine  che  tocchi  (re  date  curve  : e queste  ed  altre 
Simili  ricerche  si  traducono  facilmente  in  equazioni  , combi- 
nando i principii  elementari  dell  Analisi  a tre  dimensioni  colle 
trovate  equazioni  della  tangente  espressa  dall’  equazioni  (T). 

333.  Nelle  curve  considerale  nello  spazio  ogni  retta  per- 
pendicolare alla  tangente  nel  punto  del  contatto  dicesi  normale 
della  curva.  Queste  normali  sono  dunque  influite  di  numero , 
epperò  supponendo  che  l’ equazioni 

y — y=m[x' — x)  , c s' — sz=n(x' — x ) 
ne  dinotino  una  , dovrà  verificarsi  la  condizione 


4 +*»7  + »7' 
dx  dx 


0 , 


la  quale  esprime  che  la  retta  indicala  da  tali  equazioni  sia 
perpendicolare  alla  tangente. 

Tutte  le  normali  di  cui  è parola,  esistono  , come  insegna 
la  Geometria  , in  un  medesimo  piano , che  dicesi  perciò  piano 
normale  della  curva  : e in  conferma , sostituendo  nella  recala 
equazione  di  condizione  i valori  di  m ed  n desunti  dalle  due 
equazioni  precedenti  , si  ottiene  pel  luogo  geometrico  di  tulle 
le  normali  l'equazione 


j 


<N> 
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che  dinota  un  piano  , e che  polrebbesi  anche  dedurre  dalle 
equazioni  (T)  della  tangente  , mercè  la  considerazione  che  il 
piano  stesso  debb’  esserle  perpendicolare. 

* 334.  Se  questo  piano  dovesse  passare  per  un  punto  dato 
(h  , k , /)  , la  sua  equazione  (N)  si  cangerebbe  nell’altra  «li 
condizione 

+ £<'-!>  = 0; 

che  unitamente  alle  due  equazioni  della  curva  servirebbero  a 
determinare  x , y , e z.  Per  tal  modo  è anche  risoluto  il 
problema  di  condurre  da  un  punto  la  perpendicolare  ad  una 
curva  , quando  la  curva  ed  il  punto  son  dati  nello  spazio. 

335.  Per  applicare  ad  un  esempio  alcune  delle  formole 
precedenti  , considereremo  1’  elica  , una  delle  curve  storte  di 
maggiore  importanza  nelle  arti.  Essa  è delineata  , come  In 
AMCNA'M'. . . ( fig.  56  ) , nella  superficie  di  un  cilindro  retto 
a base  circolare  , in  modo  che  la  distanza  MQ  di  un  suo 
punto  qualunque  M dalla  base  del  cilindro  , serbi  un  rapporto 
costante  al  corrispondente  arco  AQ  di  questa  base , contato 
dal  punto  A dove  la  medesima  è intersecata  dalla  curva. 

Prendiamo  per  assi  positivi  delle  coordinate  il  raggio  OA , 
l’altro  OB  ad  esso  perpendicolare,  e lasse  del  cilindro  che 
può  dirsi  ancora  asse  dell’  elica  : allora  , chiamando  R il  raggio 
del  cilindro  , a il  rapporto  costante  della  retta  MQ  all’  arco 
circolare  QA  , od  al  solito  x , y , z le  coordinate  OP , PQ  , QM. 
de)  punto  M , avremo  immediatamente  le  tre  equazioni 

^ OC  V 

x'  + y'  = R*  , z = «/farc.cos—  , z = aR arc.scn^  , 

clic  rappresentano  lo  tre  projezioni  dell’  elica  sui  piani  coor- 
dinati. La  prima  e la  seconda  esprimono  il  sistema  «li  duo 
eliche  poste  simmetricamente  rispetto  al  piano  delle  ars,  per- 
chè tali  equazioni  rimangono  le  stesse  mutando  y in  — y ; 
e il  simile  può  dirsi  «Iella  prima  e della  terza  rispetto  al  piano 
delle  yz.  Ma  la  seconda  e la  terza  esprimono  soltanto  quella 
che  si  vede  rappresentala  nella  figura.  Queste  medesime  due 
equazioni  , scritte  sotto  la  forma 

x = R cos  — » V — Bsc n — , 

<iR  J ult 
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c poi  divise  tra  loro  danno  I’  altra 


la  quale  per  ogni  valor  di  s esprimendo  una  retta  che  in- 
contra l’ asse  delle  z , appartiene  alle  superficie  generata  da 
una  retta , che  restando  parallela  al  piano  delle  xy , si  move 
in  guisa  da  incontrar  sempre  l'elica  e il  di  lei  asse. 

336.  Chiamando  od  l’angolo  AOQ,  elio  si  può  dir  contenuto 
dal  piano  fisso  delle  zx  col  raggio  del  cilindro , corrispon- 
dente al  punto  M dell’elica,  le  coordinate  di  questo  punto 
si  esprimono  scmplicissimamentc  in  funzione  di  a>  meiliantc 
l' equazioni 

x = i? cosai  , ys=Rsena>  , 2=*aRv,  (A) 

che  nelle  ricerche  relative  all’elica  surrogano  con  vantaggio 
l’ equazioni  in  coordinale  rettangolari. 

I differenziali  di  queste  equazioni  essendo 


dx= * — Rd<x>  sena  , dy  = Rdx  cosai  , dz  = aRda>  , 
avremo  da  prima  pel  differenziale  M m dell’  arco  CM  ■=  s , 

ds—  V'dx'  + dy'  + dz'  = RV  \ + a'dó)  ; 
ma  essendo  l’angolo  kOQ=x,  ne  risulta  l’archetto  Qq  = Rdas  : 
dunque  sarà  M/n=|/ \ Ciò  importa  che  l’archetto  M/n 

ò alla  sua  proiezione  Qq  nel  rapporto  costante  di  V h + «* 
ad  \ , di  che  segue  che  nel  medesimo  rapporto  ò ancora  un 
qualunque  arco  finito  dell’elica  alla  sua  proiezione,  e che 
per  ciò  la  rettificazione  dell’  elica  dipende  da  quella  del  cer- 
chio : come  , senza  più  , si  potea  desumere  dalla  definizione 
dell’  elica  , supponendo  spianala  , o come  suol  dirsi  , sviluppata 
in  un  piano  la  superficie  del  cilindro. 

337.  I precedenti  valori  di  dx  , dy  e dz  ci  danno  ancora 
(n.  330)  per  gli  angoli  che  la  tangente  dell'elica,  diretta  nel  senso 
dell’  asse  positivo  delle  co  , forma  cogli  assi  delle  coordinate  , 


scn  « „ cos  » a 

COS  « = , cos/3  = , COS  7= : 

Vi-\ -a*  —Vi  + a*  —Vi  +a« 

or  l’ ultima  di  queste  forinole  ci  mostra  ad  evidenza  , che  I an- 
noio TMs  , c quindi  ancora  I angolo  TMQ  compreso  dalla  tan- 
gcnle  all’  elica  c dal  lato  del  cilindro  è costante. 
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Inoltre  , dal  valore  del  coseno  dell’  angolo  TMQ 
gente  di  esso  risulta  eguale  ad  - ; dunque  avremo 


m 

la  tan- 


QT  = QM . tan  QMT  = ^ = Ra>  = arco  AQ  , 

e con  ciò  si  rende  palese  1°  che  il  luogo  geometrico  di 
tutti  i punti  simili  a T è una  sviluppante  del  cerchio  AQR 
( n.  283  ) ; 2.°  che  per  avere  la  traccia  T della  tangente  sul 
piano  delle  aoxj , basta  prendere  sul  prolungamento  del  raggio  OQ 
la  retta  Qg  eguale  a QM  , e fare  in*  g l’angolo  QgT  che  abbia 

per  tangente  trigonometrica  - ; e 1 intersecazione  della  gT 

colla  tangente  del  cerchio  in  Q determinerà  il  punto  T. 

*338.  I valori  di  dx , di  dy  , e di  dz  ci  danno  ancora  pel- 
le proiezioni  della  tangente  dell*  elica  sui  piani  coordinati  , 
o che  torna  lo  stesso  ( n.  320) , per  le  tangenti  alle  proiezioni 
dell’  elica  , 1'  equazioni 


'/—<! 


x'—x 

tan» 


s' — s= (x' — x)  , 

sen® 


z=— (y'-y), 
coso'"'  J 


la  prima  delle  quali  è rappresentata  dalla  tangente  QT  del 
cerchio  , e la  seconda  o la  terza  dalle  rette  che  unirebbero 
le  proiezioni  dei  punti  SI  cT  sul  piano  dello  zx  , o su  quello 
delle  zy.  (a) 


(a)  Ordinariamente  la  descrizione  dell*  elica  nella  superficie  di  un 
cilindro  dato , e quella  della  sua  proiezione  sopra  un  piano  perpendico- 
lare alla  base  del  cilindro  , si  fanno  dipendere  «tal  cosi  detto  pauso 
dell’  elica  , che  è , siccome  la  retta  AA'  della  fig.  30  , la  parte  frapposta 
a due  intersecazioni  successive  della  curva  con  uno  stesso  lato  del  ci- 
lindro. Ora  è manifesto  che  , dividendo  in  un  medesimo  numero  di  parti 
eguali  la  circonferenza  della  base  ed  il  passo  , basta  prendere  sui  lati 
del  cilindro , menati  pei  punti  di  divisione  della  circonferenza  , tante 
parti  del  passo , a contare  da  questa  circonferenza  , quante  sono  le 
parti  della  medesima  , frapposte  ai  Iati  ed  al  punto  preso  per  origine 
dell’  elica  e insieme  delle  divisioni  : e gli  altri  estremi  di  tali  rette 
apparterranno  a questa  curva. 

Le  medesime  rette,  poste  sulle  perpendicolari  abbassate  dai  punti  di 
divisione  della  circonferenza  sopra  la  traccia  del  piano  di  proiezione  , 
e contate  da  questa  medesima  traccia  , danno  negli  altri  loro  estremi 
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*339.  1 valori  medesimi  di  dx  , dy  c ds  sostituiti  nell’equa- 
zione (N)  del  n.°  333  , ci  danno 

sen  © . (x  — ®)  — cosai . (y1  — y)  — a(z'  — z)  = 0 , 

o vero  , eliminandone  sen®  e cosa  mediante  I’ equazioni  (A) 
del  n.°  330 , 

yx'  — xy'  — aU(  s'  — ■ z)  =0. 

Adunque  ciascuna  di  queste  equazioni  esprime  il  piano  nor- 
male all'elica  nel  punto  (co  , y , z)  ; e dall’ una  o dall’ altra  , 
avendo  riguardo  all'  equazioni  della  curva  , si  desume  , per 
le  forinole  conosciute  , che  il  detto  piano  inclinasi  a quello 
delle  xy  sotto  un  angolo  costante. 

* 34Ò.  Rimettendoci  ora  sulla  generalità  , diremo  due  parole 
circa  gli  asintoti  delle  curve  esistenti  nello  spazio  ; c siccome 
le  proiezioni  dei  medesimi  su  ciascuno  dei  piani  coordinali  , 
sono  ordinariamente  asintoti  delle  proiezioni  delle  curve  sugli 
stessi  piani  , ognun  vede  clic  per  la  ricerca  di  essi  torna 
applicabile  il  metodo  esposto  nel  n.*  254.  Dunque  supponendo 
clic  un  asintoto  venga  espresso  dall’ equazioni 

y = xx  (S  , e z = 701  + 5, 

queste  sussisteranno  eziandio  tra  le  coordinale  della  curva  ; 
e i valori  di  » , /3  , y , S si  desumeranno  dall’  equazioni 

a = Lim^  , /3  = Lini (y — xx)  , y = Lim  = - , 5=Lim(s — yx). 


altrettanti  punti  della  proiezione  dell’  elica  : come  , senza  più  , si  scorge 
nella  fig.  57. 

Per  desumere  poi  dal  passo  l’angolo  costante  che  la  tangente  del- 
1’  elica  forma  col  lato  del  cilindro , basta  costruire  un  triangolo  rettangolo, 
che  abbia  per  cateti  il  passo  e la  circonferenza  rettificata  ( giovandosi 
all’uopo  della  noia  al  n.°  300),  o rette  proporzionali  a queste  linee  ; 
c 1’  angolo  opposto  al  secondo  cateto  sarà  quello  che  si  cerca.  Nella 
pg.  57  servono  di  caldi  le  rollo  o'I/'  ed  o'i' , (piarle  parli  del  passo  e 
della  circonferenza  ; onde  siccome  b'  è projezione  del  punto  medio  della 
parte  anteriore  o visibile  dell’  elica  , e quivi  la  taugeute  è parallela  al 
piano  delle  zx  , rosi  nel  tempo  stesso  che  si  ha  in  o'b'P'  l’ angolo 
richiesto  , la  rclla  b'à'  c pure  la  tangente  della  projezione  dell’  elica 
nel  punto  b'  ; ina  per  qualunque  altro  punto  m'  di  questa  projezione  , 
trovasi  la  tangente  colla  costruzione  generale  riferita  nel  testo. 
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Ogni  sistema  di  valori  imiti  e reali  cosi  trovati  por  , J, 

darà  un  asintoto  non  parallelo  al  piano  delle  yz  ; c in  simil 
modo  si  cercheranno  , per  non  ometterne  alcuno  , quelli  non 
paralleli  al  piano  delie  zx , e al  piano  delle  xy. 

* 341.  Saremo  ancora  più  brevi  circa  i punti  singolari  delle 
curve  esistenti  nello  spazio  ; poiché  questi  avendo  ordiuaria- 
menle  per  projezioni  sui  piani  coordinati  , altri  punti  clic 
presentano  le  medesime  singolarità  , e che  appartengono  alle 
projezioni  delle  curve  primitive  , ciò  ne  dispensa , in  un  libro 
elementare  , di  aggiugnere  a quanto  abbiam  detto  nel  capi- 
tolo XXV  circa  i punti  singolari  delle  curve  piane. 

CAPITOLO  XXVIII. 

* Piano  osculatore,  angolo  (li  contatto  , cerchio  osculatore, 
ed  angolo  di  torsione  delle  corre  storte. 

Piano  osculatori-. 

342.  Tra  gl’infiniti  piani  tangenti  di  una  curva  storta  in 
un  medesimo  punto  , merita  particolare  attenzione  quello  che 
è il  più  vicino  alla  curva  , o clic  per  ciò  si  può  considerare 
determinato  dalla  condizione  , di  dover  passare  per  due  lati 
consecutivi  del  poligono  infinitesimale  che  può  sostituirsi  alla 
curva  , o che  torna  lo  stesso  |>ei  tre  punti  successivi  di 
questa  , corrispondenti  alle  coordinate 

x ,y  , z ; x + dx  , y + dy  , z + dz  ; 

x + dx  + d(x  -f-  dx)  , y + dy  4 d y q-  dy)  , :-f-dz  + d(z  -f  </i  . 

É questo  il  piano  che  dicesi  osculatore  della  curva  nel  pun- 
to [x  , y ,s).  Dinotandone  la  equazione  con 

.lx'  -}-  Dy'  -f-  Cz1  4 D = 0 , (|j 

la  sostituzione  degli  anzidetti  tre  sistemi  di  coordinate  in 
luogo  di  x?  , y , *'  ci  darà  l’ equazioni  di  condizione 

Àx  + Hy  -f  Cz+  lì  =0  , 

A(x  4-  dXj  + IKy  4 dy)  4 C(z  4 dzj  4 lì  — 0 , 
A(x+2dx+d*x)  4 B(y+%dy-\-{Py)+C(z+2dz+dizJ+D={)  , 
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che  sottratte  la  prima  dalla  seconda  , e la  seconda  dalla  terra  , 
menano  alle  due 

Adx  + Bdy  + Cdz  = 0 , AcTx  + tìd'y  -f  Cd* z = 0. 

Da  queste  si  ricavano  per  le  regole  conosciute 

A dyd'z — dzd*y  li  dzd%x — dxd’s 

C dxd*y — dyd*x  ' C dxd*y — dyd*x 

t quali  valori  , sostituiti  nella  equazione 

£ (x1  — x)  + ^(t/— y)  + 3'— s = 0 , 

che  nasce  sottraendo  dall'equazione  (1)  la  prima  delle  tre 
equazioni  di  condizione  e poi  dividendo  per  C , emerge  la 
seguente  equazione  del  piano  osculatore 

(dyd*z — — x)  -+■  (dzd*x — dxd1  z)(y — y)  -+• 

(docd'y  — dyd'x)(z — z)  = 0. 

Sotto  questa  forma  , le  coordinate  x ,y  , z della  curva  son 
considerate  come  funzioni  di  un'  altra  variabile  qualunque  ; ma 
prendendo  per  variabile  indipendente  una  di  esse  coordinate  , 
per  esempio  x , si  ha  ifx  = 0 : con  che  l’ equazione  del  piano 
osculatore  diventa  più  semplice , e divisti  per  dxs  si  può  mettere 
sotto  la  forma 


(Ù.^1L \ 

\dx  dx*  dx  dxl)  ^ 


Angolo  del  contatto  , c cerchio  osculatore . 


343.  Le  due  tangenti  successive  MT  , M'T'  (fiy.  58)  che 
determinano  il  piano  osculatore  , formano  tra  esse  un  angolo 
che  dicesi  di  conlatto  , il  quale  misura  la  curvatura  dell’  ele- 
mento MM'M".  Per  trovarne  l’espressione  dinotiamo  con  a,b,c 
i coseni  degli  angoli  che  la  tangente  MT  forma  cogli  assi 
rettangolari  delle  x , delle  y , e delle  z ; con  a , b’  , c1  gli 
analoghi  coseni  relativi  alla  tangeute  M'T' , e con  db  l’angolo 
TM'T'  del  contatto.  Avremo  per  le  forinole  conosciute 

cos  db  — aa  bb'  cc  , 

" conseguentemente 

sen*  t/0  = 4 — (aa  -f-  bb  ce')*. 
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D'altra  parte  , essendo  pel  teorema  di  Taylor  (n.  181  ) , 
a'=sa+  da-\-  ±d*a  + ecc.  , 
b'  — b db  £d*i>  + ecc.  , 
c'  = c + de  •+■  \d'c  + ecc.  , 

con  sostituir  questi  valori  di  a , b'  , c'  nella  espressione  di 

sen*  dà  , e con  aver  riguardo  all’  equazione 

a«  + i»  + c- = * , 

ed  al  suo  differenziale 


ada  -f-  bdb  -+•  cdc  — 0 , 

avviene  che  gl’  infinitesimi  di  primo  ordine  si  distruggono  ; 
onde  sprezzati  ( giusta  lo  regole  del  metodo  infinitesimale  ) 
quelli  di  ordine  superiore  al  secondo , resta 

, sen*  dà  = — ad*  a — bd'b  — cd'c. 

Ma  differenziando  l’ equazione  precedente  , si  ha 

a(Ta  + bd'b  + cd'c  + da'  + db'  -f  de'  = 0 , 


dunque  1‘ anzidetto  valore  di  sen*  c/6  diverrà  semplicemente 
sen*  dà  c=5  da'  + db'  + de'  , (a) 

e questo  sarà  eziandìo  il  valore  di  dà' , a motivo  che  l’ an- 
golo infinitamente  piccolo  dà  , o piuttosto  l’ arco  di  raggio  1 
che  lo  misura , si  può  tenere  uguale  al  suo  seno. 

Trattasi  ora  di  esprimere  lo  stesso  valore  in  funzione  delle 
coordinato.  A tal  fine  rammentando  che  ( n.  331  ) 


a 


dz 

di 


avremo  bentosto 


da 


dsd'x  — dxd'» 

di' 


db  — 


dsd’y — dyd's 
d? 


de  ■ 


dsd'z—dzd'i 

d? 


(a)  Questa  forinola  inerita  attenzione.  Essa  ci  mostra  che  quando  la 
posizione  di  una  retta  nello  spazio  dipende  da  una  sola  variabile  , un 
cangiamento  infinitesimo  di  questa  ne  produce  tale  un  altro  nella  posi- 
zione della  retta , che  detto  do  l’angolo  tra  le  due  rette , ed  <*,?,> 
quelli  che  determinano  la  posizione  della  prima  retta  , debba  essere 

d® = l/(d . cos  a)  * (d . cos  0)  * -f-  [d . cos  y ) * . 


Digitized  by  Google 


278  ELEMENTI 

e però  , sostituendo  questi  valori  in  quello  di  dà*  , ed  avendo 
riguardo  all' equazioni 

ds*=daf  -f*  dy'  “H  dz*  , dsd's = dxtTx  -{-  dyd*y  -f-  dzd*s  , 
se  ne  caverò 

l/  d*x*  -t-  (Tu*  -+-  <i’z*  — d*s* 

•là  = j 

d» 

344.  Nelle  curve  storte,  del  pari  che  nelle  piane  , il  cer- 
chio osculatore  , ossia  il  cerchio  più  vicino  di  tutti  gli  altri 
alla  curva  in  un  dato  punto  , può  riguardarsi  determinato 
dalla  condizione  di  dover  passare  per  tre  vertici  successivi 
del  poligono  intìnilesimale  sostituito  alla  curva.  Sia  MM'M". . . 

( fìg.  58  ) questo  poligono  , e sia  D il  punto  d‘  incontro  delle 
perpendicolari  elevale  dai  punti  M ed  M"  ai  lati  MM' , M'M" 
nel  piano  di  questi.  Sarò  M'D  il  diametro  del  cerchio  che  (tassa 
(ter  M , M'  , M"  , e 1’  angolo  MDM" , che  per  poco  dinoteremo 
con  da> , avrò  per  misura  l’ arco  circolare  MM'M"  diviso  pel 
diametro  M'D  : cioè  a dire  sarà 


da)  = 


arco  MM'M" 

àFd 


Or  tale  arco  potendosi  riguardare  identico  a quello  della  cur- 
va LMN  tra  i punti  M ed  M" , verrò  espresso  come  questo 
da  2 ds  + iTs,  perchè  supponendo  LM  =s  , risulta  MM'=ds, 
ed  M'M"  = d(s  + ds)=ds  -f-  d's.  Cosi  dunque  sprezzando  d's 
a fronte  di  2 ds  , l’ equazione  precedente  diverrò 

dee  = , donde  M'D  = ~ , ed  il  raggio  M'o  ==  ~ ■ 


Ma  d'altra  parte  l'angolo  day  eguaglia  l'angolo  TMT  del 
contatto  ; dunque  chiamando  p il  raggio  del  cerchio  osculatore  , 
detto  anche  spesso  raggio  della  prima  curvatura , e sostituendo 
il  valore  dianzi  trovato  per  l’angolo  del  contatto  , avremo 

ds  ds * 

d0  Vd'x'  -+-  dy  4-  <ì*s*  — (iV 

345.  Per  ottenere  senza  lunghi  giri  di  calcolo  i coseni  de- 
gli angoli  A,g,  v,  che  il  raggio  di  curvatura  Mo  forma  cogli 
assi  , osserveremo  che  essendo  1’  angolo  TMT  o il  suo  op- 
posto al  vertice  tMY  infinitamente  piccolo , la  retta  e l'arco 


t 
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ALVI  si  stimano  confusi  tra  loro  e colla  tangente  in  M , del 
pan  che  I arco  e la  corda  M'M"  si  tengono  coincidenti  fra 
loro  e colla  tangente  in  M'.  Perciò  la  rctticciuola  Min  che 
e il  prolungamento  della  oM  sino  alla  M"M'  distesa  verso  r' 
sara  perpendicolare  alla  M'm  , come  alla  M'M  ; e questi  due 
lati  mM  , MM  del  triangolo  mM'M  risultando  eguali  il  ori 
ino  verrà  espresso  da  ds  come  il  secondo.  ’ 

Ciò  posto  , essendo  ~ , g , £ i coseni  degli  angoli  com- 
presi da  MT  cogli  assi  coordinati , e quindi  essendo  — 4-d— 
ày.Jy  rf;  rf,  . * 

ds  ' d ds  * 1 coscni  degli  angoli  fatti  da  ALT'  o 

da  mM'  coi  medesimi  assi , e dippift  riflettendo  che  la  proic- 
zione  di  una  retta  su  di  un’altra  eguaglia  la  retta  primitiva 
moltiplicata  pel  coseno  dell  angolo  che  esse  fanno  tra  loro  è 
agevolo  il  vedere  che  le  tre  proiezioni  della  retta  Mm  su 

tali  assi  verranno  espresse  da  ds.d ~ , ds.d^L  , ,U.s~: 

poiché  sull'  asse  p.  c.  OX  supponendo  essere  P P'  <o  n 
le  projezioni  dei  punti  M , M , tn,  abbiamo  PP ’Ldx  , e 

;;P'  = Hìm(~  + d J ; donde  la  proiezione 

di  mM  , cioè  a dire  pP  = pP'  — PP'^&.d^.  Ma  pcr 

l’enunciato  teorema  di  Geometria  analitica  le  dette  proiezioni 

dunque0  “ lPed  esprcsse  (,a  M,/4 cos  X - Mmcosg  , Mwcosv  : 

M»i  cos  \=*ds.d~,  Mm  cos  g=  ds . d ill , Mm  cos  v =ds  .d-. 

"s  ds 


Ma  di  nuovo  pei  triangoli  oMM' , wMM' , oM'm  , i primi  due 
icttangob  in  M , e il  terzo  rettangolo  in  M' , abbiamo 

Alo  p ’ 

dunque  sostituendo  questo  valore  di  Mm  nelle  precedenti  colla- 
zioni , i risultati  ci  daranno 


cos  X = L d~ 

ds  ds 


COS  g = — li  - 
di ds  ' 


cos  v 


.±,d~ 
ds  ' ds 
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346.  Chiamando  as  , y' , z'  le  coordinate  del  centro  di  cur- 
vatura o , le  projezioni  del  raggio  Mo  = p di  curvatura  sugli 
assi  verranno  indicate  da  m'— x , y'  — y,  z' — z ; e per  lo 
stesso  teorema  avremo 


x'  — X—p cos X , y' — y=pcOSpt  , z'— 2 = pC0SV  , 

ovvero , sostituendo  i trovati  valori  di  cos  X , cos  g , cos  v , 

, a*  dx  , e*  , du  p®  ,dz 

x — = d — , y — y = -d—  , z'  — z = -—  il— -■ 
da  da  y J ds  ds  ’ ds  da 


Queste  equazioni  determinano  le  coordinale  del  centro  di  cur- 
vatura quando  6 dato  il  punto  corrispondente  della  curva  , 
e perciò  riducendo  i secondi  membri  di  esse  a funzioni  delle 
sole  ir  , y , z , e poscia  eliminando  queste  coordinate  fra  esse 
medesime  e l’ equazioni  della  curva,  si  avrebbero  le  due  equa- 
zioni del  luogo  geometrico  di  tutti  i centri  di  curvatura. 


Angolo  di  torsione  , e raggio  della  seconda  curvatura. 


347.  È questo  il  nome  che  al  presente  si  dà  all’  angolo 
compreso  tra  due  piani  osculatori  successivi  , e che  per  lo 
addietro  serviva  a misurare  quella  che  si  dicea  seconda,  cur- 
vatura delle  curve  storte , le  quali  perciò  si  chiamavano 
curve  di  doppia  curvatura. 

Supponendo  sostituito  alla  curva  il  poligono  infinitesi- 
male . . . , i due  piani  osculatori  in  M ed  M' 

sono  M.Vl'M"  , , e l’angolo  compreso  tra  questi  piani 

misura  la  rotazione  , che  dovrebbe  eseguire  uno  di  essi  at- 
torno il  comun  lato  intermedio,  per  si  adagiare  sull  altro  piano. 
Alfine  di  determinarlo  ci  rivolgeremo  alle  perpendicolari  ai 
medesimi  piani  dai  punti  M ed  M' , c trovando  l’ espressione 
dell’  angolo  compreso  da  esse  , avremo  pur  quella  dell’  angolo 
di  torsione  che  gli  è uguale.  Siano  * , /3  , y gli  angoli  che 
la  perpendicolare  al  piano  osculatore  in  M forma  cogli  assi  , 
e riflettendo  che  la  perpendicolare  al  piano  osculatore  in  M' , 
emerge  dalla  prima  in  virtù  del  cangiamento  infinitesimo 
della  variabile  indipendente  , di  cui  x , y , z si  riguardano 
funzioni , saremo  qui  in  un  caso  affatto  simile  a quello  dianzi 
esaminato  per  rapporto  all’angolo  di  due  tangenti  consecutive; 
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e però  , indicando  con  dbl  1'  angolo  di  torsione  . avremo 
subitamente 


dOt  = V'  (</.cos*)*  + (d . cos /3)* -f-  (d.cosy)*. 

Per  ridurre  questa  forinola  in  funzione  di  x , y , z osser- 
viamo die  attesa  1'  equazione  del  piano  osculatore  , le  note 
forinole  di  Analisi  a tre  dimensioni  ci  danno 

dyd*z — dzd*y  „ dzd*x — dxd*z  dxd'y — rft/rf’x 

COS*=-i , COS/3 = , cosr= , 

dove  pei  brevità 

D = \S [dyd'z — dzd*y)%  -f-  ( dzd'x — dxd?  z)* -\-{dxd%  ij — dyd*x)* 
Quindi  supponendo 

dyd'z — dzd.*y—\  , dzdfx — dxd*z=Y  , dxd*y — dyd'x=Y.  , 
avremo  successivamente 

,/ftW,/- — )'+( d - — Y-  Y+( d V 

V l-'XV-YM-ZV  V KX'+Y’+ZV  V l/X’4-YM-Z*/ 
(X*+Y*-f-Z«)  (dXM-rfV-H/Z*)  — (XdX-j-YdY-t-ZrfZ)* 
(X-+YM-Z*)* 

(YrfZ— ZrfY)*  -+-  (ZrfX — XdZ)*  (XrfY — YrfX)1  * 

(X^+Y^-J-Z*)* 

Ma  d’  altra  parte  abbiamo 

dX=dtyd3Z—dzd,y  , d\=dzdsX — dxd3z  , dZ=*dxd3y — dyd3x  , 
c quindi 

YdZ  — ZdY  ZdX  - XdZ  XdY  — YrfX 
dx  dy  dz 

dx[d*yd,z  — d*zd*y)  dy(<Pzd’x — d*xd>z)  -f-  dz[d*xd‘y  — d*yd‘x)  ; 

dunque  sostituendo  ed  estraendo  la  radice  quadrata  , sarà 
dx[d%yd*z — d*zd,y)-±-dytd*zd,x — d*xd,z)+dz(dtxd,y—dtyd,x) 
(dyd*z — dzd*y )*  -+-  (dzd*x — dxd*z )»  + (dxd*  y — dyd*x)* 

348.  Non  si  suole  rappresentare  questa  seconda  curvatura 
( se  tuttavia  si  voglia  così  chiamare  ) con  quella  di  un  cerchio  , 
che  si  olTra  spontaneo  come  il  cerchio  osculatore  che  misura 
la  prima.  E difatti  , le  perpendicolari  in  M ed  M'  ai  due 
piani  osculatori  della  curva  in  questi  punti  non  s' incontrano 
Cale.  ì)iff.  36 


dò.=ds 
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Ira  esso  , laddove  ciò  si  verifica  delle  normali  alla  curva 
ne«?li  stessi  punti  , condotte  nel  piano  osculatore.  Nondimeno, 
il  rapporto  dell’  elemento  ds  della  curva  all’  angolo  infinite- 
simo (/'*,  . compreso  dai  piani  osculatori  di  essa  negli  estremi 
di  tale  elemento  , chiamasi  raggio  della  seconda  curvatura  , 
onde  se  piaccia  indicarlo  con  p, , sarà 

[dyd%z—dz<Py)'-ir{dzd'x — dxd'z)*+{dx4*y — dyd'x)* 

P* = dx'd'yd’z — d,zd'y)-\-dy‘\d',zd'x—d'xd,z)+dz{dtxd,y—dtyd,x) 

E «io va  intanto  notare  che  il  denominatore  dell’espressione 
di  </0„ , che  è pure  il  numeratore  di  quella  di  p,  sia  identico 
a </s*(d*®m  + d'y'+d*z' — ^s%)  ; che  P?rmt‘Ue  di  dare 
a dò  e ddt  , non  che  a p e p,  altre  forme  in  uso. 

349.  Quando  1’  angolo  di  torsione  è nullo  per  tutti  i punii 
della  curva  , i piani  osculatori  si  confondono  in  un  solo  , e 
la  curva  è piana.  Ma  perchè  quell'  angolo  divenga  nullo  , è 
necessario  che  sia  identicamente 

dx{d*yd1z — dazd>y)-\-dy{d*zd>x—dtxd,z)  -\-dz{dtxd,y~dtydix}=<t  , 

e questa  equazione  si  riduce  a 

dtydi  z — d*zd5  y — 0 

nella  ipotesi  che  dx  sia  costante  : questa  è dunque  l'equa- 
zione di  condizione  ( promessa  nel  n.°  327  ) necessaria  a 
verificarsi  identicamente  , perchè  la  curva  sia  piana  , ogni 
qualvolta  si  prende  a?  per  variabile  indipendente. 

330.  In  simil  modo  , gli  elementi  di  una  linea  dovendo 
giacere  per  diritto  quando  in  tolti  i punti  di  essa  è nullo 
l’angolo  del  contatto,  segue  dalla  identità  mentovata  sulla 
fìne/del  n.°  348  , che  le  coordinale  x , y , z non  possono 
appartenere  ad  nna  retta  senza  soddisfare  all’  equazioni 

dydtz  — dzd*y  , dzd‘x=  dxd*z  , dxd*y—dyd*x. 

351.  Per  applicare  alcune  di  queste  forinole  all’  elica  , 
torniamone  a scrivere  l’ equazioni  già  date  nel  n.°  336 

x = It  cos  ® , y = R sen  a>.  , z = a Rao  ; (E) 

ed  essendo 

dx  = — Rdao  sen  ® , dy  — Rdao  cos  ® , dz= alìdx  , 
d*x  — — Rdao'  cos®  , d'y— — Rdao*  sente  , d*z  — 0 , 
rf3.r  = Rdv3  sen  <v  , >l5y  — — Rdae3  cos  a?  , dsz  — 0, 

ds  = RdaV\+a'  , d's  = 0 , 
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avremo  : 1.°  per  equazione  del  piano  osculatore  , 

rtsena>.(ic’ — x) — a cos®.(y' — y)  + (z' — z)  = 0 , (0) 

dalia  quale  risulta  costante  )'  inclinazione  del  piano  osculatore 
a quello  delle  xy  ; 

2. °  per  l’ angolo  del  contatto  , db  — — ' ; 

3. °  pel  raggio  della  prima  curvatura  , ossia  del  cerchio 

osculatore  , o = = (1  + a*)R  ; 

(IO  od"' 

4. °  per  l’angolo  di  torsione  , </0,  = — “ — = udb  ; 

V ] -f-a* 

5. ®  e finalmente  pel  così  detto  raggio  della  seconda 

, di 

curvatura  , o = — = i— 1- — '■ — 

aol  a 

Vedesi  dunque  che  il  raggio  del  cerchio  osculatore  , o 
della  curvatura  propriamente  detta  , è costante  ( come  natu- 
ralmente dovea  essere)  e sorpassa  di  a* Il  quello  della  base 
del  cilindro.  Per  conoscerne  il  sito  basta  riflettere , che  dee 
trovarsi  nel  piano  normale,  espresso  ( n.°  339  ) dall’  equazione 

sen  <». (a/— a?)— >cos o“.[y'—y) — a {z'  — z)  = 0 , 

e nel  piano  osculatore,  espresso  - dall’  equazione  (0)  scritta  qui 
sopra.  Or  da  queste  e dall’ equazioni  (E)  desumendosi  z'  = z , 

yr  - y y 

ed  =lan®=-,  ne  risulta  che  il  raggio  di  curvatura 

è sempre  parallelo  al  piano  della  base,  ed  incontra  l’asse  del 
cilindro.  Da  ciò  segue  ancora , che  il  centro  di  curvatura  dee 
trovarsi  nella  superficie  di  un  cilindro  avente  il  medesimo 
asse  del  primo , e per  raggio  a‘R  ; onde  nel  moversi  col  punto 
che  gli  corrisponde  nell’  elica  proposta , dee  quivi  percorrere 
un'altra  elica  del  medesimo  passo. 

352.  Finiremo  con  osservare  che  potendosi  riguardar  l’elica 
come  la  più  semplice  delle  curve  di  due  curvature  , perchè 
ciascuna  di  queste  è la  stessa  in  tutti  i suoi  punti , essa  me- 
glio di  ogni  altra  curva  potrebbe  dare  una  idea  esatta  della 
forma  di  qualunque  curva  storta  in  un  dato  punto.  Infatti  . 
determinando  a ed  R con  eguagliarci  noti  raggi  della  prima 
e della  seconda  curvatura  di  questa  curva  nel  dato  punto 
all’ espressioni  dei  medesimi  raggi  qui  sopra  trovate,  l’elica 
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corrispondente  a questi  valori  di  o ed  it  avrebbe  colia  pro- 
posta curva  nel  punto  dato  , un  andamento  più  conforme  e 
ravvicinato  che  non  è quello  del  cerchio  osculatore  , il  quale 
ha  di  comune  con  essa  la  sola  prima  curvatura. 

CAPITOLO  XXIX 

Piano  tangente  e retta  normale  di  una  superfìcie  qualunque . 
Differenziale  di  una  parte  determinata  della  superficie  , c 
differenziale  del  volume  avente  questa  parte  per  una  delle 
sue  facce. 

353.  Sia 

F[x,y,z)  = 0 (I) 

l’ equazione  generale  di  una  superficie  curva.  Potremo  rap- 
presentare una  curva  delineata  ad  arbitrio  in  tal  superficie 
per  un  punto  qualunque  (a? , y , z) , col  sistema  dell’ equazioni 

F[x  ,y  , z)  = 0 , , y , z)=0  , 

supponendo  che  9 sia  caratteristica  di  una  funzione  arbitraria  ; 
e dal  n.°  328  avremo  per  equazioni  della  tangente  alla  curva 
in  tal  punto 

)-o. 

£ K-»)+ f v -*>+£(«■-*)= 0 • 

Or  la  prima  di  quest’  equazioni , esprimendo  per  sè  sola  un 
piano  che  passa  pel  punto  (x  ,y,z)  della  superficie  F=  0 , 
e questo  piano  essendo  indipendente  dalla  funzione  9 , ne 
viene  in  conseguenza  , che  in  esso  debbano  giacere  le  tan- 
genti applicate  in  tal  punto  , a tutte  le  curve  che  pel  mede- 
simo si  possono  delineare  sulla  superficie.  Per  questa  ragione 
il  detto  piano  dicesi  piano  tangente  della  superficie  nel  me- 
desimo punto  ; e così  rimane  dimostrato  che  l’equazione  del 
piano  tangente  alla  superficie  F=0  nel  punto  (m,y,z),  sia 

£(*•-*)+ f m 
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passare  dall’  equazione  differenziale  della  superfìcie 
5 104), 


dF  dF  dF 
^-dx  + ^-dy  + — dz 

dx  1 dy  J dz 


a quella  del  suo  piano  tangente , basta  cambiare  i differen- 
ziali dx  ^ dy  , dz  nelle  differenze  x'  — x , xf  — y , z'  — z : 
a simiglianza  di  ciò  che  si  è detto  nei  n.1  236  e 329  rispetto 
alle  curve  piane  e storte.- 

354.  Risolvendo  1’  equazione  (T)  per  rapporto  a s' — z , si  ha 

dF 

z‘  ~~ 3 = —■ % - % (tf— »)  » 

dz  dz 

ma  prese  le  ascisse  x e y per  variabili  indipendenti , le  de- 
rivato parziali  dell’equazione  (1)  sono 

= 0 


dF  dFdz 
dx  dz  dx 


e danno 


dF  ,d£<h 
dy  dz  dy 


:0 


dz 

dx 


dF 

dx 


dF 

dz 


dz 

dy 


dF 

dy 


dF 

dz 


Ihl 


dunque  l’equazione  del  piano  tangente  può  anche  aver  la  l'orma 

'—b(*— )+»<*-»).  ( 

o più  semplicemente  i W 

z'  — z = p{x'  — x)  + q{y'  — y)  , 

ponendo  per  brevità  ^ =p  , ~=q  , come  si  suol  fare  nelle 

applicazioni  del  Calcolo  differenziale  alle  superficie  curve. 

355.  Dopo  ciò , le  formole  conosciuto  della  Geometria  ana- 
litica ci  danno  subito  per  la  perpendicolare  al  piano  tangente 
dal  punto  di  contatto , ossia  per  la  normale  alla  superficie  , 
1’  equazioni 

a?'  — X + p[z'—  z)  = 0 , y‘  — y+q[z'—z)=:0  , (fi) 
le  quali  nella  ipotesi  che  1 equazione  della  superficie  sia  , 
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come  prima  , F[x  , y , z)  — 0 prendono  la  forma 


dF  , 

77  (»■ 


> dF  dF 

■aJ)=5j(5~JS)’  Tz^' 


356.  Inoltre  , chiamando  X , /x  , v gli  angoli  formati  dalla 
normale  diretta  nel  senso  delle  s positive  cogli  assi  positivi 
delle  x , y , s , avremo  ancora 

— P — 9 t 

cosX  = — • ■ . cosfx— — cos  v = — ■ , 


o pure 


nell’  ultima  delle  quali  per  esser  v un  angolo  acuto  , si  dee 

fare  che  — sia  positivo  a simiglianza  del  radicale  : ciò  che 

può  sempre  ottenersi , cangiando , se  fosse  negativo , i segni 
di  tutti  i termini  dell’  equazione  differenziale  della  superficie. 

357.  Percorriamo  ora  le  più  semplici  applicazioni  che  pos- 
sono farsi  delle  ritrovate  equazioni  del  piano  tangente , e 
della  normale. 

Se  non  è dato  il  punto  del  contatto  , e vuoisi  determinare 
in  modo  , che  il  piano  tangente  sia  parallelo  ad  un  piano 
dato  ed  espresso  dall’  equazione 


Ax'  -f  B,j'  4-  Cz  + D = 0 , 

la  condizione  del  parallelismo  darò,  per  le  note 
1’  Analisi  a tre  coordinate , le  due  equazioni 


forinole  dei- 


che  unitamente  a quella  della  superficie  serviranno  a deter- 
minare le  ignote  x , y , z. 

358.  Se  il  piano  tangente  debba  passare  per  un  punto 
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dato  (a  , b , c)  fuori  la  superficie  , avranno  luogo  tra  le 
ignote  x , y , z le  due  sole  equazioni 


F=0  , - x)+—(b-y)  + -(c-z)  = 0 ; 

quindi  il  problema  sarà  generalmente  indeterminato  ( come 
era  facile  antivedere  ) , e l’ insieme  di  tutti  i punti  di  con- 
tatto sarà  una  curva  determinata  dal  sistema  dell’  equazioni 
precedenti.  Essa  perciò  , riguardata  come  una  direttrice  , 
servirebbe  a trovare  ( come  vedremo  nel  capitolo  seguente  ) 
l’ equazione  della  superficie  conica  tangente  alla  superficie 
F=  0 , ed  avente  per  vertice  il  punto  (a  , b , c). 

359.  Se  poi  si  vuole  che  il  piano  tangente  sia  parallelo  ad 
una  retta  data  , espressa  per  esempio  dall’ equazioni  x = az‘ , 
»/'  = bz' , il  medesimo  conterrà  la  retta  menata  pel  contatto 
(or  ,y , z)  parallelamente  alla  data  , o le  cui  equazioni  sono 


x — x=a(z' — z)  , y' — y<=>b(z — z). 

Quindi  sostituendo  questi  valori  di  x'  — x , ed  y — y 
nell’equazione  (T)  del  piano  tangente  , il  risultato 
dF  . . . , dF  . , . . dF  , , . 


dovrà  sussistere  indipendentemente  dal  valore  di  z — z , e 
però  avremo 


dF  , . dF  . dF 
a-r-  + b- — + 

dy  dz 


dx 


0. 


Quest’  equazione  dunque  , e l’ altra  F=0  della  superficie  , 
determineranno  la  curva  di  cui  tutti  i punti  adempiono  la 
proposta  condizione  ; e laddove  questa  curva  , rappresentata 
dal  sistema  dell’  equazioni 


f o dF  I LrfF  i dF  n 

F—  0 , a- — h b— — — — = 0 , 
dx  dy  dz 


si  prendesse  per  direttrice  , si  avrebbe  la  superficie  cilindrica 
tangente  alla  data  F=  0 , e di  lati  paralleli  alla  retta  espressa 
dall’ equazioni  x'  = az  , j/'  = òz'. 

Questo  problema  ed  il  precedente  avendo  relazione  colla 
teoria  delle  Ombre  e della  Prospettiva  , gioverà  notare  che 
quando  si  tratta  di  una  superficie  di  secondo  grado , la  linea 
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del  contatto  del  cono  o del  cilindro  ad  essa  circoscritto  è 
parimente  una  curva  di  secondo  grado.  Infatti  è chiaro  per 
se  stesso  , che  la  seconda  dell’  equazioni  precedenti  è allora 
di  primo  grado  ; e si  può  agevolmente  vedere  che  a tale  pur 
si  riduce , in  virtù  dell’  equazione  alla  superficie , la  seconda 
equazione  di  detta  linea  , data  nel  n.°  antecedente. 

* 360.  Si  può  anche  richiedere , in  generale , che  il  piano 
tangente  di  una  data  superficie  passi  per  una  retta  data  ; 
ovvero  che  passi  per  un  punto  e tocchi  due  date  superficie, 
o infine  elio  tocchi  tre  superficie  date.  E questi  ed  altri  simili 
problemi  non  presentano  alcuna  difficoltà , in  quanto  al  modo 
di  essere  tradotti  in  equazioni,  (a) 

*361.  Finalmente,  siccome  l’ equazioni 


dF.  i | dF  /t  v . dF  dF  dF  dF 


rimangono  identicamente  le  stesse  quando  all’  equazione  F=0 
si  sostituisce  F=  C , dove  C è una  costante  qualunque  ; così 
può  affermarsi  che  esse  rappresentino  , considerato  separata- 
mente  , i luoghi  geometrici  delle  linee  di  contatto  di  tutti  i 
coni  o di  tutti  i cilindri  tangenti  alle  superficie  espresse  dal- 
l’ equazione  F=  C , ed  aventi  per  vertice  il  punto  (a , b , c) , 
o per  lati  le  parallele  alla  retta  ( x'  = az ' , y'=bz). 

362.  Per  rapporto  alla  normale  , ò visibile  che  quando  si 
volesse  condurla  per  un  punto  (a  , b , c)  dato  fuori  della  su- 
perficie F=  0 , si  avrebbero  insieme  Je  tre  equazioni 


_ „ dF  . . dF , , dF ,,  . dF . . 

j.=0  , — («—*)=_(«  — *) , — (b-y)=-(c-z)  ; 


c che  se  la  normale  si  volesse  parallela  ad  una  retta  data 
[x'=az'  , y'=*bz)  , bisognerebbe  porre  l’ equazioni 


F—0 


dF  dF 
dx  ’ b dz 


dF 

dy 


I 


(a)  Circa  il  primo  problema  è utile  osservare  che  il  ragionamento 
compreso  nella  nota  del  n.°  247  valendo  per  l’ equazioni  algebriche 
delle  superficie  siccome  per  quelle  delle  curve , se  ne  desume  che 
l’ equazione  al  piano  tangente  di  una  superficie  del  grado  « possa  ri- 
dursi al  grado  n — 1 rispetto  alle  coordinate  del  contatto , e che  perciò 
si  possano  condurre  n(n — 1)  piani  tangenti  alta  superficie  per  una  retta 
data  , quando  il  contatto  à luogo  in  un  punto , cioè  quando  la  superficie 
non  è sviluppabile. 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  IMFFEEEJiZUlE  289 


Se  non  che  questo  problema  equivale  alla  ricerca  dianzi  (n.357) 
accennata  , (li  un  piano  tangente  parallelo  ad  un  piano  dato. 

■ * Il  problema  sarebbe  indeterminato  quando  la  richiesta 
normale,  che  per  semplicità  supponiamo  espressa  dall  equa- 
zioni (n)  del  u.°  355,  dovesse  soltanto  incontrare  una  retta 
data  di  posizione  ; poiché  indicando  questa  retta  coll'  equazioni  . 
x'  = zz'  + a , y'=i3z'  + b , 

la  coudizione  che  le  due  rette  s’ incontrino  risulta  espressa 
( giusta  le  teoriche  della  Geometria  analitica  ) dall’  equazione 
(»+/#  — IJ  — qz)  = (P  + <l){a—, x — pz)  , 
la  quale  unitamente  a quella  della  superficie  determinano  i! 
luogo  geometrico  dei  punti  alti  a risolvere  la  quistioue  (a] 

* 363.  Si  può  anche  notare  le  due  equazioni 


,IF  . * dF 


dz 


. dF..  . dF  . 


rimangono  le  stesse  quando  all’  equazione  F = 0 si  sostitui- 
sce l’altra  F=C  , dove  C è una  costante  qualunque;  e che 
per  ciò  esse  rappresentano  il  luogo  geometrico  dei  piedi  dello 
normali  , che  dal  punto  («  , b , c)  possono  condursi,  a tutte 
le  superficie  che  può  esprimere  l'  equazione  F = (■  Variando 
la  costante  C.  /.  • • . 

*364.  Si  potrebbe  dimandare  una  retta  che  fosse  normale 
nel  tempo  stesso  a due  superficie  date  , la  quale  generalmente 
misurerebbe  la  loro  massima  o minima  distanza  Allora  sup- 
ponendo essere  - 

F[x  , tj  , z)  = 0 , f\x  , y’  , s’)  — 0 , 


l’ equazioni  delle  superficie , si  avrebbero  ancora  tra  Ic'igno- 
io  x , y , z , x’  , tj  , z quest’  altre  quattro  equazioni 


dF , , . dF  . , dF  . , dF  . , 


dz 


(T xi' (. z'\  ÉL  ÉL  (s r'\ 

dz!^  >~~dx,'j  “ > ’ dz"J  J‘~dy'^  u>  ’ 


(a)  Nelle  applicazioni  della  Geometria  descrittiva  atta  Prospettiva  le 
soluzioni  grafiche  dei  problemi  considerati  in  questo  n.“  riescono  utili 
a determinare  i cosi  (letti  punti  brillanti  delle  superficie  levigate  dei 
corpi  opachi , nelle  diverse  ipotesi  dei  raggi  luminosi  c del  punto  di 
vista. 


caie.  n,/r 


37 
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delle  quali  , due  esprimono  che  la  normale  della  prima  su- 
perficie nel  punto  (*  , y v *)  passa  pel  punto  (x'  , y'  , *') 
della  seconda  superficie  ; e due  altre  esprimono  similmente 
che  la  normale  della  seconda  superficie  nel  punto  (xr  , ^ , *') 
passa  pel  punto  (x  , y , z)  della  prima  superficie.  £ poi 
evidente , elio  a due  di  queste  quattro  equazioni  si  potrebbero 
sostituire  le  due  altre 

dF  df  _ dF  df  dF  df  _ dF  df 
dx  dz’  ~ dz  dx'  ’ dy  dz'  dz  dy'  ’ 

che  nascono  immetliatamente  da  esse  , e che  esprimono  la 
circostanza  , altronde  manifesta  , che  i piani  tangenti  alle 
due  superficie  nei  punti  (x  , y , z)  , (ce'  , y , z’)  debbono 
essere  paralleli. 

365.  Il  differenziale  dell'area  di  una  parte  determinata  , 
o di  tutta  una  data  superficie  , dipende  ancora  dal  piano  tan- 
gente. Non  parrà  dunque  strano  che  da  noi  siesi  posta  in 
questo  capitolo  la  ricerca  di  esso  differenziale  , e poscia  del 
differenziale  del  volarne  avente  quella  superficie  per  una  delle 
sue  facce  o per  suo  totale  inviluppo. 

Perchè  sia  determinata  una  parte  di  una  data  superficie 
liasta  conoscere  la  proiezione  HKL  ( fig.  59  ) del  suo  con- 
torno sul  piano  delle  xy , proiezione  che  può  supporsi  con- 
tinua o discontinua  , dipendente  o indipendente  dalla  super- 
ficie. Allora  supponendo  che  le  ascisse  x e y dinotino  rispet- 
tivamente OP  ed  OQ  , e che  fatto  il  rettangolo  OM  , le  PM 
c QM  incontrino  il  detto  contorno  in  M,  ed  N, , è chiaro 
che  la  superficie  proiettata  in  MM,KN,M  esser  dee  una  certa 
funzione  di  x e y , che  diremo  U.  Ora  aumentando  in  questa 
funzione  la  sola  x = OP  = QM  di  dx=Vp  =Mm  , l’aumento 

infinitesimo  di  U , indicato  dal  simbolo  -j^dx,  corrisponderà 

alla  superficie  proiettata  in  MM.mjn;  in  auesto  aumento  poi, 
lasciando  come  giace  la  x,  ed  accrescendo  la  t/  = OQ  = PM 
di  dy=Qg  = Mn  , ne  nascerà  il  cangiamento  indicato  dal 

simbolo  ^~^dxdy  , e corrisponderà  alla  superficie  proiettata 

nel  rettangolo  differenziale  MwNn.  Or  questa  superficie  essendo 
infinitamente  piccola  in  tutti  i sensi  , può  stimarsi  piana  e 
sita  nel  piano  tangente  alla  superficie  nel  punto  proiettato 
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in  li  ; quindi  essa  , per  uua  proposizione  conosciuta  (a) , starà 
alla  sua  proiezione  dxdy  , nel  rapporto  dell’  unità  al  coseno 
dell’angolo  che  il  piano  tangente  forma  con  quello  delle  xy , 

09sia  (n.  356)  nel  rapporto  di  l/l-f -/>*•+•?*  ad  \.  Dunque 
avremo 

dxdy  = dxdy  V \ + p%  + q*  , 

e sarà  questa  l’espressione  dell’elemento  di  superficie  , proiettato 
nel  rettangolo  differenziale  dxdy  ; espressione  che  ridotta 
in  x e y mediante  1’  equazione  della  superficie  , pareggia 
come  si  vede  uno  dei  tre  differenziali  parziali  di  second’  or- 
dine dell’ignota  funzione  di  x e y , che  darebbe  il  valore 
della  superficie  proiettata  in  MM,KN,M.  Spetta  poi  al  Calcolo 
integrale  il  desumere  da  essa  espressione  la  detta  funzione 
ignota  , donde  anche  quella  che  esprime  il  valore  della  su- 
perficie proiettata  in  tutta  la  figura  HKL. 

366.  Supposto  ora  che  per  la  curva  HKL  passi  una  superficie 
cilindrica  di  lati  paralleli  all’  asse  delle  s , cerchiamo  il  diffe- 
renziale del  solido  contenuto  da  questa  superficie,  dalla  figura 
piana  HKL  , e dalla  parte  di  superficie  curva  dianzi  considerata 
e projettata  in  questa  figura. 

Detta  V l'ignota  funzione  di  x e y che  esprime  la  parte 
del  mentovato  solido , proiettata  in  MM,KN,M  , si  proverà 
d'V 

come  pocànzi  che  dxdy  venga  rappresentato  dal  solido 

elementare  proiettato  nel  rettangolo  differenziale  MmNn  , e 
che  rassomiglia  a quello  che  nella  fìg.  12  ha  per  base  il 
rettangolo  mg'ng”  , per  faccia  curva  opposta  il  quadrilatero 
MM'NM"  , e per  facce  piane  laterali  quattro  trapezii  mistilinci 
che  la  citata  figura  mostra  chiaramente.  Por  servirci  di  questa 
figura  in  vece  dell’  altra  nel  poco  che  ci  resta  a dire  , basta 
supporre  che  mg!  ed  mg"  dinotino  dx  e dy  in  luogo  di  A.r 
e Ày.  Segue  però  da  questa  ipotesi  che  la  faccia  MM'NM" 
pnò  stimarsi  piana  ( n.  51  ) , e la  misura  del  solido  in  qui- 
stione  può  quindi  trarsi  rigorosamente  da  un  teorema  di 
Geometria  (b) , combinato  col  principio  fondamentale  (n. 27) 


(a]  Lrroy  , Amatiti  a ite  dimensioni , n.°  70, 
fW  Legendre , Gemttria  lib.  Vi , prop.  22. 
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del  metodo  degl  infinitesimi  Infatti , essendo  («.*  <84  e 240) 

j/M'  = 2 + pd®  , g"M"  = z -f-  <]dy  , «N  = z + pdx  + qdy  , 

i tronchi  di  prismi  triangolari  aventi  per  basi  mp'n  , vip "n 
verranno  espressi  rispettivamente  da 

-dxdy . f(3z  + Zpdx  + qdy)  , dxdy . * (3z  + pdx  + 2qdy)  ; 

onde  , trascurando  gl’  infinitesimi  rispetto  alle  quantità  finite  , 
la  loro  somma  non  sarà  più  che  zdxdy , ed  avremo 

d‘V 

— dxdy=*  zdxdy. 

È dunque  zdxdy  uno  dei  tre  differenziali  parziali  di  secondo 
ordine  della  funzione  V , la  quale  darebbe  il  valor  finito  del 
solido  avente  per  base  la  figura  mistilinea  MM,KN,M  (/?</.  59) 
e di  cui  la  faccia  opposta  sarebbe  curva  , e delle  facce  laterali 
due  sarebbero  piane  ed  una  cilindrica.  Il  dippiù  è di  compe- 
tenza del  Calcolo  integrale. 

* 3C7.  Supponiamo  adesso  che  la  superficie  sia  riferita  a 
coordinate  polari , e dinotino  r il  raggio  vettore  OM  (fig.  CO),  6 
l’angolo  MOZ  che  fa  con  una  retta  fissa  OZ  , ed  a'  l’ango- 
lo M'OX  che  il  piano  del  detto  angolo  forma  col  piano  fis- 
so ZOX , indicando  OM'  la  proiezione  di  OM  sul  piano  XOY 
perpendicolare  ad  OZ. 

Sia  HKL  una  linea  data  sulla  superficie-,  ed  AC  sia  la 
sezione  prodotta  in  questa  superficie  da  un  piano  fisso  e per- 
pendicolare ad  OZ  ; un  altra  sezione  consimile  MP  s’ intenda 
passare  per  M , e sia  da  ultimo  MQ  la  sezione  prodottavi 
dal  piano  MOZ.  È chiaro  che  riguardando  r come  funzione 
cognita  di  0 ed  oj  in  virtù  dell’equazione  alla  superficie,  l’arca 
di  questa  superficie  , compresa  nel  quadrilatero  curvilineo 
APMQ  , c il  solido  in  forma  di  cono  , avente  per  base  que- 
st’ area  e per  vertice  il  polo , saranno  due  funzioni  incognite 
di  0 e a) , clic  dinoteremo  con  U c V. 

Supponiamo  accresciuto  1’  angolo  ZOM  = 0 dell’  angolo  in- 
finitesimo MOm  = d0,  e l'angolo  XOM'  = a3  dell'angolo  pari- 
mente infinitesimo  M'0n'=d<»;  e sieno  finalmente  pm'S  e r/«N 
le  sezioni  prodotte  nella  superficie  dal  piano  menato  per  m 
perpendicolare  ad  OZ  , e dal  piano  ZO/i.  Si  proverà  come 
nel  n.°  305  che  I elemento  di  superfìcie  MwiNn  , e la  pira- 
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nude  O-MmNn  rappresentino  i differenziali  parziali  di  secondo 
d*U  d*V 

ordine  - — dQda  , e — - ddda>.  Ma  d’ altra  parte  , supponendo 
ddd»>  dOdx  1 

descritta  una  superficie  sferica  di  centro  O e di  raggio  OM , 
la  .piramide  avente  le  stesse  facce  laterali  della  testò  mento- 
vata e per  base  1’  elemento  di  superficie  sferica  intercetto 
ad  esse  , può  stimarsi  equivalente  alla  prima  , perche  le 
medesime  son  due  infinitesimi  di  second’  ordine  , come  le 
basi  , e la  loro  differenza  , rappresentata  da  un  solido  in- 
finitamente piccolo  in  tutti  i sensi , è un  infinitesimo  di  terzo 
ordine  ( il  che  non  potrebbe  dirsi  della  differenza  tra  le 
basi)  : dunque  basterà  trovare  l’ espressioni  di  questo  elemento 
di  superficie  sferica,  e. della  piramide  che  ha  per  base  il 
medesimo  elemento.  i,>  , t . , 

A tal  fine , per  non  cangiar  figura  , possiamo  supporre 
che  M;nNn  rappresenti  l’ elemento  sferico  ; e in  tale  ipotesi 
essendo 

= rd6  ‘ ed  Mn  = M V = OM' . da>  = r son  0 . da  , 

il  detto  elemento  , che  può  stimarsi  piano  e di  figura  rettan- 
golare , sarà  espresso  da  r'senQ  .dòdai  ; e la  piramide  avente 
per  base  l’elemento  stesso  , e per  vertice  il  polo  , verrà 
espressa  da  ^ r5 sentì. ; talché  in  conclusione  avremo  le 
forinole 

d*U  d*V 

— — - dòdao  = r*  scn  S . dfìda  , — — dOdas  = \ r5  sen  0 . dOdw  : 
dOU<o  dOdv 

la  seconda  delle  quali  mediante  l’ equazione  della  superficie 
può  ridursi  a contenere  ( come  la  prima  ) le  sole  variabili 
indipendenti  6 e a? , per  quindi  applicare  ad  amenduc  i pro- 
cedimenti del  metodo  integrale , a fine  di  cavarne  le  funzio- 
ni U c V : ben  vero  li  per  la  misura  di  tutta  o di  una  parte 
determinata  della  superficie  sferica  di  dato  raggio  r , e 1' 
per  la  misura  di  un  solido  terminato  da  superficie  qualunque. 
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Generazione  delle  principali  classi  o famiglie  di  superficie  curve, 
e loro  equazioni  finite,  e a derivate  parziali. 


368.  Le  superficie  curve  più  adoperate  nelle  arti  sono  le 
cilindriche , le  coniche , e quelle  di  rotazione  ; alle  quali 
possiamo  aggiungere  le  superficie  dei  conoidi  retti. 

Le  superficie  cilindriche  o le  coniche  possono  intendersi 
generate  dal  movimento  di  una  retta  indefinita  , che  tenen- 
dosi sempre  parallela  ad  una  retta  data  , o passando  per  un 
punto  dato  , incontra  o , come  si  suol  dire  , appoggiasi  di 
continuo  ad  una  data  curva.  Anche  le  superficie  conoidali 
possono  intendersi  generate  dal  moto  di  una  retta  indefinita , 
ma  conviene  che  questa  sia  parallela  ad  un  piano  fisso  o 
direttore , ed  incontri  sempre  una  retta  data  ed  una  data 
curva  ; e la  superficie  prende  il  nome  di  conoide  retto  quando 
la  retta  data  è perpendicolare  al  piano  direttore  , o che  torna 
lo  stesso  , quando  la  generatrice  si  tiene  perpendicolare  alla 
ietta  data , la  quale  in  tal  caso  può  riguardarsi  come  asse 
della  superficie.  In  fine  le  superficie  di  rotazione  , che  si 
chiamano  così  perchè  ordinariamente  si  concepiscono  gene- 
rate dalla  rotazione  di  una  linea  qualunque  intorno  ad  una 
retta  fissa,  possono  ancora  (e  noi  ci  atterremo  in  preferenza 
a quest’  altra  maniera  ) intendersi  nate  dal  movimento  di  una 
circonferenza  di  cerchio , la  quale  incontrando  sempre  la 
detta  linea  , percorre  col  centro  la  retta  fissa  che  ' chiamasi 
asse  della  superficie , e si  tiene  col  suo  piano  perpendicolare 
alla  stessa  retta.  £ dunque  chiaro  , che  in  ciascuna  di  tali 
superficie  avvi  una  retta  o pure  una  circonferenza  di  cerchio 
in  movimento  , ed  una  linea  per  lo  più  curva  che  serve  come 
di  guida  a questo  movimento.  Con  ragione  dunque  la  retta 
o la  circonferenza  mobile  dicesi  generatrice , e la  curva  fissa 
chiamasi  direttrice. 

369.  Ciò  posto  rappresentiamo  sempre  la  direttrice  coll  e- 
quazioni 


f(x  , y , z)  = 0 , F(x  , y , s)=0  , (D; 
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e Mano  in  primo  luogo 

x =zaz-\-tx.  , ed  j/  = 6z-j-/3  , (G) 

1' equazioni  della  generatrice  di  una  superficie  cilindrica.  Sa- 
ranno a e b quantità  date  o costauti  , ma  a e /3  varieranno 
da  una  ad  un’  altra  generatrice.  Ora  considerando  x , */  , 3 
quali  coordinate  del  punto  dove  s’ incontrano  la  generatrice 
e la  direttrice  , ciascuna  di  esse  avrà  un  medesimo  valore 
per  1’  una  e per  l’ altra  di  queste  linee  -,  quindi  eliminandole 
fra  le  quattro  equazioni  (D)  e (G)  delle  stesse  linee  , la 
risultante  equazione  , cui  possiam  dare  la  forma 

P = <?(*)  . 

esprimerà  la  condizione  che  la  generatrice  incontri  effettiva- 
mente la  direttrice  ; talché  scrivendo  l’ equazioni  della  ge- 
neratrice sotto  la  forma 

oc  — as  + * , y=bz+«t(x)  , (g) 

per  ciascun  valore  di  * si  avrebbe  una  retta  che  adempie 
a tutte  due  le  condizioni  volute  dalla  generazione  della  su- 
perficie : di  serbarsi  cioè  la  generatrice  sempre  parallela  ad 
una  retta  fissa  ( quella  per  esempio  espressa  dall’  equazioni 
x = az  , 1 j = bz)  , ed’  incontrar  sempre  la  direttrice.  Per 
la  qual  cosa  , eliminando  fra  l’ equazioni  (g)  la  indetermi- 
nata a.  che  varia  colle  singole  posizioni  della  generatrice,  il 
risultamento  espresso  da 

y — lz  — ${x  — az)  (f) 

esprimerà  una  relazione  tra  le  coordinate  di  lutti  i punti  di 
tutte  le  generatrici  ; e sarà  in  conseguenza  l’ equazione  della 
superficie  cilindrica. 

Un  simile  ragionamento,  applicato  alle  superficie  coniche 
aventi  per  coordinate  del  vertice  a , b , c , e quindi  per 
equazioni  della  retta  generatrice 

x — a = *(s — c)  , y — ò = /3(z — c)  , 
dà  per  equazione  di  tali  superficie 


applicato  alle  superficie  di  rotazione  , riferite  per  semplicità 
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all’  asso  delle  superficie  come  asse  delle  s , (a)  , e con  ciò 
aventi  per  equazioni  della  circonferenza  generatrice 

= = r3  - x*  + y'  = * , 

ila  per  tali  superficie  1'  equazione  ' • . . . 

ed  applicato  finalmente  al  conoide  retto  , riferito  pure  al  suo 
asse  come  asse  delle  z , (b) , e perciò  generato  da  una  retta 
espressa  dall’ equazioni 


* — i3  * !/==**' 

dii  por  equazione  del  conoide 


(*)• 


(a)  Quando  non  si  può  disporre  dell’  asse  delle  z , l’ equazioni  del- 
1’  asse  della  superfìcie  possono  essere 

x — mi-f-a  , y ■=  nz  -f-  6 ; 

ed  il  piano  della  circonferenza  generatrice  dovendo  esserè  perpendico- 
lare a quest’  ultimo  asse , avrà  la  sua  equazione  della  forma 
mx+tiy-fz=:?  , 

dove  ? indica  una  quantità  che  varia  col  sito  del  piano.  Ma  per  espri- 
mere analiticamente  che  il  centro  della  generatrice  ò sempre  nell’asse 
della  superficie , conviene  riguardar  la  generatrice  come  naia  dalla  in- 
tersecazione del  detto  piano  con  una  superficie  sferica  , che  abbia  il 
centro  in  qualche  punto  del  medesimo  asse , e per  non  introdurre 
nuovi  simboli  ad  individuarlo  si  può  scegliere  il  punto  (a, 6,0)  dove 
P asse  incontra  il  piano  delle  xy.  Allora , chiamando  * il  quadrato  del 
raggio  variabile  di  questa  superficie  sferica  , si  hanno  per  equazioni 
della  generatrice 

mx-hny+z=^  , (x  — a)*  + (y—  6'),-M*  = * , 

e però P equazione  ^=<)>(s)  che  si  desume  dalla  eliminazione  di  x,y,* 
tra  quest’  equazioni  e quelle  della  direttrice , darà  subito  per  equazione 
generale  delle  superficie  di  rotazione  : 

mx4-ny-t-z=<f[(ar  — a)*-f-y — 6)*-t-z*]. 

(b)  Qualora  il  conoide  non  fosse  retto  , converrebbe  prendere  per 
asse  delle  z la  perpendicolare  abbassata  sul  piano  direttore  da  un  punto 
qualunque  delia  retta  data  , preso  per  origine.  Allora  P equazioni  di 
questa  retta  sarebbero  semplicemente  x—az  , y~bz  , e quelle  della 
retta  generatrice  avrebbero  da  principio  la  forma  2=/ 3 , y=«x-|-y  ; 
ma  dopo  ciò  , eliminando  x ,y  , z fra  queste  quattro  equazioni  per 
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370.  tu  queste  equazioni  generali  delle  quattro  considerate 
famiglie  di  superficie  , la  forma  della  funzione  9 dipende  in 
ciascun  caso  dall’ equazioni  della  direttrice,  e quindi  varia 
con  esse  , non  mai  però  lasciando  di  essere  funzione 

OC  — (l  u 

di  x — az  , 0 di  , 0 di  + ♦/  , 0 di  — , 

secondo  che  trattasi  di  superficie  cilindrica  o conica  , di  ro- 
tazione o di  conoide  retto.  Nondimeno  importa  osservare  che 
l' equazione  della  superficie  può  sempre  trovarsi  con  queste 
due  sole  e medesime  regole  : cioè 

1. *  eliminando  le  coordinate  x , y , z fra  l'  equazioni  della 
generatrice  e quelle  della  direttrice,  afiìn  di  avere  una  equa- 
zione di  condizione  tra  le  quantità  * e /3 , che  variano  da 
una  generatrice  ad  un’  altra  ; 

2. ®  eliminando  da  questa  equazione  di  condizione  le  mede- 
sime quantità  variabili  * e /3 , mediante  i valori  che  ne  danno 
l' equazioni  della  generatrice. 

Colla  prima  regola  , riguardandosi  ciascuna  delle  coordi 
nate  x , y , z come  avente  lo  stesso  valore  per  la  direttrice  c 
per  la  generatrice  , il  risultato  della  loro  eliminazione  esprime 
la  condizione  che  dee  aver  luogo  tra  a.  e 0 , perchè  queste 
linee  s’ incontrino.  Colla  seconda  regola  si  fanno  ricomparire 
le  coordinate  x , ij  , z non  dei  soli  punti  d’ incontro , ma  di 
tutti  i punti  esistenti  in  tutte  le  generatrici  che  adempiono 
la  ritrovala  condizione  ; e però  si  ottiene  l’ equazione  della 
superficie  costituita  dal  sistema  di  tutte  queste  generatrici. 

*371.  Le  superficie  coniche  0 cilindriche  da  una  parte, 
c le  superficie  conoidali  da  un'altra  , non  sono  che  casi  par- 


cspriniere  che  le  due  rette  s’ incontrano  , si  avrebbe  1*  equazione 
b{i  = a*/3  4-  y che  dà  y = b§ — a»,3  , e cosi  l’ equazioni  della  generatrice 
sarebbero 


-=t>  , y-b[}  = »[x--aji). 

Ora  1’  equazione  |S=<p(») , che  si  desume  dall’elimiuazione  di  x ,y,  z 
tra  quest’  equazioni  e quelle  della  direttrice  curvilinea , dà  tosto  pei 
equazione  geuerale  delle  superfìcie  conoidali  : 
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ticolari  delle  superficie  , che  vengono  generate  da  una  retta 
la  quale  si  move  con  legge  determinala  , e che  per  ciò  si 
addimandano  superfìcie  rigate  o rettilinee.  È chiaro  che  per 
essere  determinala  la  legge  del  movimento , convien  supporre 
che  nell'  equazioni  della  retta  generatrice  non  vi  abbia  che 
un  solo  parametro  variabile  , cioè  a dire  che  l’ equazioni  di 
essa  abbiano  le  forme 

= + , r = 4-(*).®  + x{»)  . (1) 

dinotando  <?(*)  , +(*(  . e j {(*)  funzioni  arbitrarie  del  para- 
metro a , e tra  loro  indipendenti,  (a) 

Le  due  generatrici  infinitamente  vicine , per  le  quali  il 
parametro  variabile  prende  i valori  * ed  « 4-  d*  , in  gene- 
rale non  s'incontrano,  perchè  non  esistono  in  un  medesimo 
piano  : ciò  dunque  importa , che  nello  spazio  uon  vi  ha  in- 
viluppo delle  rette  generatrici  ; infatti  1 equazioni  dell'invi- 
luppo , se  questo  vi  l'osso  , risulterebbero  ( ».  289  ) dalla 
eliminazione  di  * tra  l' equazioni  (1)  e le  loro  derivato 
rispetto  ad  * , che  sono 

<r+?'(*)=o  . H'(*}+x'(*)=°  ; (2) 

or  perchè  queste  derivate  possano  coesistere  bisogna  che  si 
abbia 

t'M.+'«-x>)  (C) 

il  che  costituisce  una  equazione  di  condizione  , la  quale  non 
lascia  arbitrarie  se  non  due  sole  delle  funzioni  9 , j , c 
Quando  1’  equazione  (C)  non  è soddisfatta , la  superficie  ri- 
gata dicesi  storta  , e da  alcuni  anche  gobba  ; quando  poi  è 
soddisfatta  , la  superficie  diccsi  sviluppabile  , perchè  allora 
essendo  come  formala  da  infinite  faccette  piane  ed  angolari , 
queste  si  possono  ridurre  a giacere  in  un  medesimo  piano 
senza  disgiungersi  o ripiegarsi  le  une  sulle  altre  : in  amendue 
i casi  poi  eliminando  <*  tra  l’ equazioni  (1) , si  ottiene  in  ce  , y , 
e ; l' equazione  finita  della  superfìcie  storta  o sviluppabile. 

* 372.  Un  caso  in  cui  si  vede  a priori  che  l'equazione  (C) 


(a)  Queste  tre  funzioni  arbitrarie  equivalgono  a supporre  che  la  ge- 
neratrice si  appoppi  nel  suo  movimento  a tre  linee  qualunque  , date 
nello  spazio  ; ed  è questa  la  supposizione  che  si  fa  nella  Geometria 
descritti' a per  trattare  delle  superficie  rigate  colla  maggiore  generalità. 
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debb'  essere  soddisfatta  , è quando  la  retta  generatrice  si  dee. 
muovere  in  guisa  da  toccar  sempre  una  curva  storta  ; e un 
altro  simil  caso  ha  luogo  quando  le  posizioni  successive  della 
generatrice  sono  le  successive  intersecazioni  di  un  piano  che 
si  move  con  una  legge  determinala  ; perchè  allora  su  ciascun 
piano  trovansi  a un  tempo  le  intersecazioni  di  esso  col  piano 
che  immediatamente  lo  precede , e con  quello  che  immediata- 
mente lo  segue.  Ma  quest’  altro  caso  appartiene  ancora  al 
genere  delle  superficie  dette  inviluppi  , di  cui  andiamo  a 
parlare. 

* 373.  Consideriamo  la  serie  infinita  delle  superficie  , che 
vengono  somministrate  dall’equazione 

F[w  , y , z , «)  = 0 (A) 

facendo  variare  continuamente  il  parametro  a , il  quale  .è 
costante  in  ciascuna  di  esse.  Queste  superficie  in  generale 
s’ inlersegano  , e considerando  le  due  che  corrispondono  al- 
l’ equazioni 

F(co  ,y,z,a)  = =0  , F{x  , y , z -,  a + Aa)  = 0 , 

la  loro  intersecazione  col  decrescimento  continuo  e indefinito 
di  Aa  va  cangiando  sito  sulla  prima  di  esse  , ed  avvicinasi  di 
più  in  più  alla  linea  rappresentata  dal  sistema  dell’  equazioni 

F[oo  , y , z , a)  = 0 , F[x  , y , z , a -+■  dà)  = 0 , 
o che  torna  lo  stesso 

(A)  F\w  ,y  , z , «)  = ()  , ^ = 0.  (A') 

Or  questa  linea  è stata  da  Mouge  chiamata  caratteri  stiva  , c 
siccome  le  sue  equazioni  contengono  il  parametro  a , ne 
segue  che  essa  è diversa  ( almeno  in  quanto  alla  posizione  ) 
nelle  diverse  superficie , di  numero  infinite , espresse  dall'  c- 
quazione  (A).  Se  dunque  si  elimini  a tra  l' equazioni  (A) 
ed  (A')  , il  risultalo  che  indicheremo  con  «1»(ìc  , y , z)  = 0 
esprimerà  il  luogo  di  tutte  le  caratteristiche  , e sarà  la  super- 
ficie che  dicesi  inviluppo  di  quelle  espresse  dall’  equazione  (A) . 
le  quali  per  contrario  si  dicono  inviluppate. 

* 374.  È facile  dimostrare  . che  in  tutti  i punti  situati  in 
una  medesima  caratteristica  1 inviluppo  aver  debba  lo  stesso 
piano  tangente  . cioè  toccare  la  inviluppata  a cui  tal  caratle- 
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ristica  corrisponde.  Infatti , 1’  equazione  del  piano  tangente  a 
quest’  ultima  superficie  nel  punto  (or  , y , z)  è ( n.  353  ) 


e d’  altra  parte  , polendosi  trovar  1’  equazione  = 0 con 
surrogare  in  (A)  1’  espressione  di  a in  x , y , z tratta  dalla 
equazione  (A'j , 1’  equazione  del  piano  tangente  alla  superficie 
indicata  da  $ = 0 può  essere  scritta  sotto  la  forma 


(dF  iF  da\  , 

+ U-  + ÌJ 5/'  -*)' 


or  ben  si  vede  che  questa  equazione  si  riduce  alla  precedente 
in  virtù  dell’  equazione  (A'). 

* 375.  Due  caratteristiche  successive  trovandosi  in  una 
medesima  superficie  inviluppata  ( per  esempio  nella  seconda  , 
se  son  quelle  che  nascono  dalla  intersecazione  della  prima 
inviluppala  colla  seconda  , e della  seconda  colla  terza  ) , ne 
viene  in  conseguenza  che  debbono  generalmente  incontrarsi. 
Inoltre  , si  vede  facilmente  che  pel  punto  d’ incontro  dee 

verificarsi  1'  equazione  -^  = 0 ; perchè  a desumere  una  ca- 


ratteristica da  ({«ella  che  immediatamente  la  precede , bisogna 
nell'equazione  di  quest’  ultima  aumentar  nuovamente  a di  da. 
Dunque  eliminando  a fra  le  tre  equazioni 


F=  0 , 


si  avrà  il  luogo  geometrico  delle  intersecazioni  successive 
delle  caratteristiche  : curva  che  si  chiama  spigolo  di  regresso 
della  superficie. 

* 376.  Le  così  dette  superficie  a canale  sono  una  specie 
notabile  d' inviluppi , generali  dalle  successive  intersecazioni 
di  una  sfera  di  dato  raggio  r , la  quale  percorre  col  suo 
centro  una  curva  data.  Chiamando  a ,b  ,c  le  coordinate  va- 
riabili di  questa  curva , e supponendo  che  abbia  per  equazioni 

6 = <$>(a)  , r.  = +(a)  , (D) 

1 equazione  della  sfera  verrà  espressa  da 

(z—  , (A) 
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e la  sua  derivata  rispetto  al  parametro  a , variabile  da  una 
sfera  ad  un’  altra  , sarà 

a?— a + (j/—  q>a)q>'a  + (z — 4-a)4/a=0.  (A') 

Or  questa  sola  equazione  indicando  un  piano  che  passa  per 

il  punto  (a  , dfa  , 4a)  , ne  viene  in  conseguenza  che  la  ca- 
ratteristica è sempre  un  cerchio  massimo  della  sfera.  Dalla 
forma  di  questa  equazione  si  vede  ancora  , che  il  piano  di 
tal  cerchio  è normale  ( n.  333  ) alla  curva  percorsa  dal  cen- 
tro ed  espressa  dall’  equazioni  (D)  , la  quale  per  ciò  si  può 
avere  come  asse  della  superficie  in  discorso , la  cui  equazione 
si  avrebbe  con  la  eliminazione  di  a tra  (A)  ed  (A'),  (a) 

377.  Passando  ora  a considerazioni  di  un’altra  natura  . 
osserviamo  che  in  una  superficie , del  pari  che  in  una  curva  , 
possono  esservi  proprietà  che  dipendono  ed  altre  che  non 
dipendono  dai  valori  particolari  di  uno  o piò  dei  suoi  para- 
metri; e a discoprire  analiticamente  quest’ ultime,  ognun  vede 
che  basta  eliminare  lai  parametri  fra  l’ equazione  primitiva  c 
1’  equazioni  differenziali  della  curva  o della  superficie. 

In  modo  analogo  ma  più  generale  , in  ogni  famiglia  di 
superQcie  curve  , per  esempio  in  quella  dello  superficie  cilin- 
driche , espressa  ( n.  369  ) dall’  equazione 

y — boc=y(x — az ) , 

possono  esservi  proprietà  che  dipendono  , ed  altre  che  non 
dipendono  dalla  torma  della  funzione  $ ; ma  queste  non  si 
potrebbero  ottenere  dall’  equazione  primitiva  della  superficie , 
combinata  colle  sue  equazioni  differenziali  ordinarie  o totali , 
e la  loro  ricerca  dipende  da  un  principio  di  analisi  a derivate 
parziali , che  andiamo  a stabilire  qui  appresso. 


(a)  Supponendo  <p(a)  = 0,  e -t(a)=Ao — ka%  , l’ equazioni  (D)  pos- 
sono esprimere  ( n.  290 , e nota  ) la  parabola  descritta  nel  vuoto  da 
un  punto  materiale  animato  dalla  gravità  , e spinto  dalla  origine  in 
direzione  diversa  dalla  verticale  ; P equazioni  poi  (A)  ed  (A')  divengono 

(x — a)*-l-2/,-i-(z — ha-{-kat)t  = r * , 
x— a+(*  — Aa-+-Aa*)(A— 2ka)=0. 

Dunque  eliminando  a tra  queste,  si  avrebbe  l’equazione  della  superficie 
che  inviluppa  in  tutte  le  sue  posizioni  una  sfera  di  raggio  r , il  cui 
centro  percorre  quella  parabola. 
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378.  Scriviamo  di  nuovo  l'equazione 

P = $(*) 

adoperata  nel  citato  n.° , supponendo  però  in  questo  luogo 
che  » e /3  dinotino  due  qualunque  espressioni  date  in  x , y , 
e z , e che  9 continui  a indicare  una  funzione  non  assegnata , 
ma  , come  suol  dirsi  , arbitraria  della  prima  espressione. 
Prese  al  solito  x ed  y per  variabili  indipendenti,  le  derivate 
parziali  di  detta  equazione  rispetto  ax,e  rispetto  ad  y , sono 


rfjS  rf,s  , . . (da  da  \ 

-+-p 

dp  . . (da  da  \ 

quindi  colla  divisione  di  una  per  1’  altra  si  ottiene 

£ts0(2+ì*  )-(5+=«X£+s')- 

ovvero  , effettuando  le  moltiplicazioni  e riducendo 


(da  dp  da  dp\  . (da  dp  da  d@\  (da  dp 

dy  dz  dzdy/P  \dz  dx  dxdz)^  y/x  dy 


dadp\ 
dy  dx) 


Or  questo  risultato  essendo  indipendente  dalla  funzione  9 . 
ci  mostra  che  ogni  equazione  tra  le  variabili  x , y , z ed  una 
funzione  indeterminata  di  una  determinata  espressione  delle  stesse 
variabili , conduce  ad  un  altra  equazione  indipendente  da  quella 
funzione , e in  vece  dipendere  dalle  derivate  parziali  della 
variabile  che  si  considera  come  funzione  dell’  altre  due. 

379.  Ecco  ora  varie  applicazioni  di  questo  principio  : 

1.°  nelle  superficie  cilindriche  essendo  x = x — az  , 
e /3  ==  y - bz  , si  hanno 


da da dp 

dy  ’ dz  U ’ dx 


quindi  sostituendo  nell'  equazione  precedente  , viene 


b ; 


ap  -+■  bq  = 1 : (1) 

risultato  che  esprime  , e che  polevasi  dedurre  dal  riflettere 
che  il  piano  tangente  della  superficie  dee  contenere  (».  353) 
Ja  generatrice  meuala  pel  contatto  , e con  ciò  esser  parallelo 
alla  retta  espressa  dall' equazioni  x'  = az'  , y'  = bz'. 


Digitized  by  Google 


ni  CALCOLO  DIFKEHF.MZIAI.K. 

Nello  superficie  coniche  abbiamo 


303 


1 — — 

x~a  t |3 

_ y — b 

K — ■ 

z — r 

quindi  ne  risultano 

d*  1 

o 

II 

-5  !•? 

dot 

x — a 

dx  ; — 

c 

dz 

(*—«)• 

e similmente 

H iV» 

II 

o 

dl: 

l 

v _ 

y — b 

dy' 

"""  » 

z — c 

dz  ~ 

I>er  lo  che  , sostituendo  questi  valori  nell’  equazione  a deri- 
vate parziali  di  sopra  trovata  , e riducendo  avremo 

(x  - a)p  -f  (y  — b)q  — z — c : (2) 

equazione  peraltro  che  è una  conseguenza  immediata  della 
condizione  , clic  lutti  i piani  tangenti  di  una  superficie  conica 
debbono  passare  pel  vertice  di  essa. 

3 ° Per  le  superficie  di  rotazione  abbiamo  semplicemen- 
te , e (i  — z.  Quindi  ne  risultano 


<f*  _ d*  „ rf*  r/3 

= 2x  , — =2 y , — = 0 , -f  . 
dy  y dz  dx 


dx 


dy  dz 


I 


e la  sostituzione  di  questi  valori  nella  solita  equazione  ci  dà 
subito  l’ ultra 


VP  = X(I  , (3) 

la  quale  esprime  la  proprietà  , altronde  facile  a dimostrare 
direttamente  , che  il  piano  tangente  è perpendicolare  al  piano 
che  passa  per  l’asse  della  superficie  ed  il  punto  del  contatto , 
e che  però  viene  indicato  dall’  equazione  xy'=yx' . 

i.°  Nelle  superficie  dei  conoidi  retti  abbiamo  a=-,  (3=z , 

OC 

dal  che  risultano 


rf» y_  d* 1 dx rfp dS d§ , 

dx~  x*  ’ dy~x  ’ dz~~  ’ dx~U  ’ Ty~  ° ’ Tz~  ’ 

e la  sostituzione  di  questi  valori  produce  l’ equazione 

*P  4-  yq  = 0 : 

la  quale  si  poteva  pur  desumere  dalla  circostanza  che  il  pia- 
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no  tangente  deve  contenere  la  generatrice  menata  pel  punto 
[x  , y , z)  , c clic  questa  essendo  parallela  al  piano  delle  cnj 
ed  incontrando  l’ asse  delle  z , ha  per  equazioni 

s'=3  , ed  cry'  = yx'.  (a) 

* 380.  Si  vede  facilmente  che  se  una  proposta  equazione 
in  x , y , e z contenesse  due  o più  funzioni  arbitrarie  di 
espressioni  date  delle  stesse  x , y , z , bisognerebbe  adoperare 
le  derivate  parziali  anche  di  ordine  superiore  , per  così  avere 
quel  numero  di  equazioni  che  fa  mestieri  per  la  eliminazione 
(li  tali  funzioni. 

Di  più  , le  funzioni  arbitrarie  che  si  vogliono  eliminare 
potrebbero  trovarsi  in  due  o più  equazioni  proposte  ; e l’eli- 
minazione si  effettua  sempre  coll’  uso  delle  derivate  parziali. 
Sieno  per  esempio  l’ equazioni 

y-  a®+9(»)  , z=.a4(*)-f-x(«)  , (A) 

scritte  già  nel  n.°  371  , e donde  per  le  singole  forme  delle 
funzioni  9 , 4- , X s*  avrebbe  una  particolare  superficie  rigata. 
Riguardando  » e z come  funzioni  di  x e y , le  derivale 


(a)  L’ equazioni  (3)  e (4)  conducono  alla  soluzione  di  un  problema 
analogo  a quelli  indicati  sul  finir  dei  n.1  358  e 359,  determinando  una 
superfìcie  tangente  o , come  anche  suol  dirsi , circoscritta  ad  una  super- 
ficie data  F = 0 , e che  inoltre  sia  di  rotazione  o pure  conoidale  in- 
torno all’asse  delle  s.  Nell’uno  e nell’altro  caso,  il  piano  tangente  in 
ciascun  punto  della  linea  di  contatto  dovendo  esser  lo  stesso  per  la  su- 
perficie data  e per  la  richiesta  , i valori  di  p e q desunti  dalle  derivate 
parziali  della  prima  superficie,  dovranno  soddisfare  l’equazione  (3)  o (4). 
Però  la  linea  del  contatto  resterà  determinata  dall’  equazioni 


F = 0 


dF  dF 
^ dx  X dy  ’ 


_ o pure  dall’ equazioni 


F=  0 


dF  dF 
xte+'->ìTj 


= 0 ; 


e presi  lai  sistemi  di  equazioni  per  esprimere  le  direttrici  , e per  le 
generatrici  prese  quelle  che  nel  n.°  369  si  notarono  per  le  superficie 
di  rotazione  o di  conoide  retto  , si  avranno  ('equazioni  delle  snpcrficie 
richieste  colle  regole  del  n.*  370. 
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parziali  della  prima  ili  quell'  equazioni  rispetto  a queste  va- 
riabili danno 


le  analoghe  poi  della  seconda  sono 

^(a4,*  + x,*)=Ì>— +(*)  , 


(1) 


<*) 


Dunque  colla  divisione  vicendevole  se  ne  desume 

d*  do.  p — 

dx  ' dy  q ’ 


(3) 


talché  la  famiglia  delle  superficie  rigate  si  potrebbe  anche 
esprimere  col  sistema  dell’  equazioni 


y=*a?  + $(*)  , p-f  9*  = +(«)  , (A') 

che  presentano  soltanto  due  funzioni  arbitrarie. 

Di  nuovo , supponendo  , come  per  brevità  si  suole , 

d*z  d*z  d*z 

dx » ’ dxdy  ’ dy * 

la  seconda  dell’  equazioni  (A')  dà  per  sue  derivate  parziali 
rispetto  ad  a?  e rispetto  ad  y , 

9)<=r-f-ow  , -?)  = * + *<  , 

onde  per  la  prima  dell’ equazioni  (3)  sarà 

— , ossia  «*<  + 2»s+  r = 0 ; (4) 

e così  la  famiglia  stessa  delle  superficie  rigate  può  anche 
dinotarsi  col  sistema  dell’ equazioni 

ys=a<c-\-  $(*)  , «*<  + + r = 0 , (A") 

dove  piò  non  si  ravvisa  che  una  sola  caratteristica  di  fun- 
zioni arbitrarie. 

Finalmente  , ponendo  ancora  per  brevità 

d‘z  d‘z  d‘z  d'z 

dx'  U ’ dx*dy  W ’ dxdy’’  " dy1 

Cale.  JHff.  39 
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le  derivale  parziali  rispetto  ad  x e rispetto  ad  y dell’  equa- 
zione (4)  danno 

2 — (s  xt)  = — («*w  -f-  2*tu  u) , 
dx 

2 ~~(s  -4-  cti)  = — («*v  2*w  + ut)  ; 

e di  nuovo  per  la  prima  dell'  equazioni  (3)  , 

«*w  + 2*ut-t-M 

— -*  = , ossia  w -f  3at«  4- tt  = 0 : 5) 

«H'  + 2*w  + ut  ’ ili  \ j 

di  che  segue,  che  se  si  eliminasse  * tra  I’  equazioni  (4)  e (5) 
avrebbesi  una  equazione  a derivate  parziali  di  terzo  ordine , 
libera  affatto  da  funzioni  arbitrarie  , ed  appartenente  con  ciò 
a tutte  le  superficie  rigate. 

*381.  Supponiamo  ora  che  le  rette  indicale  dall' equazio- 
ni (A)  s’ incontrino  successivamente  , o vero  che  1’  equazione 
di  condizione 

V(*)4'(*)  = x'(a)  (c) 

trovala  nel  n.°  371  , sia  soddisfatta.  Allora  1’ equazioni  (2) 
con  la  sostituzione  del  valore  di  x (*)  dato  da  (C),  divengono 

+ . V {*)■—{* +<*'*)==<]  ; 

da  queste  poi,  in  virtù  dell' equazioni  (1)  si  desume 

p=4(*)_4'(*)  , ,«+'(.)  , 

e quindi  l'equazione 

p = m . 

dove  II  è anche  simbolo  di  una  funzione  arbitraria  come 
9 , 4-  . X-  ^er  farlo  sparire  basta  prendere  di  tale  equazione 
le  due  derivate  parziali,  una  rispetto  ad  x e l’altra  rispetto 
ad  y ; poiché  queste  essendo 

r = sIT(g)  ed  s — , 

se  ne  desume  visibilmente 

rl=.v*  , 

che  è l' equazione  a derivale  parziali  di  secondo  ordine  di 
tutte  le  superficie  sviluppabili  , dovuta  ad  Eulero. 
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*382.  Negli  esempi  particolari  di  superficie  espresse  colle 
loro  equazioni  finite , le  ritrovate  equazioni  a derivate  parziali 
sono  talvolta  più  acconce  dell' equazioni  finite  a far  conoscere 
se  la  superficie  appartenga  alla  classe  delle  superficie  cilin- 
driche o coniche  , di  rotazione  o conoidale.  La  cosa  è evi- 
dente per  queste  due  ultime  classi  di  superficie  , non  trat- 
tandosi che  di  vedere  se  1’  una  o 1*  altra  dell’  equazioni 

yp  — xq  = 0 , xp  + yq  = 0 

divenga  identicameute  nulla  dopo  la  sostituzione  dei  valori  di  p 
e q desunti  dall’ equazioni  derivate  di  quella  che  appartiene 
alla  proposta  superficie  ; ma  per  verità  , nel  caso  che  ciò 
non  abbia  luogo , sarebbe  troppo  il  dedurne  che  la  superficie 
non  sia  di  rotazione  o conoidale  , ponendo  esser  bene  del- 
l’ una  o dell’  altra  specie  , ed  avere  per  proprio  asse  una 
retta  diversa  dall’  asse  delle  z.  Quanto  poi  alle  superficie 
cilindriche  o coniche  , dopo  la  sostituzione  dei  valori  di  p e 9 
nell’una  0 nell’ altra  dell’ equazioni 

ap  + bq  =*  1 , (x  — a)p  + (y  — 6)9 1=  z — c , 

non  essendo  dati  a priori  i valori  di  « -e  b , 0 quelli  di  a , b 
e c , bisognerà  eguagliare  a zero  i coeflicienti  delle  diverse 
potenze  delle  coordinale  , ed  esaminare  se  si  possano  soddi- 
sfare l’ equazioni  che  ne  risultano  con  dei  valori  reali  e finiti 
di  a e b , o di  a , b e c.  Del  resto  dal  n.°  369  segue  imme- 
diatamente , che  ogni  equazione  omogenea  per  rapporto  alle 
coordinale  x , y , z , esprime  una  superficie  conica  avente  per 
vertice  V origine  delle  coordinate. 

383.  È degna  di  particolare  attenzione  una  differenza 
notevolissima  tra  i piani  tangenti  alle  superficie  cilindriche  o 
coniche  , e i piani  tangenti  alle  superficie  di  rotazione  o 
conoidali.  Per  renderla  manifesta  si  sostituiscano  nelle  due 
prime  equazioni  derivate  scritte  nel  n.°  378  , i valori  delle 
derivate  parziali  di  * e di  /3  , relativi  a ciascuna  di  tali 
superficie.  Allora  : l.°  per  le  superficie  cilindriche  si  avranno 
le  due  equazioni 

bp  = (ap  — !)$'(*)  , bq  — I = aq<t'(x)  ; (1) 

2.°  per  le  superficie  coniche , avendo  riguardo  all’  equazio- 
ne (2)  del  n.°  379  , si  avrà  una  sola  e medesima  equazione  ; 
ma  la  citata  equazione  (2)  , con  sostituire  ai  binomii  x — a 
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ed  y — b i valori  *(z  — c)  e $(«) . (z  — • c)  , somministrati 
dal T equazioni  di  una  generatrice  della  superficie  conica  , ne 
dà  subito  un'  altra  , e scrivendole  insieme  sono 

P + <?'(*)•?  = 0 . *P  + <?{*)•?  **  t ; (2) 

3. °  per  le  superficie  di  rotazione  si  ritrova 

p ==  2*'(»)  .x  , q=>  (»)  • y ; (3) 

4. °  e infine  |K?r  le  superficie  conoidali  si  ha 

/>=*— 9 = (4) 

Poiché  dunque  vediamo  che  nell’  equazioni  (4)  e (2)  i 
valori  di  p e q variano  solo  con  *,  mentre  nell’ equazio- 
ni (3)  e (4)  variano  coi  valori  di  x , y , z , relativi  ad  uno 
stesso  valore  di  * , ci  sarà  permesso  inferirne  che  il  contatto 
di  un  piano  con  una  superficie  cilindrica  o conica  ha  luogo  in 
tutta  la  estensione  della  retta  generatrice  ; laddove  il  contatto 
di  un  piano  con  una  superficie  conoidale,  o di  rotazione  (che 
però  non  sia  nel  tempo  stesso  cilindrica  o conica)  , non  ha 
luogo  clic  in  un  punto  solo  della  generatrice  , benché  nel 
caso  dei  conoidi  quel  piano  contenga  pure  tutta  la  generatrice. 
A dir  vero  questo  risultato,  per  ciò  che  riguarda  le  superficie 
coniche  o cilindriche  si  potrebbe  dedurre  assai  facilmente  dalla 
natura  stessa  di  queste  superficie  , anzi  per  le  cilindriche  si 
può  avere  come  una  conseguenza  immediata  della  proposizione 
conclusa  nel  n.°  326  ; ma  la  cosa  non  è ugualmente  chiara 
per  le  altre  due  specie  di  superficie  da  noi  considerate  , e 
segnatamente  per  quelle  dei  conoidi. 

*384.  Ciò  che  nel  n.°  precedente  sta  detto  circa  le  superficie 
coniche  e cilindriche , vale  per  tutto  le  superficie  sviluppabili  ; 
e del  pari , ciò  che  sta  detto  delle  superficie  conoidali  è 
applicabile  a tutte  le  altre  superficie  storte.  Infatti  l’equazioni 

p = 4(*)  — <4'(»)  , e q = , 

che  nel  n.°  381  abbiam  trovale  per  le  superficie  sviluppabili , 
determinano  i valori  di  p e q corrispondenti  ai  singoli  valori 
di  * , o vero  olle  singole  generatrici  , i quali  valori  non 
variano  perciò  con  quelli  di  x , xj  , s relativi  ai  diversi  punti  di 
una  stessa  generatrice.  E siccome  le  dette  equazioni  non  han 
luogo  nelle  superficie  storte  , ne  segue  al  contrario  , che  per 
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queste  superficie  i valori  di  p e q relativi  ai  diversi  punti 
di  una  stessa  generatrice , debbano  variare  con  le  coordinate 
di  tali  punti , e che  perciò  debbano  anche  variare  i piani 
tangenti  della  superficie  nei  medesimi  punti. 

* CAPITOLO  XXXI. 

Curvatura  delle  superficie.  Linee  e punti  notevoli  di  esse. 

385.  Per  farci  una  tal  quale  idea  della  curvatura  di  una 
superficie  in  un  dato  suo  punto  , studieremo  da  prima  la  cur- 
vatura delle  sezioni  prodotte  nella  superficie  da  piani  menati 
per  la  normale  di  essa  nel  punto  dato  , e dopo  ciò  saremo 
in  grado  di  definire  e misurare  la  curvatura  della  superficie. 

Sia 

s=f{x  , y)  (I) 

l’ equazione  della  superficie , e per  semplicità  sia  preso  per 
piano  delle  xy  quello  che  tocca  la  superficie  nel  punto  dato 
M {fio.  61  ) , e per  asso  delle  2 la  normale  MN  alla  super- 
ficie nel  medesimo  punto.  £ chiaro  che  le  proprietà  indi- 
pendenti  dagli  assi , le  quali  ci  verrà  fatto  di  scoprire  con 
questi  assi  , avranno  il  medesimo  grado  di  generalità  che 
avrebbero  se  il  sistema  degli  assi  fosse  tutt'  altro. 

Supponiamo  che  in  un  qualunque  piano  normale  NMT 
v’abbia  un  cerchio,  che  passi  per  M,  e il  coi  centro  sia  nella 
normale.  L’ equazioni  di  cotal  cerchio  potranno  essere  le  due 

y = rx  , x'  + y'  -f-  s*  = 2ps  , (2) 

che  separatamente  considerate  esprimono  il  piano  normale 
NMT  , ed  una  sfera  di  raggio  p tagliato  dal  punto  M sulla 
normale.  L’  equazioni  poi  della  sezione  prodotta  dal  piano 
normale  nella  superficie  saranno 

y=zrx  , z=*f[x,y)  ; (3) 

ed  è chiaro  che  questa  sezione  ed  il  cerchio  si  toccheranno 
in  M , essendoché  la  MT  tocca  1’  una  e 1"  altro.  Perchè  dun- 
que il  cerchio  sia  inoltre  osculatore  della  sezione  in  M , ba- 
sterà che  il  valore  di  cavato  dall' equazioni  (2)  eguagli 
quello  che  si  desume  dall' equazioni  (3).  Ora  per  le  cose 
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dette  nei  n.‘  102  e 103  , e per  essere  nel  punto  M nullo 
con  x , y , z anche  —■  ( perchè  la  projezione  del  cerchio  sul 

M OC 

piano  ZMX  è toccata  in  M da  MX  ) il  primo  valore  trovasi 
determinato  dall’  equazione 


1 +r* 


= 0 , 


ed  il  secondo  risulta  espresso  da  r + 2sr+tr*,  dove  r,s,t 
dinotano  sempre  le  tre  derivate  parziali  di  second'  ordine 
della  ordinata  z della  superficie  ; dunque  sostituendo  questa 

espressione  a nell’  equazione  precedente , e dal  risultato 

cavando  il  valore  di  p , avremo 


e 


*+«‘ 

r-|_2*r-h  fr* 


(P) 


bene  inteso  che  nelle  espressioni  di  r , s , t in  x e y , si 
pongano  x — 0 , j/  = 0. 

386.  Questa  espressione  di  p , frazionaria  e variabile  con  t, 
ha  il  numeratore  essenzialmente  positivo.  Il  denominatore  poi 
essendo  un  trinomio  di  secondo  grado  in  t , avrà  sempre 
( come  dall’  Algebra  ) un  medesimo  segno  , e non  sarà  mai 
nullo  per  valori  reali  di  r , quando  eguagliato  a zero  dà 
per  t radici  immaginarie  ; avrà  pure  un  segno  costante  , ma 
potrà  esser  nullo  , quando  le  dette  radici  saranno  reali  ed 
eguali  ; e finalmente  andrà  soggetto  a cangiamento  di  segno 
passando  per  lo  zero  due  volle  quando  le  radici  stesse  saranno 
reali  ed  ineguali.  Quindi  si  desume: 

1. ®  che  il  raggio  di  curvatura  sarà  finito  e del  medesimo 
segno  in  tutte  le  sezioni  normali , quando  ; nel  qual  caso 
per  ciò  la  loro  convessità  volgerà  sempre  nel  medesimo  senso. 

2. ®  che  al  variar  la  sezione  normale  il  raggio  di  cur- 
vatura passerà  per  l' iufinito , ma  non  muterà  segno , quando 
ri  = s*  , nel  qual  caso  ( come  nel  precedente  ) la  convessità 
delle  sezioni  volgerà  pure  costantemente  in  un  medesimo  senso. 

3. ®  o finalmente  , che  il  raggio  stesso  al  cangiar  la  se- 
zione normale  passerà  due  volte  per  l’ infinito  e muterà  segno  . 
(juando  rt^s*  ; nel  qual  caso  la  convessità  delle  sezioni  ora 
volgerà  in  un  senso,  ora  nell’ opposto. 
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387.  Da  ciò  nasce  che  alcune  superficie  curve  dicansi 
convesse  , ed  altre  non  convesse  ovvero  a curvature  opposte. 
Chiainansi  convesse  , quelle  dove  in  tutti  i punti  le  sezioni 
normali  volgono  la  loro  convessità  iu  un  medesimo  senso  : 
e tra  le  superficie  di  secondo  grado  son  tali  ( oltre  delle 
cilindriche  e delle  coniche  ) l' ellissoide  , la  paraboloide  ellit- 
tica , e la  iperboloide  a due  foglie.  Diconsi  poi  non  convesse 
le  superficie  nei  cui  punti  le  sezioni  normali  volgono  la  loro 
convessità  altre  in  un  senso , altro  nel  senso  opposlo  : come 
tra  le  superficie  stesse  di  secondo  grado  sono  la  paraboloide 
iperbolica,  e f iperboloide  ad  una  foglia.  Per  la  qual  cosa  ad 
abbracciare  tutte  quante  le  superficie  curve  non  manca,  siccome 
ognun  vede  , se  non  la  classe  di  quelle,  che  in  alcuni  punti 
sono  convesse  c in  altri  non  convesse  : come,  per  esempio,  è 
la  superficie  dell’  anello  sferico. 

Raggi  principali  di  curvatura , e sezioni  principali. 


388.  Cercando  il  massimo  e il  minimo  valore  di  p per  rap- 
porto a r , avremo  le  sezioni  normali  del  più  grande  e del 
più  piccolo  raggio  di  curvatura.  A tal  fine  eguagliando  a 

zero  , per  le  regole  conosciute,  il  valore  di  cavato  da  (P), 
si  ha  i'  equazione  r 

**  + r-~-  r — 1 = 0,  (T) 


le  cui  radici  essendo  reali  e di  segni  contrarii  , è facile  il 
dimostrare  che  le  medesime  sostituite  nella  espressione  della 

il*  a 

derivata  di  2.°  ordine  ~ diano  risultati  di  segui  diversi  , e 

che  perciò  una  conduca  ( n.  156  ) ad  un  massimo  e l’altra  ad 
un  minimo  di  p.  Infatti  la  detta  derivata  in  virtù  dell'equa- 
zione sr'-}-(r — t)r — s=0  che  nasce  da  (T)  si  riduce  a 

2[2sr-^-r — t) 

(r  + 2ir  + fr*)«  ’ 


onde  pel  denominatore  sempre  positivo  dipende  nel  segno  da 
quello  di  2sr-|-r — t;  ma  dall  anzidetta  equazione  si  desume 


f 


e quindi  2sr  + >' — /=  - — - — : 
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dunque  il  segno  della  derivata  sarà  io  stesso  che  il  segno 
di  questa  espressione  frazionaria  , il  quale  visibilmente  varia 
col  segno  di  r. 

Oltre  a ciò  importa  osservare  che  il  prodotto  delle  radici 
dell’  equazione  (T)  essendo  precisamente  — 1 , i due  piani 
normali  ZMU  e ZMV,  corrispondenti  a tali  radici  , saranno 
perpendicolari  l’ uno  all’  altro. 

389.  Le  sezioni  prodotte  nella  superficie  dagli  anzidetti  due 
piani  si  dicono  sezioni  principali , e prendendo  i piani  di  esse 
per  piani  delle  zx  e zy  l’espressione  generale  di  p diviene 
più  semplice.  Infatti  le  due  radici  dell’  equazione  (T)  dovendo 
essere  , in  tal  caso , zero  e infinito  ( a motivo  del  significato 
geometrico  di  r nell’  equazione  y = rx)  , converrà  fare  la 
supposizione  s =»  0 , con  la  quale  l’ equazione  (T)  liberata  da 
rotti  riducendosi  ad  (r — t) t=0  dà  subito  zero  per  un  valore 
di  r,  e quindi  infinito  per  l’altro,  a causa  dell’ultimo  termine 
della  stessa  equazione.  Ora  col  supporre  s=0  la  forinola  (P) 
diviene  più  semplicemente 

_ 1 +r* 

^ r-f-tr*  ' 

390.  Inoltre , nel  caso  di  cosiffatti  piani  delle  zx  e zy 
due  soli  valori  di  p una  coi  valori  corrispondenti  di  r de- 
terminano r e t , e quindi  l’ espressione  generale  di  p in  fun- 
zione di  r.  Prendiamo  dunque  per  tali  valori  di  p il  mini- 
mo e il  massimo  , dinotandoli  con  p,  e p,  ; e l’ un  di  essi 
dovendo  corrispondere  a r=0  , e l’altro  a t = oo  , avremo 
dalla  formola  precedente 

1 1 

» ?•  — J • 

onde  nella  stessa  formola  introducendo  p,  e p,  in  vece  di  r e t , 
otterremo 


o vero  , ponendo  T = tan®  , eh’ è quanto  dire  chiamando  <u 
l’ angolo  TMU  , 

- = — cos*  aa  -f-  — sen*  ® : (E) 

e e,  e* 
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equazione  che  determina  in  un  modo  non  meno  semplice  eia 
elegante  il  raggio  di  curvatura  di  qualsivoglia  sezione  nor- 
male , quando  si  sappia  l' inclinazione  di  essa  ad  una  delle 
due  sezioni  principali , e sian  noti  i raggi  di  curvatura  di  queste 
sezioni.  La  detta  equazione  costituisce  uno  dei  più  belli  e 
memorabili  trovati  di  Eulero. 

391.  Osservando  che  l'equazione  di  Eulero  rimane  immu- 
tata al  cangiare  ai  in  — a> , si  desume  che  la  curvatura  sia  la 
stessa  in  due  sezioni  egualmente  inclinate  ad  una  qualunque 
ilei  le  sezioni  principali. 

Cangiando  poi  ® in  ® + 90°  nella  stessa  equazione  , c 
indicando  con  p1  il  raggio  di  curvatura  della  nuova  sezione  , 
si  ha 


• * « i * r 

— — — sen  ® — cos  a-  ; 

f f,  e. 


ma  sommando  questa  equazione  con  (E)  risulta 


J+4-Ì+ 

i ? ri 


1 

f» 


dunque  la  nomina  delle  curvature  di  due  qualunque  sezioni 
normali  alla  superficie  c perpendicolari  tra  esse  è costante  , e 
quindi  per  l'osservazione  precedente,  la  curvatura  di  ciascuna 
delle  due  sezioni  normali  ugualmente  inclinate  alle  principali 
è la  metà  di  delta  somma  , perchè  queste  sezioni  risultano 
ancora  perpendicolari  1'  una  all’  altra. 

392.  Da  che  la  curvatura  di  ogni  sezione  normale  inclinata 
sotto  un  dato  angolo  ad  uno  dei  piani  principali  dipende  solo  , 
in  virtù  dell’equazione  (E) , dai  raggi  principali  di  curvatura, 
si  desume  chiaramente  che  se  due  superficie  curve . in  un 
punto  che  loro  è comune  abbiano  ancora  di  comune  i due  piani 
ilelle  sezioni  normali  principali , e i raggi  di  curvatura  di  queste 
sezioni  , le  sezioni  prodotte  nelle  due  superficie  da  qualunque 
altro  piano  nomiate  avranno  ancora  un  medesimo  raggio  di 
curvatura  ; e quindi  nel  detto  punto  avrà  luogo  un  compiuto 
contatto  di  secondo  ordine  tra  le  due  superficie  : il  clic  si 
esprime  dicendo  che  una  superficie  è osculatrice  dell'altra. 

Dopo  ciò  non  sarebbe  punto  difficile  il  trovò  re  quante 
superficie  si  vogliano  . osculatrici  della  proposto  in  un  punto 
dato  ; ma  tra  esse  inerita  di  essere  distinta  , come  la  più 
Cale,  Diff.  40 
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semplice , quella  clic  in  tal  punto  ha  per  sezioni  principali  i 
corchi  stessi  dei  raggi  p,  e p„ , e elio  inoltre  può  essere  di 
rotazione  , supponendola  generala  dal  rivolgimento  di  uno 
di  tali  cerchi  , per  esempio  quello  di  raggio  p,  , intorno  alla 
retta  che  nel  suo  piano  si  conduce  perpendicolare  alla  nor- 
male M\  dal  centro  dell'altro  ; la  quale  sarà  una  superficie 
di  anello  sferico  , o di  quel  genere. 

393..  Siamo  ora  in  grado  di  poter  definire  c misurare  se- 
condo ha  proposto  l'insigne  geometra  Gauss  la  curvatura  di 
una  superficie,  che  è una  quantità  la  quale  non  risulta  definita, 
e meno  ancora  misurala  dal  teorema  di  Eulero  (n.  390). 

E da  prima  , ritornando  per  poco  sulla  misura  della  cur- 
vatura delle  curve  , prendiamo  sulla  curva  di  cui  si  vuol  mi- 
surare. la  curvatura  in  M [fuj.  G2)un  arco  1IE  = As  che  in 
se  racchiuda  un  tal  punto,  e conduciamo  le  normali  HL  , KI. 
agli  estremi  di  esso,  l'oscia  , descritto  un  cerchio  di  raggio  I 
sul  piano  della  curva  , e clic  abbia  , se  si  vuole  , il  centro 
stesso  o del  cerchio  osculatore  della  curva  in  M , tiriamo  i 
raggi  oh  , ok  paralleli  a quelle  normali  , e indichiamo  con  Ad 

..  . dO 

1'  arco  intercetto  lik  : c il  limite  — verso  il  quale  converge 

il  rapporto  -- , quando  l'arco  A s diminuisce'  indefinitamente 

senza  cessar  di  contenere  in  sò  il  punto  M , sarà  la  misura 
( n.  273  , 27 4 e 273  ) della  curvatura  della  curva  in  M. 

Or  si  può  applicare  alle  superficie  una  costruzione  per- 
fettamente analoga.  Supponiamo  delineato  sulla  superficie  di 
cui  vuoisi  misurare  la  curvatura  in  M (fìg.  61)  un  contorno 
rientrante  , e tale  che  nell'  area  u da  esso  circoscritta  sia 
contenuto  il  punto  M.  Indi  , con  un  punto  qualunque  dello 
spazio  come  centro  , c col  raggio  \ concepiamo  descritta 
una  sfera  , e supponiamo  condotti  i raggi  paralleli  a tutte 
le  normali  della  superfìcie  pei  punti  del  contorno  dell’area  u: 
il  luogo  di  questi  raggi  sarà  in  generale  una  superficie  co- 
nica , la  quale  intercetta  sulla  superficie  sferica  un’area  l ; 

e ii  limile  al  (piale  converge  quando  l’area  u decresce  in- 
definitamente , senza  lasciar  di  contenere  il  punto  M , dee 
per  analogia  esser  preso  per  misura  della  curvatura  della 
superficie  in  M. 
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Inoltre  , siccome  nel  misurar  lu  curvatura  di  una  curva 
è lecito  surrogare  a questa  ogni  altra  curva , che  abbia  nel 
punto  di  cui  si  tratta  lo  stesso  cerchio  osculatore  ; così  nel 
misurar  la  curvatura  di  una  superficie  , debb’  esser  permesso 
di  sostituire  a questa  superficie  un’  altra  che  nel  punto  pro- 
posto le  sia  osculatrice.  Noi  dunque  sceglieremo  per  que- 
st’altra  superficie  quella  segnalata  nel  n.°  precedente , e nulla 
impedendolo  prenderemo  per  l’area  u quella  che  vien  gene- 
rata da  un  piccolo  arco  del  cerchio  di  raggio  p,  di  ampiez- 
za 2A0,  nel  cui  mozzo  sta  M , e eh’  è racchiusa  tra  due  po- 
sizioni di  esso  cerchio  , unite  fra  loro  sotto  1’  angolo  diedro 
2A0,  ed  egualmente  inclinate  alla  posizione  primitiva  NMU.  . 
In  tal  modo  il  contorno  dell'  area  u verrà  formato  dalle  due 
posizioni  estreme  del  detto  arco  , espresso  in  lunghezza  da 
2p,A0t  , e da  due  altri  archi  pur  tra  essi  eguali  , e descritti 
dalle  estremità  del  primo  ; e siccome  agevolmente  si  vede  che  i 
raggi  di  quest' altri  archi  sono  espressi  da  p.cosAOj-j-p, — p, , 
e altronde  la  loro  ampiezza  6 palesemente  2A0g , la  lunghezza 
di  ciascuno  sarà  2AÒg(ptcos  A^-f-p, — p,).  La  superficie  poi 
costituita  dalle  normali  alla  primitiva  pei  punti  del  descritto 
contorno  sarà  discontinua  , perchè  formala  dai  due  piani  delle 
posizioni  estreme  dell’  arco  generatore  , i quali  passano  evi- 
dentemente per  l’asse  di  rotazione  , e da  due  parti  di  su- 
perficie coniche  , le  quali  per  una  proprietà  notissima  delle 
superficie  di  rotazione  hanno  i loro  vertici  nel  medesimo  asse , 
e per  ciò  intersegano  i detti  piani  in  quattro  linee  rette  , 
concorrenti  due  in  uno  e due  nell’  altro  vertice. 

D'  altra  parte , supponendo  che  la  mentovata  superficie 
sferica  di  raggio  1 abbia  lo  stesso  centro  del  cerchio  di  rag- 
gio p» , è evidente  che  quella  parte  di  essa  , la  quale  ( giu- 
sta la  definizione  datane  di  sopra)  corrisponde  alla  descritta 
area  u , sarà  terminala  da  due  archi  eguali  di  cerchi  massimi , 
prodottivi  dai  piani  delle  posizioni  estreme  dell’  arco  genera- 
tore , e da  due  altri  archi  eguali  degli  eguali  cerchi  minori 
prodotti  dai  raggi  paralleli  ai  lati  delle  pocanzi  nominate  su- 
perficie coniche , perchè  quei  raggi  a simiglianza  di  questi  lati 
s’ inclineranno  egualmente  all’ asse  di  rotazione.  Dunque  la  su- 
perficie costituita  dai  raggi  paralleli  a tutte  le  normali  me- 
nate pel  contorno  di  u , è anch’  essa  discontinua  , e formala 
da  due  piani  e due  superficie  coniche;  ma  i vertici  di  quest’ ul- 
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lime  essendo  nel  centro , le  quattro  rette  nelle  quali  si  tagliano 
partiranno  tutte  ila  questo  punto.  Ora  le  ampiezze  dei  sopra 
nominati  quattro  archi  essendo  eguali  due  a 2A0,  c due 
a 2A0,  , ed  i raggi  dei  cerchi  minori  venendo  espressi  da 
coso,  , il  quadrilatero  sferico  e rettangolare  t avrà  due  lati 
espressi  semplicemente  da  2A0,  , e due  altri  espressi  da 
2cos  A0, . A0,.  Ma  in  virtù  di  prineipii  stabiliti,  quando  gli 
angoli  A 0,  e A6a  divengono  i/0,  e t/0a  , i mentovati  archi 
delle  due  superticie  si  cangiano  in  linee  rette  , e le  aree  u 
e t divengono  piane  ; dunque  allora  queste  aree  si  volteranno 
in  due  rettangoli  , e per  essere  cosd0,=  1 , i lati  del  primo 
saranno  2 p.i/0,  e 2fv/0a  , e quelli  del  secondo  2 dò,  e 2</0,  ; 
dunque  sarà 

* *l(/8  tft)  1 

Imi  - =*  ; — 7—  = — : 

del  che  risulta  che  la  curvatura  di  una  superficie  curva  vien 
misurata  dal  prodotto  delle  due  curvature  delle  sue  sezioni 
principali , e non  dalla  loro  somma , come  sembra  desumersi 
dal  teorema  di  Eulero  , e come  invano  si  é sforzata  a di- 
mostrare madamigella  Sofìa  Germain. 

Linee  di  curvatura  , ed  umbilichi. 

394.  Supponendo  essere  o,  ed  o,  ( fin . 63  ) i centri  di 
curvatura  delle  due  sezioni  principali  che  passano  per  M , è 
chiaro  che  tali  punti  possono  considerarsi  come  intersecazioni 
della  normale  in  M collo  normali  in  due  altri  punti  tn  ed  n 
infinitamente  vicini  ad  M , e presi  nelle  due  sezioni  princi- 
pali Sicché  M m ed  M«  son  tali  elementi  di  due  curve  unite 
Ira  loro  in  M ad  angolo  retto , che  le  normali  alla  superficie 
negli  altri  loro  estremi  m , n incontrano  la  normale  relativa 
al  punto  M-  Ora  , polendosi  dire  di  ogn'  altro  punto  della 
superficie  ciò  che  abbiam  detto  del  punto  M , si  concepisce 
che  dal  punto  m possano  movere  in  simil  modo  due  altri 
clementi  uniti  fra  loro  ad  angolo  retto , e tali  che  le  normali 
alla  superficie  dagli  estremi  diversi  dal  punto  m incontrino 
la  normale  condotta  per  questo  punto.  E lo  stesso  |>olendo 
supporsi  avvenire  un  numero  infinito  di  volte  , si  fa  luogo 
alla  ricerca  delle  curve  da  tulli  i punti  delle  quali  menando 
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le  normali  alla  superfìcie  , queste  a’  incontrino  successivamente 
la  prima  colla  seconda  , la  seconda  colla  terza,  ecc.  Cosiffatte 
linee  ( di  grandissima  importanza  in  certe  arti  di  coslruzioue  ) 
diconsi  linee  di  curvatura,  e sono  com’è  chiaro  di  due  specie, 
le  une  corrispondendo  a punti  analoghi  ad  o,  , c le  altre 
corrispondendo  a punti  analoghi  ad  oa  : nella  direzione  delle 
prime  la  curvatura  della  superficie  è la  massima , in  quella 
poi  delle  seconde  è la  minima  ; ed  essendo  perpendicolari 
le  une  alle  altre , dal  loro  insieme  la  superficie  resta  divisa 
in  clementi , o direm  meglio  in  parti  rettangolari  : come  si 
vede  nella  figura. 

Per  procalere  intanto  alla  ricerca  delle  linee  di  curvatura , 
dobbiamo  riferire  tutti  i punti  della  superfìcie  ai  medesimi 
assi  ; il  perchè , supposti  dovunque  questi  assi , noi  scrive- 
remo come  altrove  ( n.  355  ) l' equazioni  della  normale  : 

o>'— ®+p(s'— s)  = 0 , y'—  y +y(='— ;)  = 0.  (1) 

Questa  normale , e quella  tra  le  infinitamente  vicine  che  la 
intersega  , hanno  nel  punto  di  loro  intersecazione  la  stessa  co', 
la  stessa  y , e la  stessa  3'  ; ma  una  move  dal  punto  (x,y  ,s) 
della  superficie,  l’altra  dal  punto  (x-j-dx  , y + dy  , z-f-rfz)  ; 
quindi  è ben  chiaro  clic  il  punto  di  loro  intersecazione  sarà 
dato  per  la  combinazione  dell’ equazioni  (1),  e delle  due  che 
nascono  da  esse  prendendone  i differenziali  per  rapporto  ad 
x , y , e z.  Questi  differenziali  , ricordando  i significati  di 
p , q , r , s , t , e la  relazione  dz  — pdx  -f-  qdy  , si  trovano 
essere 


(\+j>')dx  + pqdy  ==»  (rdx  + sdy)(z—z)  } 

( 1 + q*)dy  + pqdx  = ( tdy  + sdx)(z'  — z)  ( 

Intanto  siccome  quattro  equazioni  son  troppe  per  la  detcr- 
minazioue  di  tre  quantità  , è anche  chiaro  ( come  altronde 
si  polca  prevedere  ) che  una  equazione  di  condizione  dovrà 
aver  luogo  tra  p , q , r , s , / , dx  , dy  , acciò  le  due  normali 
s’ interseghino  a vicenda,  c questa  per  appunto  sarà  l'equa- 
zione differenziale  della  projezionc  della  richiesta  linea  di 
curvatura  sul  piano  delle  xy  , quando  suppongasi  eliminata 
la  z dalle  derivate  parziali  p , q , r , s , t mediante  la  equa- 
zione della  superficie.  Essa  equazione  differenziale  si  desume 


Digitized  by  Googte 


BLEMESN  I 


318 

eliminando  z'  - z tra  le  due  precedenti , e risulta  espressa  da 
(1  -1 -p')dx+pqdy  _ (1  + q')dy+pqdx 

rdx  -j-  idy  tdy~hs<lx  . ' ' 

395.  Numerose  ed  importanti  conseguenze  si  traggono  dalle 
equazioni  precedenti  : 

1. °  Liberando  1‘ equazioni  (2)  dai  differenziali  dx  e dy 
con  supporre  dy=rdx  , e poi  eliminando  r,  si  ha  l’altra 

— r(->— s)  _ pq  — s(z'-.z) 

pq— i+q%—t[z'—z)' 

che  insieme  colle  (1)  può  servire  alla  determiuazione  delle 
coordinate  x'  , y , z'  dei  punti  d’ incontro  della  normale  in  M 
colle  normali  in  m e in  n , ossia  dei  centri  delle  curvature 
principali  della  superlicie  nel  punto  M. 

2. °  Tra  l’ equazioni  (1)  , (3)  e quella  della  superficie 
eliminando  x , y , z ( dopo  aver  ridotte  in  funzione  di  queste 
variabili  le  derivate  p , q , r , s , t)  , il  risultato  in  x' , y’  . z 
esprimerà  il  luogo  geometrico  di  tutti  i centri  delle  due 
curvature  principali , ossia  di  tutti  i punti  analoghi  ad  o,  e o, 
il  quale  perciò  sarà  , generalmente  parlando  , una  superlicie 
a due  foglie. 

3. °  Surrogando  rdx  a dy  nell’  equazione  (C)  , e ordi- 
nando il  risultalo  per  rapporto  a r,  si  ottiene  l’equazione  di 
secondo  grado 

[1  +q')s-pqt]r'+[(i  +q,)r—(\  -\-if)t]T={\-\-p')s—pqr  , (T) 

la  quale  nei  «lue  valori  di  r dà  la  posizione  delle  due  sezioni 
principali  nel  punto  M.  Essa  di  accordo  con  ciò  che  si  disse 
nel  n.°  388  riduccsi  ad  sr*  -f-  (r — t)r=s  , quando  si  suppone  , 
come  in  quel  n.°,  che  il  piano  tangente  in  M sia  preso  per 
piano  delle  xy  ; perchè  allora  p e q tornano  a 0. 

L°  Essendo  per  le  formolo  conosciute 

P = y'ix'-x'ì+iy'-  yY+(z'-s)%  . 

1 equazioni  (1)  ci  daranno 

? = (z'-z))/i+p'  + q'. 

Or  cavando  ila  questa  il  valore  di  z — s e sostituendolo  nella 
equazione  (3)  , la  quale  include  la  condizione  dell'  incontro 
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delle  normali  inlinitainenle  vicine  , si  ha  I'  equazione  di  se- 
condo grado 


(r/_,*)p«_[(  1 -ì-py—ìpqs+i  1 +7>]t/7+7+?  • PÌ 

+ (*+f,  + ?,),’=0  , » 


(R) 


acconcia  a dare  nei  due  valori  di  p i due  raggi  principali  di 
curvatura , innanzi  dinotati  con  p,  e p„.  Essa  riducesi  ad 

(r,— s«)p*-.(r-H)p+1=  0,  (R.) 

quando  il  piano  delle  xy  tocca  la  superficie  in  M. 

5.°  L’equazione  (T)  ci  fa  vedere  che  r sarebbe  inde- 
terminata o arbitraria  quando  si  avesse 


. (1  +p')s  = pqr  , (U) 


e quindi  ( 1 + q*)r  = ( I + />*)<  ; n>a  allora  tornando  alla 
ipotesi  ( sempre  ammessibile  ) che  il  piano  tangente  in  M 
faccia  da  piano  delle  xy  , si  ha  r=t  , cd  s=0  , a motivo 
clic  p e (/  divengon  nulle  , dunque  la  equazione  (R,)  diverrà 

ry-  2rp+  1=0  , 

e sotto  questa  forma  essendo  un  quadralo  perfetto,  si  desume 
che  nei  punti  della  superficie  pei  quali  si  verificano  le  due 
equazioni  (U)  , tutte  le  sezioni  normali  hanno  la  stessa  curva- 
tura. Or  questi  punti  singolari  diconsi  umbilirhi  dplla  superfi- 
cie , ed  ognun  vede  che  ad  ottenerne  le  coordinate  debbansi 
combinare  le  dette  equazioni  (U)  con  quella  della  superficie. 

396.  Per  dare  un  esempio  delle  linee  di  curvatura  e degli 
nmbilichi  , considereremo  l'ellissoide  a tre  assi  differenti  , che 
è la  più  notevole  tra  le  superficie  di  secondo  grado  non 
sviluppabili  nè  di  rotazione. 

L’equazione  dell’ellissoide  riferita  al  centro  odagli  assi  è 


x%  v z 
_ 4.  £_  J \ 

(P  ^ b*  ^ c» 


ondo  colle  regole  conosciute  le  derivate  parziali  di  primo  e 
di  secondo  ordine  di  z , si  trovano  essere 


V — 


cV’-y’) 

' « V*» 


c*xy 
«T;1  ' 


ri  *J»j» 
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Or  sostituendo  questi  valori  di  p , q , r , s , t nell  equazione 
differenziale  (C)  delle  linee  di  curvatura  , e per  brevità  sup- 
ponendo 

~ ~ 1 ’ ^_-c-  " B ' 


si  ottiene 


Axydy'  -J-  (Z/.ca — .-b/* — AB)dxdy — Bxydx*  — 0 . 

Questa  dunque  è l’ equazione  differenziale  delle  linee  di  cur- 
vatura dell’  elissoide , progettate  sul  piano  delle  xy  ; ed  è la 
sola  che  qui  ci  è dato  trovare  , perchè  la  ricerca  dell'  equa- 
zione finita  di  esse  appartiene  al  Calcolo  integrale. 

In  quanto  poi  agli  umbilichi,  rammentando  che  l' equazio- 
ni (U)  le  quali  unitamente  a quella  della  superficie  ne  deter- 
minano le  coordinate  , debbono  rendere  identica  1’  equazione 
differenziale  delle  linee  di  curvatura , avremo 


xy  = 0 , e Bx * — Ay * — AB  = 0: 

Or  supponendo,  per  fissare  le  idee,  e quindi  A e B 

positive , il  porre  x = 0 darebbe  per  y valori  immaginarli  : 
non  resta  dunque  che  a porre 


donde 


= ±|/X=..±  af/Z-S, 


di  elicsi  desume  che  nell' elissoide  vi  ha  quattro  umbilichi 
esistenti  nella  sezione  del  7nassimo  e del  minimo  asse , e che 
le  projezioni  di  tai  punti  sul  massimo  asse  distano  dal  centro 
pel  ritrovato  valore  di  x. 

397.  Sebbene  la  ricerca  delle  linee  di  curvatura  spetti  ge- 
neralmente al  Calcolo  integrale,  pure  a cagione  delle  loro  pro- 
prietà riesce  facilissima  in  talune  superficie.  Infatti  , le  due 
linee  di  curvatura  che  movono  da  un  punto  qualunque  essendo 
perpendicolari  tra  loro , e cosiffatte  , che  le  normali  alla  superfi- 
cie dai  punti  successivi  di  ciascuna  s' incontrino  la  prima  colla 
seconda  , la  seconda  con  la  terza  , ecc.  talché  a due  a due 
esistono  in  un  medesimo  piano  ; si  vede  facilmente  , che  nelle 
superficie  sviluppabili  le  lince  della  minima  curvatura  debbano 
essere  lo  rette  generatrici,  non  perchè  queste  generatrici  sou 
lince  rette  , ma  perchè  il  contatto  di  ogni  piano  tangente  colla 
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superficie  ha  luogo  ( n.  383  ) secondo  una  intera  generatrice  , 

e perciò  le  normali  alla  superficie  lungo  questa  generatrice  , 
anzi  che  a due  a due  son  tutte  in  un  medesimo  piano. 

Di  più  si  vede  , che  in  particolare  nelle  superficie  cilin- 
driche le  linee  della  massima  curvatura  debbano  essere  le  se- 
zioni perpendicolari  alle  rette  generatrici  (fig.  61),  perché 
le  normali  alla  superfìcie  da  tutti  i punti  del  perimetro  di 
una  stessa  di  tali  sezioni  , esistono  ancora  visibilmente  nel 
piano  di  essa.  Nelle  superficie  coniche  poi  , siccome  la  se- 
zione che  è perpendicolare  per  esempio  alla  generatrice  OM 
( fig.  65  ) nel  punto  M,  e che  fornisce  ( «.  39 i ) il  primo 
elemento  Mm  dell’altra  linea  di  curvatura  , può  aversi  come 
perpendicolare  anche  alla  generatrice  ini  meri  latamente  pros- 
sima Om  , stante  che  1’  angolo  MOm  è un  infinitesimo  , ne 
viene  in  conseguenza  che  OM  ed  Om  possano  stimarsi  eguali  ; 
ma  nel  modo  stesso  può  dimostrarsi  0wi  = 0mI  = 0mt=...  , 
dunque  la  linea  di  massima  curvatura  M sarà  quella 
che  producesi  nella  superficie  dalla  sfera  di  centro  O e di  rag- 
gio OM.  Finalmente  , osservando  che  in  ogni  superficie  di 
rotazione  le  normali  condotte  dai  punti  di  una  stessa  curva 
meridiana  esistono  nel  piano  di  questa  curva  , e che  quelle 
menate  dai  punti  di  uno  stesso  parallelo  concorrono  tutte  in 
un  medesimo  punto  dell' asse  di  rotazione,  si  desume  che  i 
meridiani  e i paralleli  ( altronde  perpendicolari  gli  uni  agli 
altri  ) sieno  le  due  specie  di  linee  di  curvatura  che  ammette 
la  superficie.  È dunque  facilissima  la  costruzione  delle  linee 
di  curvatura  nelle  superficie  cilindriche  , nelle  superfìcie  co- 
niche , e in  quelle  di  rotazione  , che  sono  le  più  spesso  ado- 
perate nelle  arti  ; poiché  nelle  prime  sono  le  rette  generatrici 
e le  sezioni  ad  esse  perpendicolari , nelle  seconde  sono  le  rette 
generatrici  e le  curve  prodotte  da  sfere  aventi  per  centro  comune 
i'  laro  vertici , e nelle  superficie  di  rotazione  sono  i meridiani 
e i paralleli. 

Qualunque  poi  sia  la  superficie  che  si  considera , meritano 
particolare  attenzione  le  superficie  che  nascono  dalle  normali 
ad  essa  pei  punti  successivi  delle  sue  due  specie  di  linee  di 
curvatura  ( fig.  63  ) ; e ciò  perchè  tali  superficie  essendo  a 
un  tempo  sviluppabili  , e perpendicolari  non  meno  tra  loro 
che  alla  superficie  primitiva  , il  loro  uso  torna  utilissimo  nella 
Stereotomia. 

Cale.  Diff.  i 1 
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Curvo  di  livello,  e curve  di  massimo  pendio. 

398.  Cunv.  di  Invilo  — Lo  curve  cosi  chiamate  meritane 
attenzione , perchè  nelle  carte  topografiche  servono  a rappre- 
sentare fedelmente  la  l'orma  del  terreno.  Esse  non  sono  che  le 
sezioni  prodotte  da  piani  orizzontali  nella  superficie  naturale 
del  terreno  , e da  ciò  nasce  che  supponendo  i detti  piani 
equidistanti  fra  loro  , le  projczioni  orizzontali  delle  curve 
riusciranno  più  vicine  tra  esse  dove  il  pendìo  naturale,  del 
terreno  è maggiore.  E in  pari  tempo  le  sinuosità  diverse  di 
tali  curve  rappresenteranno  fedelmente  i diversi  movimenti 
del  suolo  , per  isvariati  che  sieno. 

La  costruzione  pratica  delle  linee  di  livello  è di  compe- 
tenza della  Topografia  , perchè  la  superficie  naturale  del  suolo 
non  è in  generale  suscettiva  di  rigorosa  definizione,  e quindi 
di  equazione.  Nondimeno  torna  utile  il  vedere  quali  esse  siano 
nelle  superficie  propriamente  dette , e ciò  d’altronde  è sempli- 
cissimo (piando  si  conosca  l'equazione  finita  della  superficie, 
perchè  non  si  tratta  che  di  combinare  questa  equazione  con 
quella  di  un  piano  orizzontale  ; talché  supposto  verticale  l'asse 
delle  z , le  linee  in  discorso  verranno  rappresentate  dal  sistema 
dell’  equazioni 

F[x  , y , z)  = 0 , z = c , 

dove  c esprime  un  valor  costante,  uguale  all’ordinata  ossia 
all'altezza  del  punto  pel  quale  si  vuol  far  {tassare  la  linea 
di  livello  ; e la  proiezione  della  curva  di  livello  sul  piano 
orizzontale  verrà  indicata  semplicemente  dall’  equazione 

f[x,y,c)^0.  (L) 

Or  siccome  in  questa  equazione  il  valore  di  c è quello 
che  particolarizza  la  proiezione  della  curva  di  livello  , cosi 
un  carattere  comune  a tutte  queste  proiezioni  verrà  espresso 
da  un’  altra  equazione  che  derivi  dalla  precedente  e non 
contenga  c,  la  (piale  si  avrà  eliminando  c tra  essa  precedente 
e la  sua  equazione  differenziale.  (.blindi  se  l’equazione  della 
superficie  si  supponga  , por  semplicità , della  forma  z = f[ir  , »/) , 
avendosi  dz  = fn/x^i/dy , ed  essendo  nel  tempo  stesso  d 3=0 
a causa  dell  equazione  s.s=c  che  dee.  coesistere  a quella  della 
superficie  , sai  a 

pil.r  -f-  t/dy  = ù (</L) 
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l’ equazioni)  differenziale  delle  projezioni  di  lulle  le  curve  di 
livello;  e lo  sarà  pure  nel  caso  dell’equazione  più  generale 
F[x  , y , z)  » 0 della  superficie  , purché  allora  si  supponga 
che  dalle  derivate  parziali  p e </  si  elimini  z mediante  f equa- 
zione stessa  della  superitele. 

399.  Linea  del  massimo  pendìo  , a partire  da  un  punto 
dato  sopra  una  superficie , è quella  di  cui  ciascuna  tangente 
inclinasi  all’orizzonte  più  che  ogni  altra  tangente  della  su- 
perficie nel  punto  del  contatto.  Or  siccome  tutte  queste  tan- 
genti della  superficie  in  un  medesimo  punto  esistono  nel  piano 
tangente , quella  tra  esse  che  è perpendicolare  alla  traccia 
orizzontale  di  questo  piano , formerà  evidentemente  il  maggior 
angolo  colf  orizzonte.  Adunque  ogni  tangente  della  linea  di 
massimo  pendio  tracciata  sopra  una  superficie,  vuol  esser  per- 
pendicolare alla  traccia  orizzontale  del  piano  tangente  della 
superficie  nel  punto  del  contatto , e per  necessaria  conseguenza 
debb'  esser  tale  anche  la  projezioue  della  tangente. 

Ciò  posto , supponendo  che  1’  asse  delle  z sia  verticale  , 
e dinotando  al  solito  con  x , y le  coordinate  di  un  punto 
qualunque  della  projezione  orizzontale  della  linea  del  massimo 
pendio , la  sua  tangente  , e la  traccia  del  piano  tangente  alla 
superficie  nel  punto  (x  , y , z)  verranno  espresse  dall'  equazioni 

y'  — yz=ÙL(x'—x)  , - z=s  p(x'—x)  + q(y'  — y)  ; 


e queste  rette  dovendo  essere  perpendicolari  tra  loro , si  avrà 
f equazione  di  condizione 


= q~  . t>  vero  pdy  = qdx  , 


(dP) 


la  quale  , ridotta  alle  sole  variabili  x , y mediante  1*  equa- 
zione della  superficie  , sarà  1’  equazione  differenziale  della 
projezione  della  linea  dimandata. 

400.  La  ricerca  dell'  equazione  finita  di  questa  linea  appar- 
tiene al  Calcolo  integrale  ; ma  ciò  non  ostante  possiamo  addurre 
qualche  esempio  di  superficie  curve  , dove  la  determinazione 
delle  linee  di  massimo  pendìo  non  è guari  più  difficile  di 
quella  delie  linee  di  livello.  Sia  infatti  l'equazione  generale 
delle  superfìcie  di  rotazione  intorno  all'asse  delle  z (n.  369) 


*- *(*•  + *•): 
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avremo  subitamente  p = 2a*ì'(wm  -f-  y')  , q «o  %w'(osm  4.  y')  , 
con  che  i’  equazione  (dP)  diverrà 

Jffdy  ydx 

acdy  — yd®  = 0 , ovvero  • ss»  0 , 

e siccome  la  frazione  che  ne  costituisce  il  primo  membro  è 
il  differenziale  esatto  di  ^ , la  primitiva  di  essa  equazione 
sarò 

= c , ovvero  y = ex  , 

dinotando  c una  costante  che  risalta  determinata  quando  sia 
dato  nella  superficie  il  punto  pel  quale  vuol  farsi  passare  la 
linea  del  massimo  pendio  ; perchè  allora  dovendo  sussistere 
la  ritrovata  primitiva  per  la  co  e per  la  y del  punto , se  queste 
due  rette  si  chiamino  a e b , avremo 


b — ca,  e quindi  ay  =3  bx. 


Generalmente  l’equazione  y = ex  esprimendo  piani  che 
passano  per  l asse  delle  z , e questi  producendo  nella  superficie 
i così  detti  meridiani  di  essa , ne  viene  in  conseguenza  che 
nelle  superficie  di  rotazione  ad  asse  verticale  sieno  i meridiani 
le  linee  del  massimo  pendìo  : come  di  leggieri  si  potea  prevedere. 
È poi  evidente  che  in  queste  superficie  le  linee  di  livello  non 
siano  diverse  dai  paralleli. 

Sia  inoltre  l’equazione  generale  («.  368)  dei  conoidi  retti 


e supponiamo  ancora  che  l’ asse  delle  z , il  quale  è ad  un 
tempo  l’asse  dei  conoidi,  sia  verticale. 

Facendovi  z=c  , sarà  c = $0:^  > onde  altresì  ^=C, 

ovvero  y=.Cx:  dal  che  si  rende  palese  che  le  linee  di  livello 
non  sono  in  projezione  che  linee  rette , come  la  generazione 
stessa  della  superficie  lo  indicava. 

D’altra  parte  poi  essendo 


P 


dz 


dx 
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l’ equazione  (rfP)  diverrà  in  questo  caso 
ydy  -f-  adw  * 0 , 

e ci  darà  immediatamente  per  sua  primitiva 
y*  + = o*  -+■  6*  , 

chiamando  a e b le  ascisse  del  punto  per  cui  si  vuol  far  pas- 
sare la  linea  del  massimo  pendio.  Adunque  in  ogni  conoide 
retto  e di  asse  verticale,  le  linee  del  massimo  pendìo  sono 
proiettate  su  cerchi  aventi  per  comun  centro  la  proiezione 
dell’ asse. 

Questo  notevole  risultamento  può  confermarsi  con  la  Geo- 
metria ; poiché  le  linee  di  livello  del  conoide  essendo  le 
generatrici  rettilinee  di  esso  , e queste  generatrici  avendo  per 
projezioni  orizzontali  altrettante  rette  che  a guisa  di  raggi 
vettori  passano  pel  punto  in  cui  si  projetta  1'  asse  verticale 
del  conoide  , ne  viene  in  conseguenza  che  la  proiezione  della 
linea  del  massimo  pendìo  , la  quale  pel  n.°  precedente  dee 
avere  tutte  le  sue  tangenti  perpendicolari  ai  detti  raggi  vettori, 
non  potrebb’  essere  che  un  cerchio  avente  quel  punto  per 
centro. 
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SEZIOXE  PRIMA 

Integrali  indefiniti  dei  differenziali  ad  una  sola  variabile. 


CAPITOLO  i. 

Mozioni  generali  sull'  integrazione  indefinita  , 
e sui  mezzi  di  effettuarla. 


401.  Il  Metodo  o Calcolo  integrale  , inverso  del  differenziale  , 
ha  per  oggetto  il  trovare  le  funzioni  o l’ equazioni  di  cui 
suppongonsi  dati  i differenziali  ; o che  torna  lo  stesso  , il 
trovare  le  funzioni  o 1'  equazioni  primitive  di  cui  si  conoscono 
le  derivate.  Così , per  le  funzioni  di  una  sola  variabile  x , 
supponendo  cognito  il  differenziale  di  primo  ordine  , o però 
della  forma  Xdx  ( dove  X esprime  una  funzione  data  di  x ) , 
il  Calcolo  integrale  si  occupa  della  ricerca  di  quella  funzione 
di  x , che  differenziata  darebbe  Xdx  ; talché  chiamandola  y , 
si  avrebbe 


dy  = Xdx  , 


c quindi 
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L’ importanza  di  questo  Calcolo  è anche  maggiore  di  quella 
del  Calcolo  differenziale  : perciocché  nelle  ricerche  più  diffì- 
cili di  alta  geometria  , e nelle  applicazioni  dell'  Analisi  ma- 
tematica alle  scienze  fisiche  , i risultati  a cui  il  più  delle  volte 
si  perviene , non  sono  da  prima  che  formole  o equazioni  diffe- 
renziali , onde  poco  o nulla  gioverebbero  , se  non  si  cercasse 
ottenere  le  formole  o l’ equazioni  primitive  che  loro  corrispon- 
dono. Al  contrario  , per  mezzo  di  queste  formole  o di  queste 
equazioni  si  fa  palese  la  dipendenza  scambievole  delle  varia- 
bili , e quindi  si  può  calcolare  il  valore  di  quelle  che  si  riguar- 
dano come  funzioni  delle  altre  , allorché  a quest’  altre  si 
attribuiscono  valori  conosciuti  : ciò  che  ordinariamente  è lo 
scopo  a cui  mirano  la  piupparte  delle  ricerche. 

402.  La  funzione  ignota  y , che  differenziata  restituisce  il 
proposto  differenziale  Xdx  , e che  sarebbe  perciò  la  primi- 
tiva di  X , nel  calcolo  integrale  si  chiama  somma  , o som- 
matoria , e più  comunemente  integrale  di  Xdx  ; e 1’  opera- 
zione che  serve  a farne  la  ricerca  dicesi  integrazione,  (a)  In 
essa  funzione  possono  distinguersi  due  parti  : una  emerge 
dalle  regole  del  Calcolo  integrale , e però  non  contiene  se 
non  le  stesse  quantità  contenute  in  X ; 1’  altra  è una  qualsi- 
voglia espressione  o quantità  costante  rapporto  ad  x , che 
si  unisce  alla  prima  per  dare  all’  integrale  la  forma  più  gene- 
rale o completa  di  cui  è capace  ; essendo  chiaro  che  se  Xdx 
è il  differenziale  di  una  funzione  di  x , lo  sarà  egualmente 
dell'  insieme  di  tal  funzione  e di  una  qualunque  grandezza 
o espressione  indipendente  da  x.  Or  la  prima  di  queste  due 
parti  si  suole  indicare  colla  lettera  f posta  innanzi  al  diffe- 
renziale Xdx  , e il  simbolo  fXdx  dicesi  integrale  particolare 
di  Xdx  , laddove  indicando  con  C una  costante  arbitraria  o 
indeterminata  , l’ integrale  generale  , o come  ordinariamente 
si  dice  , completo  di  Xdx  , è J'Xdx  -f-  C , e vuoisi  tenere  per 
indefinito  al  pari  di  C.  Adunque  l' equazione 

dy  = Xdx  dà  l’ altra  y = J’Xdx  + C , 
od  essendo  data  la  prima  , il  trovar  la  seconda  in  funzione 


(a)  Tutte  queste  voci  tengono  ad  una  relazione  importantissima  tra 
il  differenziale  e l’ integrale , che  sari  da  noi  dimostrata  in  luogo  dora 
ne  sentiremo  meglio  l'utilità  o il  bisogno. 


Digitized  by  Google 


Di  CALCOLO  iMfKiàkALK. 


329 

dì  x e delie  costanti  contenute  in  X è ciò  che  dicesi  prendere 
l’ integrale  indefinito  di  Xdx. 

403.  In  ordine  alla  costante  arbitraria  indicata  da  C pos- 
siamo aggiungere  fin  da  ora:  1 ,°  che  detta  F[x)  la  funzione 
di  co  indicata  da  fXdx  , sovente  trovasi  utile  di  porre  la  detta 
costante  sotto  la  forma  — F[c)  -f-  C , scrivendo 

S i=F{x)-F{c)  + C , 

dove  C ritiene  il  significato  di  costante  arbitraria  , e per  c 
si  può  scrivete  qualunque  costante  individuata  ; 2.®  che  quando 
facesse  parte  di  fXdx  il  logaritmo  di  qualche  funzione  di  x . 
sarebbe  lecito  scrivere  la  costante  arbitraria  C come  fattore 
o come  divisore  di  questa  funzione  : difatti  supponendo 

fXdx  = F{x)  + log . (a?)  , 

si  avrebbe  , per  ciò  che  si  è detto  nel  n.°  precedente  , 
y = F[x)  -f-  log  • 3>(®)  ± log . C , 
che  per  le  note  proprietà  dei  logaritmi , vale  quanto 

y = F[x)  log . CQ(x)  , o pure  y = F(x)  + log  ^ , 

a seconda  del  segno  4*  , o del  segno  — innanzi  a log.  6’. 

404.  Dichiarata  sufficientemente  con  ciò  che  precede  la  na- 
tura degli  integrali  indefiniti  , trattasi  di  esporre  i metodi  che 
l’Analisi  fornisce  per  ritrovarli.  Su  di  questo  però  dobbiamo 
osservare  , che  mentre  la  differenziazione  si  può  sempre  effet- 
tuare in  termini  finiti , per  contrario  I'  integrazione  , ossia 
l’ operazione  inversa . non  si  può  eseguire  in  termini  finiti  se 
non  in  certi  casi  particolari , o per  dir  così  di  eccezione , quan- 
tunque la  cosa  non  ripugni  intrinsecamente  ; perchè  in  sostanza 
l’ integrale  indefinito  di  Xdx  equivale  ( n.  222  ) all’  area  della 
curva  espressa  dall’  equazione  y—  X , a contare  dall’ordinata 
corrispondente  ad  x , fino  ad  un’  altra  qualunque  che  non 
varii  con  x.  Quindi  per  la  integrazione  in  termini  finiti  di 
numero  , non  rimane  che  la  risorsa  di  ridurre  il  differenziale 
proposto  ad  uno  o più  di  quei  tanti  , che  abbiamo  trovati 
nel  Calcolo  differenziale  , e che  si  contengono  la  piupparte 
nei  n.à  55  , 60  e 61. 

A compiere  siffatta  riduzione  ognun  vede  che  debbono 
servire  , da  una  parte  i mezzi  che  1'  Analisi  possiede  per 
Cale.  Int.  42 
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cangiar  la  l'orma  delle  funzioni  onde  i differenziali  sono  affetti , 
e da  un’  altra  parte  i principii  del  Calcolo  differenziale  , 
gl'  inversi  dei  quali  forniscono  altrettanti  principii  di  Calcolo 
integrale.  In  quanto  ai  mezzi  di  trasformare  le  funzioni  , 
possiamo  qui  indicare  : 1 0 la  decomposizione  in  parti , che 
racchiude  implicitamente  lo  sviluppo  in  serie  infinita  ; 2.°  il 
cangiamento  della  variabile  , col  quale  sovente  le  funzioni  si 
riducono  da  polinomie  a monomie,  da  frazionarie  ad  intere, 
da  irrazionali  a razionali  , e da  trascendenti  ad  algebriche , 
o a trascendenti  d’altra  specie;  3.°  e la  decomposizione  in 
fattori. 

405.  Rispetto  poi  ai  principii  di  Calcolo  differenziale  a 
richiamare  , bastano  qui  ì tre  primi  enunciati  nel  n.°  66  ; 
poiché  gl’  inversi  di  essi  costituiscono  del  pari  i tre  principii 
generali  più  semplici  di  Calcolo  integrale.  I due  primi  di 
questi  si  enunciano  : 

1 . °  /’  integrale  della  somma  di  più  differenziali , è lo  stesso 
che  la  somma  de  loro  integrali  rispettivi; 

2. °  /’  integrale  del  prodotto  di  un  fallor  costante  per  un 
fattor  differenziale , è lo  stesso  che  il  prodotto  del  fattor  costante 
per  /’  integrale  del  fattor  differenziale  ; i quali  due  principii 
tornano  utili  in  una  infinità  di  occasioni.  Il  terzo  poi  dei  citati 
principii  di  Calcolo  differenziale  , venendo  espresso  analitica- 
mente  dalla  formula 

d.uv—  udv  + vdu  , 

I'  inverso  di  esso  , pel  primo  dei  due  anzidetti  e per  la 
definizione  dell'integrale,  sarà  in  linguaggio  analitico 

Jtulv  -f-  feda  =»  uv  ; 

onde  risultandone 

Judo  =»  uv  — . f‘»du  , (P) 

si  desume  per  terzo  principio  di  Calcolo  integrale  : 

3. °  l'integrale  del  prodotto  di  una  funzione  pel  differen- 
ziale di  un'  altra  funzione  è lo  stesso  che  il  protlolto  delle  due 
funzioni , toltone  l' integrale  del  prodotto  della  seconda  funzione 
pel  differenziale  della  prima. 

L'  applicazione  di  questo  principio  con  denominazione 
speciale  dicesi  integrazione  per  parti. 

406.  Foco  dunque  affacciarsi  r mediante  la  combinazione  di 
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questi  principi!  cogl'  indicali  mezzi  di  trasformazione  die 
l’ Analisi  possiede  ) Ire  melodi  di  ricerca  , per  ridurre  un 
differenziale  qualunque  ad  uno  o più  altri  di  coguile  funzioni 
primitive  , e con  ciò  di  integrazione  immediata.  Souo  essi  : 

1 . °  la  decomposizione  del  proposto  differenziale  in  parti , 
che  in  sostanza  equivale  al  primo  degli  anzidelti  principii  , e 
che  si  usa  principalmente  (come  bentosto  vedremo)  nell’iu- 
tegrazione  dei  differenziali  razionali  ; 

2. °  il  cangiamento  della  variabile , il  cui  uso  è frequen- 
tissimo nella  integrazione  dei  differenziali  di  ogni  specie,  ma 
soprattutto  dei  differenziali  irrazionali  ; 

3. °  e /’  integrazione  per  parli , che  trovasi  utile  io  una 
infinità  di  esempii  , e in  particolare  nei  differenziali  trascen- 
denti. La  forinola  (P)  che  la  esprime  analiticamente,  tradotta 
in  linguaggio  comune,  ci  mostra  che  l’integrazione  per  parli 
si  effettua  1.°  decomponendo  il  proposto  differenziale  in  due 
fattori  , uno  finito  , e 1’  altro  infinitesimo  e di  cognito  inte- 
grale ; 2.°  moltiplicando  questo  integrale  ora  pel  fattor  finito , 
ora  pel  differenziale  di  questo  medesimo  fattore  ; 3.°  e infine 
togliendo  dal  primo  di  questi  prodotti  l’integrale  del  secondo  , 
che  è il  nuovo  integrale  da  cui  si  fa  dipendere  l’ integrale 
cercato.  Se  per  avventura  il  nuovo  integrale  e quello  che 
si  cerca  sono  iu  rapporto  costante  , 1’  equazione  (P)  non  avrà 
d’ ignoto  se  non  un  solo  integrale,  che  si  troverà  subitamente 
risolvendo  1’  equazione  per  rapporto  ad  esso  integrale  preso 
per  incognita  ; ma  ciò  non  avviene  che  di  rado , e punto  non 
costituisce  1’  oggetto  dell’  integrazione  per  parli  , la  quale  ò 
ordinata  a far  dipendere  1’  integrale  cercato  da  un  altro  di 
forma  più  semplice,  col  fine  di  pervenire  mercè  la  ripetizione 
uniforme  dello  stesso  metodo  ad  un  integrale  cognito.  E 
siccome  la  decomposizione  del  proposto  differenziale  in  due 
fattori  può  variare  indefinitamente , ognun  vede  che  in  generale 
è possibile  di  raggiugnere  l’ indicato  fine. 

Adunque  coi  detti  tre  metodi  abilmente  combinati  e pra- 
ticati , si  cercherà  di  compiere  1 integrazione  in  termini  finiti  , 
ma  dove  ciò  non  riesca  , vi  ha  siccome  4.°  metodo  V inte- 
grazione per  serie  ; e potremmo  anche  aggiugnere  siccome  5.u 
metodo  d integrazione,  quello  che  dicesi  integrazione  appros- 
simativa, se  il  medesimo  non  riguardasse  propriamente  gl  in- 
tegrali definiti,  dei  quali  sarà  qmstione  più  lardi. 
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Gli  esempii  svariati  e moltiplici  dei  seguenti  capitoli  di 
questa  sezione  , metteranno  in  piena  luce  i quattro  metodi  di 
integrazione  , dei  quali  non  si  sono  qui  date  se  non  le  no- 
zioni generali. 


-CAPITOLO  II. 


Integrazione  dei  differenziali  razionali. 


407.  Dal  n.°  60  , 1.°  abbiamo  d.axm=amaxm  'don.  Dunque 
per  la  definizione  dell'  integrale  particolare  . sarà 

fmaxm~'dx  = ax"  ; 

ma  pel  secondo  dei  principii  enunciati  nel  n.°  405  , si  ha 
fmaxm~~tdx  = mfaxm~'dx  , 

_ axm 

dunque  mjaxm~'dx=ax’n  , e quindi  faxm'  — Or 

da  questa  forinola , cangiandovi  m in  1 a fine  di  tradurla 
con  più  naturalezza  in  linguaggio  comune  , si  desume 

faxmdx  = ^1*  , (A) 

e quindi  la  regola  : che  per  integrare  il  prodotto  di  una  quan- 
tità costante  per  una  potenza  costante  di  nna  variabile  , e pel 
differenziale  della  stessa  variabile , o più  brevemente  : per 
integrare  un  monomio  differenziale  algebrico , basta  aumentare 
in  esso  l’ esponente  della  variabile  di  una  unità  , e dividere 
ciò  che  ne  risulta  per  l’  esponente  così  aumentato , e pel  diffe- 
renziale della  variabile. 

408.  Tra  gli  esempii  di  monomii  differenziali  che  potremmo 
addurre  , noteremo  il  seguente  di  forma  frazionaria 


f—'=fx—dx  = 
•/  ® 


arn^  * 


„ _ ..  . _ (n—  l)*"-1 

Ed  un  caso  particolare  di  questo  esempio  è quest’  altro 

/dx  1 

-r*  * 1 


che  per  essere  il  più  semplice  integrale  algebrico  di  un  dif- 
ferenziale frazionario  . torna  utile  il  tradurlo  in  regola  astratta: 
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l integrale  di  una  frazione  il  cui  numeratore  pareggia  il  dt/fe- 
renziale  della  radice  quadrata  del  denominatore  , è uguale  a 
meno  l'  unità  divisa  per  la  stessa  radice. 

409.  La  regola  dei  monomii,  ossia  la  forinola  (A)  è in  difetto 
nel  caso  singolare  in  cui  m = — 1 , perchè  allora  dà  per  ri- 


sultato - , in  vece  di  dare  una  funzione  di  x.  Ma  per  questo 


caso  abbiamo  direttamente 


=alx , 


in  virtù  del  n.°  55  ; onde  possiamo  affermare  cou  una  regola 
speciale  : che  l' integrale  di  un  monomio  differenziale  algebrico 
in  cui  l' esponente  della  variabile  è — 1 , si  ottiene  cangiandovi 
questa  potenza  negativa  della  variabile  nel  logaritmo  neperiano 
della  stessa  variabile  , e sopprimendone  il  differenziale.  Può 
anche  dirsi  , e gioverà  molto  il  ricordarsene  : che  l’ integrale 
di  una  frazione  il  cui  numeratore  è il  differenziale  del  denomi- 
natore, pareggia  il  logaritmo  neperiano  del  denominatore. 

* Merita  nondimeno  di  essere  notato , che  ancora  questo 
caso  di  eccezione  può  desumersi  dalla  regola  generale  dei 
monomii  , scrivendo  ( n.  403  ) l’ integrale  di  axmdx  sotto  la 
forma 


ajrm4'1  — <icm  '■* 
*n-f- 1 


Infatti,  osservando  che  questa  espressione  dà  1 integrale  di 
axmdx  pei  valori  di  m diversi  ma  comunque  vicini  a — 1 , 
potremo  cercare  quello  che  prende  quando  m = — 1 , riguar- 
dandola come  una  funzione  di  m.  Ór  colla  regola  data  nel 
n.°  144  si  ha  bentosto  per  m = — 1 : 


ax*"+'  — ac™-*-1  0 

m+ 1 Ó 


a#™-*-  Hx  — acm~h‘tc  , , 

; =s  a Ix  — ale  : 


il  che  si  accorda  benissimo  col  risultato  precedente,  (a) 


(a)  È anche  utile  osservare  ( perchè  in  seguito  si  presenterà  di  bel 
nuovo  ) il  sintonia  col  quale  si  annunzia  il  cangiamento  di  natura  che 

lubisce  la  formola  — —j , o piuttosto  1’  altra  5 , pel  ca- 

*0 in  cui  m = — 1 , nel  quale  di  algebrica  diviene  trateendente  : e 
vogliam  dire  che  la  medesima  risulta  da  principio  infinita , o piuttosto 
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410.  Non  vi  ha  dunque  mouomiu  differenziale  algebrico  , 
che  non  possa  integrarsi  mediante  I'  una  o I'  altra  delle  dette 
regole  , e lo  stesso  dee  ritenersi  per  qualunque  polinomio 
differenziale  algebrico,  stante  il  primo  dei  principe  stabiliti 
nel  n.°  405.  Ma  oltre  a ciò,  sovente  possono  integrarsi  anche 
taluni  differenziali  , che  nè  sono  monomii  nè  equivalgono  a 
polinomi? , ma  che  si  riducono' a monomii  o a polinomii  me- 
diante un  convenevole  cangiamento  della  variabile. 

Sia  per  esempio  il  differenziale  Axmdx[a  -f-  bxn)p.  Que- 
sto non  equivale  ad  un  numero  tinito  di  monomii  in  x , se 
non  quando  p si  suppone  intero  e positivo  ; nondimeno  , se 
fosse  m = n — 1 , ridurrebbesi  ad  un  solo  monomio  in  z 
(qualunque  si  fosse  il  valore  di  p ) facendo  a-\-bx"  = z , e 
quindi  nbxn~,dx  = dz.  Per  tal  caso  dunque  , non  raro  a 
presentarsi  , avremo 


A (a  + bxn)P-*~M 
nb  p + 4 


e nel  caso  anche  più  semplice , ma  pur  facile  ad  incontrare , 
che  fosse  p — — \ , la  medesima  sostituzione  ci  darebbe 


f 


'Ax"—1  dx 


a+bxn 


1 s/r  “ a 


Oltre  a ciò  , osservando  che  la  cosa  procederebbe  affatto 
nello  stesso  modo  , quando  anche  nei  differenziali  espressi 
in  z la  z vi  rappresentasse  qualunque  funzione  di  x , sia 
algebrica  sia  trascendente , potremo  affermare  che  quando  un 
differenziale  si  può  risolvere  in  due  fattori , uno  dei  quali  con- 
siste in  una  funzione  qualunque  innalzata  ad  esponente  costante, 
e 1‘  altro  astrazion  fatta  dal  coefficiente  è il  differenziale  di  tal 
funzione,  si  potrà  eseguire  r integrazione  colla  regola  generale 
o di  eccezione  dei  monomii , secondo  che  il  detto  esponente  sarà 
diverso  o lo  stesso  clic  — 1 , bene  inteso  che  nell’  uso  di  tali 
regole , si  applichi  alla  funzione  ciò  clic  in  esse  è detto  riguardo 
alla  variabile. 


che  prende  ui»  forma  indeterminata  , cosicché  per  trovarne  il  valor 
vero  e di  natura  diversa , bisogna  far  uso  delle  regole  che  all’  uopo 
furono  date  nel  capitolo  XIV  del  Calcolo  differenziale 
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* 111.  Per  la  forinola  più  generale 
Axmdx[a  + bx' * + 

dove  supponiamo  che  p sia  intero  o positivo  , non  è punto 
necessario  il  cangiamento  della  variabile  per  compiere  l' in- 
tegrazione in  termini  finiti  , potendo  sempre  effettuarsi  la  po- 
tenza del  polinomio  a -f-  bx"  + ...  Ma  se  avendosi 

per  esempio 

Axm  dx(a  + bx)v  , 

fosse  anche  m un  numero  intero  e positivo , e inoltre  questo 
numero  fosse  minore  di  p , 1’  operazione  della  integrazione 
tornerebbe  più  breve,  cangiando  la  variabile  x nell’altra  z 
mediante  1'  equazione  a + bx  = s ; poiché  da  questa  desu- 
mendosi 

x =s  — , e quindi  dx  = ~ , 

0 b 

il  differenziale  proposto  si  volterebbe  nell’  altro 
p^r-,  zrds(z— a)m  , 

che  sviluppato  costa  di  un  minor  numero  di  termini  , integrali 
i quali  si  restituirebbe  a z il  valor  primitivo  a + bx. 

Il  praticato  cangiamento  di  variabile  , che  è soltanto  utile 
nell’  esposto  caso  , diviene  come  necessario  quando  m è in- 
tero e positivo  senza  esserlo  p.  Ma  quest’  altro  caso  , nella 
ipotesi  che  p sia  intero  e negativo  non  è che  un  caso  molto 
particolare  dei  fratti  differenziali  razionali  , che  qui  appresso 
andiamo  ad  integrare  completamente. 

412.  Nel  capitolo  XIII  del  Calcolo  differenziale  abbiamo 
dato  il  modo  di  spezzare  una  funzione  fratta  e razionale  di  x , 
il  cui  numeratore  fosse  di  grado  inferiore  a quello  del  deno- 
minatore per  rapporto  ad  x , in  altre  funzioni  fratte  della  forma 

A A Mx-hN  Mx+N 

x-a  ’ (x-a)n  ’ (*_•)« +p«  > [(*-«)* + ,9*]"  : 

alle  quali  frazioni  va  inoltre  unito  un  monomio  costante  , o 
un  polinomio  in  x , quando  nella  frazione  proposta  il  grado 
del  numeratore  è uguale  o maggiore  di  quello  del  denomi- 
natore. Dunque  , avendo  provveduto  mercè  le  cose  precedenti 
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alla  integrazione  di  questo  monomio  o polinomio  moltiplicato 
per  dx  , a compiere  l’ integrazione  di  un  fratto  differenziale 
e razionale  non  ci  resta  che  integrare  le  frazioni 
Adx  Adx  (Mx+N)dx  (Mx  -+-  N)dx 
' (*-«)"  ’ (* — *)•-+-; 3'  ' [(*  — *)•  -t-  p'T 
Per  la  prima  abbiamo  immediatamente  ( n.  409  ) 

AKx-a). 

4 <3.  Per  la  seconda  , ponendo  x — a = z , si  ha  dx—dz  , 
e quindi  ( n.  408  ) 

/•Adx  pAdz  A A 

[x—a)n  J z*‘  (n— 1)*” — 1 


414.  La  terza  frazione  è la  stessa  che 


M[x  — *)dx-\-(Mix-\-N)dx  M[x- 
(x — 


• «)dx  _l_ 


(n — l)(x — «)"“• 
{M*+N)dx 


(x— »)*+|3*  1 (x  — •)“-+-/»*  ’ 
e queste  due  si  possono  anche  scrivere  sotto  le  forme 
M 
2 


2(*—> %,  (Ifc  + JV). 


(*— •)’  + !*'  ’ [x—  *)*+(9* 

Scritte  a questo  modo,  abbiamo  per  la  prima  ( n.  409) 

{*  Kx  — *)dx  M p 2vx  a)dx  ^>r/ «1*  4- • 

J [—)'+?  a ^ ;TPJ’ 

in  quanto  poi  alla  seconda  , osserviamo  che  il  fattore  varia- 
bile non  differisce  da  t-  tranne  che  si  veg- 

(, X *)  ~hr  x -f-a 

gono  sostituite  x — x e /3  ad  cc  e n ; ma  sappiamo  dal  n.°  56 
che  nel  cerchio  di  raggio  a , 

, , , d'dx  ...  p dx  Arctanx 

d . Are  tan  x = — , e quindi  /— — , 

x‘H-01  ^ «/  x -t-a  a*  ' 

dunque  in  questa  formola  cangiando  a?  cd  a in  x — *e/3, 
sarà  , nel  cerchio  di  raggio  /?  , 

d(x  — a)  Are  tan  (x  — *) 


Jk 


> -»»)+?» 

e però  avremo 

A')dx 


fi 


M»  + A' 


[x  — *')  + ? 


Are  tan  (.r  — x)  , 
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0 piuttosto 


{Mji-\-N)dx 
(*-*)•  + /»• 


Ma-i-N 


are  tan 


x — « 


rapportando  l' arco , secondo  I’  uso  comune  , al  cerchio  di 
raggio  4 , mediante  la  nota  forinola  trigonometrica 


Are  tan  (.r— *)  = /3  are  tan 


X — a 


(■) 


Unendo  ora  insieme  i dtie  integrali  , avremo 


(Jfo-f-iV)rf* 

(x-»)N-P* 


*)*+£*]+  — jr— arc  ,an 


formola  dalla  quale  si  scorge , che  l' integrale  del  differen- 
ziale frazionario  avente  per  numeratore  un  binomio  di  primo 
grado  , e per  denominatore  un  trinomio  duplice  reale , (b) , si 
compone  generalmente  da  due  trascendenti  , uno  logaritmico 
e l' altro  circolare,  (c) 

415.  Finalmente  passando  alla  quarta  frazione  , abbiamo 

(A/ar-t-jV)<te  _ M[x — »)dx  (M*-hN)dx 

[(*— *)*-(— /S*]"  “ [(*— + [lx— ’ 
ina  la  prima  di  queste  parti  potendosi  scrivere  sotto  la  for- 
ma M(x — « a.)dco . [(.r  — *)’  -+•  j3*]-n  . ci  presenta  due  fattori. 


(8)  Questa  formola , dove  sarebbe  permesso  mutare  la  caratteristica 
lan  nette  altre  »en , co s , ecc.  è una  conseguenza  della  proporzionalità 
degli  archi  simili  e delle  loro  linee  trigonometriche  ai  raggi  ; e noi 
abbiamo  indicati  gli  archi  dei  due  membri  colle  caratteristiche  Are  ed 
are  per  significare  che  il  raggio  del  primo  arco  vien  espresso  da  una 
lettera  , che  nel  caso  attuale  è p , e quello  del  secondo  dall’  unità. 

(b)  Cosi  alcuni  chiamano  la  formola  [x  — . da  che  sebbene 

reale,  rappresenta  il  prodotto  dei  dne  fattori  immaginarii  x—x-j-pl/ — 1 
ed  x — a — pi/ — 1. 

(c)  Questo  integrale  potevasi  anche  trovare  col  cangiamento  della 

variabile  , ponendo  x — «=r  , o meglio  ancora  x — ; ma  noi 

abbiam  voluto  mostrare  come  alcune  volte , senza  cangiar  la  variabile* 
il  differenziale  proposto  si  trasforma  in  modo  che  torni  composto  per 
rapporto  a qualche  funzione  di  x , come  è composto  rapporto  ad  x 
un  differenziale  di  cognita  primitiva  ; dopo  di  che  , sostituendo  quella 
funzione  ad  x in  questa  primitiva,  si  ha  nel  risultato  l' integrale  richiesto. 

Cale.  hit.  43 
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imo  dei  quali  è una  finzione  innalzata  all'  esponente  — n 

diverso  da  1 , e I’  altro , astrazion  fella  dal  coefficiente  Jtf 

è il  differenziale  di  tal  funzione;  dunque,  senza  più,  con  la 
regola  enunziata  nel  n.°  410  avremo  per  tal  parte  : 

1 H(x— *)<fce  _ _J£ 

4-(31]"  2(n— l)[(a?  — »),-H(3,l— ' > V ' 

Riguardo  poi  alla  seconda  parte , essa  col  porre  x — *=/9s , 
donde  x <=  » + 0z  , e dx  = pdz  , si  cangia  nel  prodotto 

{M*+N)  dz però  la  quistione  riducesi  ad  integrarne 

fza-4“l)n  * * ^ 

il  secondo  fattore.  A tal  fine  essendo  identicamente 

X*di 


/-> 

[(*-»)*■ 


dx  (am4-l  )dz—x*dz 


dz 


(a'+lf 

sarà  del  pari 


(**-M)*' 


z*  dz 


y-%  dz  p dz  p z dz 

i?+ir +i)"-*  J(**+W 


(B) 


Il  primo  di  questi  due  integrali  è più  semplice  del  ri- 
chiesto , m quanto  l’esponente  del  binomio  z*+  I vi  si  trova 
diminuito  di  una  unità , e noi  sappiamo  che  sarebbe  cognito 
ed  espresso  ( a.  t>&  ) da  are  tan  z.  se  fosse  propriamente  *■ 
Vale  dunque  la  pena  di  cercar  di  ridurre  ad  un  integralo 
consimile  anche  il  secondo:  e ciò  basta  per  accennare  alla 
integrazione  per  parti.  Il  tipo  di  questo  metodo  e la  forinola 

fudv  sa  MV—^Jdìdn  y (P) 

c nell  uso  della  medesima  , come  lo  abbiam  detto  nel  n * 406, 
il  differenziale  proposto  , che  si  fa  corrispondere  a udv , vuol 
essere  decomposto  in  due  fattori,  tali:  1.°che  quello  il  quale 
corrisponde  a dv  si  sappia  integrare  , 2.°  che  sia  vati  piu 
semplice  di  udv.  Ma  supponendo  nel  caso  nostro 

„ = e dv  = [z^)n  = »k  • (z*  4-  T"  » 

si  ha  du  = dz  , e pel  n .°  410,  « =»  "*•  ' 

dunque  trovandosi  adempiute  le  dette  due  condizioni , la  sostitu- 
zione di  questi  valori  nella  forinola  (P)  ci  darà  con  vantaggio 
/,  2* da  * . t P d* 

tTTTW  *“  2(n  — !)(**-!- + (»‘+  '*r‘  ’ 
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e sostituendo  in  (B)  questa  espressione  del  suo  ultimo  inte- 
grale , avremo  la  forinola  di  riduzione 

p dz  z , 2 n — 3 p dz  /114 

MmT  “*  2{» — + 2(«— !),/(>  + !)"-»* 

Coll’  uso  di  essa  ognun  vede  che  si  fa  dipendere  l’ integrale 
cercato  da  un  altro  della  stessa  natura  , ma  dove  l’esponente 
di  s * -f  I trovasi  diminuito  di  una  unità  ; onde  si  desume  che 
nella  stessa  forinola  cangiando  successivamente  n in  n — 1 . 
in  n- i-2  , in  n — 3 , ...  e finalmente  in  2 , i nuovi  inte- 
grali cui  si  ridurrà  il  dimandato  saranno 

p dz  p ds  p dz  p dz 

J * ’ J (*»-+•!)—  ’ J{z*  + 1]'*-4-  ’ ' ■ 


'+1 


’ «/(*»- hi)"-’  ’ + 

1’  ultimo  dei  quali  sappiamo  essere  are  tan  z.  (a) 

Trovato  così  l’ integrale  A»  ■ , in  esso  si  soslitui- 

x — * 


(*•  + *)"  ' 

a 3 , e il  prodotto  di  ciò  che  ne  risulta  per 


aggiunto  ad  (A)  sarebbe  finalmente  1’  integrale  del 


rebbe 
Mx+-N 

p*n—i  1 

differenziale  proposto , cioè  del  differenziale  frazionario  , avente 
per  numeratore  un  binomio  di  primo  grado  , e per  denomi- 
natore un  trinomio  duplice  reale  elevalo  a potenza. 

In  conclusione  possiamo  affermare,  che  1’  integrazione  di 
qualsivoglia  differenziale  , razionale  e frazionario  , dipenda 
dalla  risoluzione  dell’  equazioni  algebriche  , la  quale  è indi- 
spensabile a fine  di  spezzarlo  in  differenziali  parziali  ; e che 
L’ integrale  di  esso  può  sempre  esprimersi  con  funzioni  alge- 
briche razionali  , e con  funzioni  logaritmiche  o circolari 


(a)  La  forinola  di  riduzione  (R)  farebbe  dipendere 

Mn  d*  J&Tir =#*=-. 

nel  caso  singolare  di  n = 1 , se  allora  non  prendesse  la  forma  inde- 
terminata oo  — oo.  Ecco  dunque  un  altro  esempio  , in  cui  una  funzione 
dovendo  cangiar  natura  ( poiché  di  algebrica  diviene  circolare  } nel  dare 
ad  una  quantità  da  cui  dipende  un  valor  particolare  , assume  per  tal 
valore  una  forma  indeterminata  , della  quale  però  non  potrebbesi  tro- 
vare il  genuino  valore  colle  regole  del  capitolo  XIV  del  Calcolo  diffe- 
renziare , a motivo  che  la  funzione  di  cui  si  tratta  è in  parte  soggetta 
al  segno  /. 
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CAPITOLO  III 

Integrazione  dei  differenziali  affetti  da  radicali  monomi t, 
o da  radicali  quadrali  di  funzioni  di  \.° o di  2 ° grado. 

416.  Non  occorre  intrattenerci  dei  differenziali  irrazionali 
monomi!  , nè  di  quelli  che  presentano  »n  numero  finito  di 
simili  differenziali  , come  sarebbe 

( ! Ì Y 

-f-  Bit?  4-  . . . / dx  , 

quando  p fosse  intero  e positivo  ; perchè  la  loro  integrazione 
può  sempre  compiersi  in  termini  finiti  , mediante  la  regola 
generale  o di  eccezione  dei  monomii  differenziali  algebrici 
( 407  e 409  ).  A questo  riguardo  saremo  dunque  contenti 

di  segnalare  l’esempio  del  più  semplice  fratto  differenziale 
irrazionale 


che  presentandosi  spesso  merita  di  essere  tradotto  in  questa 
regola  speciale  : 

/’  integrale  di  una  frazione  il  cui  numeratore  è il  differen- 
ziale del  quadralo  del  denominatene  , pareggia  il  doppio  del 
denominatore. 

417.  Dopo  ciò  i primi  differenziali  irrazionali  che  importa 
considerare,  sou  quelli  dove  il  coefficiente  di  dx  è una  fun- 
zione fratta  di  monomii  tutti  o parte  irrazionali , ossia  i diffe- 
renziali della  forma 

a b 

Axi  -|-  Bx?  -P  ...  , 

dx  ; 

m n 

Alari*  A V-+-  . . . 

ma  osservando  che  col  supporre  x = j|  differen- 

ziale dx  torna  espresso  razionalmente  in  z , e i singoli  monomii 
irrazionali  in  x divengono  razionali  in  z , si  rende  manifesto 
che  j1  proposto  differenziale  , che  è irrazionale  in  x risulta 
razionale  in  s ; onde  l’ integrazione  di  esso  potrà  compiersi 
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mediante  il  capitolo  precedente  , per  indi  sostituire  a z il 
valore  irrazionale  in  x cavato  dalla  precedente  equazione 
tra  x e z. 

418.  Tolti  così  di  mezzo  i differenziali  affetti  da  soli  ra- 
dicali monomii , per  ordine  naturale  verrebbero  appresso  quelli 
che  racchiudono  radicali  binoinii  ; ina  i radicali  più  semplici 
e più  ovvii  a presentarsi  essendo  quelli  di  secondo  grado 
ossia  i radicali  quadrali  , ed  anche  per  questa  specie  di 
radicali  , variando  di  gran  lunga  l’ integrazione  col  numero 
di  essi , e col  grado  della  funzione  ai  medesimi  soggetta  , noi 
supporremo  in  questo  capitolo  , che  il  differenziale  proposto 
non  contenga  se  non  radicali  quadrati  di  funzioni  intere  di 
primo  o di  secondo  grado. 

Sia  in  primo  luogo  V a bx  il  solo  radicalo  contenuto 
una  o più  volte  nel  differenziale  proposto  , la  cui  forma  ge- 
nerale sarebbe 

dxf(x  , \/a  + bx) 

quando  f indicasse  una  funzione  algebrica  e razionale  di  x 
e l/fl-}-  bx. 

Ponendo  Va  -I -bx  — z,  si  ha  x — — — e dx  = ; 

0 0 

onde  col  sostituire  a dx  , ad  x,  e al  radicale  Va  -|-  bx 
questi  valori  in  z , il  risultato  sarà  palesemente  razionale  ; 
e lattane  l’ integrazione  colle  teoriche  precedenti , si  tornerà 

in  x surrogando  Va-f-  bx  a z. 

Così  per  esempio  si  trova 

fdxVa  + bx = 5* *5  - Yb  V(«  + bx)*  . 
cd  ancora 

come  si  sarebbe  lunato  colla  regola  del  n.°  410 , senza  ridurre 
i differenziali  alla  razionalità  , che  è il  solilo  ripiego  per 
V integrazione  dei  differenziali  irrazionali. 

419.  Supponendo  ora  che  il  solo  radicale  quadrato  esisteute 


f 


da' 


V' a -f-  bx 
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nel  proposto  differenziale  abbia  sotto  di  sè  una  funzione  di 
secondo  grado  , consideriamo  da  prima  i differenziali 
-4-  Adx  ± Adx  -ArAdx 

l/a*  — b*X*  <*•-+-&•#*  aJ/  6\r*  — a* 

{ quantunque  il  secondo  non  sia  alletto  da  radicale  ) che 
s’  incontrano  spesso  , e che  astrazion  fatta  dalle  costanti 
somigliano  ai  differenziali 

rfcdjc  de.  dx  ~4~  dx 

VT^Z  ' ' 

di  cui  ci  sono  cogniti  gl  integrali  ( ».*  55  e 61  ). 

Con  un  poco  di  attenzione  si  vede , che  ponendo  il  ter- 
mine variabile  dei  denominatori  eguale  al  termine  costante  mol- 
tiplicato pel  quadrato  di  una  nuova  variabile  , cioè  a dire 
ponendo 

6*05*  = a*z*  , donde  boc  — az,  e quindi  bdx  — adz  , 


quei  primi  denominatori  si  cangiano  in  prodotti  di  fattori 
costanti  per  espressioni  fatte  in  * , come  i secondi  denomi- 
natori son  fatti  in  x.  Avremo  dunque  facilissimamente 


> f*  dx  

J Vl'—Z* 

dz 


Adx  A 

Va * —b*x*  b 

/*  Adx  A /» 

J a*+b*x*  1-+-** 

y»  Adx  A_  r <t- 

xVb*x*  — à*  °JzV t*  — 1 


A A bx 

- are  sen  z = -r  are  sen  — 

b b a 


A . lx 
— are  tan  — 

6 a 


ab 


are  tan  z > 


=—  are  sec 

a 


A bx 

= — are  sec  — 

a a 


e basterebbe  cangiare  nei  secondi  membri  le  caratteristiche 
sen  , tan  , sec  , nelle  altre  cos  , col  , cosec  . quando  i diffe- 
renziali soggetti  al  segno /nei  primi  membri  fossero  negativi. 
420.  Parimente  , osservando  che  il  differenziale 


Adx 

Va*x  — b'x' 


non  differisce  dall  altro 


dx 

l/2x  — x% 


di  cui  sappiamo  l'integrale  ( n.  61  ) , se  non  per  le  costanti 
che  vi  si  contengono  ; e di  più  osservando  che 


V a'x-b'x'—by/' alx-x'**hV\*x—x' , 


dove  2*»»  , 
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potremo  cambiare  il  primo  differenziale  nel  prodotto  di  una 
costante  per  un  altro  differenziale  simile  al  secondo  , col 
porre  x=*z.  Così  dunque  avremo 

Adx  A p de  A .4  a*» 

- — 7 / ™ — —lì—t are sen  v . z=±-  are sen  v . — x , 


o pure , in  funzione  dell’  arco  espresso  pel  coseno  , 

Adx  A «' — a b'x 

- ■“  =a  — are  cos  - — . 

*x— b*x'  h ** 

42 1.  Sovente  per  integrare  i differenziali  irrazionali  senza 
prima  ridurli  alla  razionalità  (che  siccome  vedremo  è l' ar- 
tifizio più  generale)  giova  impiegare  l’ integrazione  per  parti. 

Così  per  I integrale  di  dx V a* — x*  , che  s' incontra  in  varie 
applicazioni  importanti  , abbiamo  ( tt.  406  ) 


fdxVa*-  x ' s* xVa'  — x'  4- ■ 

J Va'— a* 

ma  inoltre  abbiamo  identicamente 


yfj*  _ r *'** 

J V a' — x*  Va'—X ' J V a'—x* 

dunque  , sommando  queste  due  equazioni  e dividendo  per  2 
6arà 


fdxv^r^^  • v^~^ + £.  f-J± — 

* Va'—X ' 

Ma  pel  primo  degl  integrali  trovali  nel  n.  419  abbiamo 
r dx 
’ V a'—T * 

dunque  finalmente 


x 

= aro  sen  — 

fi 


JHxVa*  - x*  = | Va'  - x'  + £ are  sen  2 • 

Onesta  forinola  ci  dimostra  che  la  derivata  espressa  dada 
radtee  quadrala  di  una  quantità  costante  e positiva  diminuita, 
del  quadrato  di  una  variabile  h per  primitiva  la  nietà  del  pro- 
dotto della  variabile  pel  radicale , insieme  con  la  metà  del  prodotto 
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della  costante  per  l’  arco  il  cui  seno  è tu  variabile  dirisa  per 
la  radice  quadrala  della  costante. 

422.  Il  differenziale  dxl/a -+•  2bx — x' , che  è un  poco 
più  generale  def  precedente  , assume  una  forma  simile  a que- 
st’ultimo, e si  cangia  in  dzV a -j-6* — z*  col  porre  x=s^z-f-6, 
che  è la  sostituzione  adoperata  in  Algebra  per  liberare  una 
equazione  dal  2.°  termine.  Dunque , essendo  pel  n.°  precedente 

fdzV' rt-f-fr*  — z*= V' a-f-6* — z*+  are  sen  — , 

avremo  , sostituendo  a'  — b a z , 

fdxV'a-^^bx — a-f-26r — ^‘-{-  -‘-^-arc  sen  x b-  ■ 

1 2 l/a-H»* 

Da  questa  forinola  ponendo  a =0  si  desume  l’altra  più 
semplice 

fdxV ' 26sr  — x*  = -i— — \/ 26.r — x'  -f-  ~~  are  sen  —7—  . 

2 0 

che  anche  merita  attenzione. 

423.  Colla  medesima  sostituzione  cangiandosi 


/ _ ' = are  sen  — , 

1/  l^a  -hb*  — ia  f/a-i-é” 

si  ha  pure  immediatamente 

/»  da:  x — b 

/ — — = are  seu  — 

l/(j-|-26x—  x'  Va+b* 


424.  Quando  riesce  malagevole  il  far  dipendere , 0 il  trasfor- 
mare il  proposto  differenziale  irrazionale  in  uno  di  quelli 
anche  irrazionali  trovati  nel  Calcolo  differenziale  , si  cerca 
di  liberare  dalla  irrazionalità  il  dello  differenziale , essendo 
già  provato  che  concessa  la  risoluzione  dell’  equazioni  alge- 
briche , non  vi  ha  differenziale  razionale  che  non  si  sappia 
integrare  in  termini  finiti.  Or  noi  andiamo  a vedere , che 
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nel  caso  tolto  a considerare  in  questo  capitolo , la  riduzione 
del  proposto  differenziale  alla  razionalità  sia  sempre  possibile.* 
La  forma  più  generale  del  radicale  che  produce  l’irrazio- 
nalità in  quislione , sarebbe  V *~j-2j3x±yxm , n>a  essendo  iden- 
ticamente 


V » -f-  Ìj3x  ± yx%  — V y^ — 1“  2 - x rt 


x 


potremo  dare  al  fattor  variabile  di  questo  prodotto  la  forma 
più  semplice  V a + ± x%  , dove  a = - , b = - ; e pò- 

tremo  scrivere  il  differenziale  di  cui  si  tratta  sotto  la  forma 


dxf(x  , 1/ a -j-  ìbx  zh  x*)  : 


bene  inteso  che  la  caratteristica  f dinoti  una  funzione  alge- 
brica e razionale  di  a?  e del  radicale.  Ora  l’ irrazionalità  di 
questa  espressione  si  farà  sparire  diversamente  , secondo  la 
diversità  del  segno  di  x* . 

Sia  primamente  -(-  il  segno  di  x*  sotto  il  radicale.  Dino- 
tando con  : un'  altra  variabile  , si  potrebbe  impiegare  una 
qualunque  delie  tre  sostituzioni  : 

1 .*  Va-^-‘ìbx-\-x'—zzìzx  , 2.“  V a+2ix-+x*— azhxz  , 


3.*  V a+l2bx+x,=V [x — h){x — k)  ={x — h) z , 

nell’  ultima  delle  quali  h e k esprimono  le  radici  dell’  equazione 
che  nasce  fingendo  eguale  a zero  il  trinomio  a + %bx  -j-  x*  : 
infatti  ciascuna  di  tali  sostituzioni  dà  per  x , e quindi  per  dx , 
e pel  radicale , espressioni  razionali  in  s ; ma  per  non  in- 
correre nell’  immaginario  , si  eviterà  la  2.‘  sostituzione  quan- 
do a è negativo  : e si  eviterà  la  3.*  quando  le  radici  h e k 
sono  immaginarie  , il  che  certamente  non  avverrà  quando  a 
è negativo. 

423.  Supponiamo  ora  che  il  segno  di  a?*  sotto  del  radi- 
cale sia  il  — . Iu  tal  caso  non  si  potrà  impiegare  la  sosti- 
tuzione Va  -f  %bx  — x*  = z ± x , analoga  alla  1.*,  perchè 
non  ne  risulta  x razionale  in  z ; ma  se  a è positivo  , si  può 

bene  adoperare  la  sostituzione  V a %bx — ;»*  = Va  ± XZ  , 
analoga  alla  2.a.  Quando  poi  a è negativo  , bisogna  ammet-' 
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tere  che  le  radici  A e k dell’ equazione  che  nasce  froge  ado 
eguale  a zero  il  trinomio  a + 26<c — co*  si  eoo  reali , affinchè 

H radicale  ro+Sb-*»*  sia  reale  esso  stesso  pei  valori 
reali  di  co  compresi  fra  certi  limiti  ; ed  allora  non  resta  che 
la  sostituzione 


k'o-f-  %ba> — x'=V'(x — h)(k — x)  — (x — h)x  , 


analoga  alla  3.®  delle  surriferite  , e che  vale  altresì  quando  a 
è positivo. 

426.  Applichiamo  adesso  queste  trasformazioni  ad  alcuni 
esempii  , e sia  il  primo  l’integrale 


p dx i p 


dx 


1/ a+26x-f-x 


dove  o = - , b 

* r 


t. 

Y 


Per  esso  la  sostituzione  V' a 26® -f- a?*  = z— x ci  dà 

z*—a  **-H2 bz-\-a  , , , — rrr7 — : — r 

a,=i(7?S)  ■ *■’=■  ds‘  ; 

onde  si  ha  immediatamente 


Questa  formola  è per  se  stessa  notevole  , e dalla  mede- 
sima col  restituire  ad  a e b i loro  valori  in  * , (3 , y , e con 
risolvere  l’espressione  che  torna  soggetta  al  logaritmo  in  due 

fattori  , uno  dei  quali  sia  , si  ottiene 

4^7 


^ Vy\V^t  / t/y  Vy 


risultato  in  cui  si  può  omettere  senza  errore  il  termine  ultimo 
e costante , il  quale  allorché  si  tratta  dell’  integrale  completo 
intendesi  compreso  nella  costante  arbitraria. 

È visibile  che  da  questa  formola  non  meno  che  dalla 
precedente  si  desume  I’  altra 

A^=/(x  + i/7T^) , 


che  è un  integrale  ovvio  ad  incontrare. 
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427.  Con  la  medesima  sostituzione  e condotta  di  calcolo. 

1'  integrazione  del  differenziale  dxV a 4-  26®  -f-  ®*  riuscirebbe 
molto  lunga  ; ma  non  sarà  così  adoperando  alcuni  artifizii 
utili  a notare.  Osserviamo  da  prima  che 

Va  ■+•  26®  -f*  ao'  = l^o — 6*  "4*  (6  -f-  ®)*  , 

onde  col  porre  a — 6*  = c , e b-\-x—y  , sarà 

dxV a 4*  26®  -f-  ®*  = dyV  c + J/*  • 

Dopo  ciò  adoperando  la  sostituzione  V c ym  =*z — y , e 
senza  prima  esprimere  y in  z sostituendo  z — y al  radicale 
si  ottiene 


fdy Vc  + y'  =fdy[z  — y)  —fzdy  —fydy  =fzdy  — ' y'  ; 
ma  l'integrazione  per  parti  ci  dà  fzdy=zy — fydz  : dunque 

fdy\/  c + f = zy—  ±y  —fydz. 

Ora  è qui  dove  per  integrare  ydz  toma  opportuno  , se  non 
pure  necessario  , lo  scrivere  per  y il  valore  razionale  in  z 

Z ® ir—  (] 

che  si  desume  dalla  sostituzione,  il  quale  essendo  y=  ~%T~ 
avremo 


“/tt* =i^  - 1/t  “**■  - i *>• 


Dunque  sostituendo  a fydz  questo  valore  nell’  equazione  pre- 
cedente , e riponendo  y -f-  Ve  -f-  y'  in  vece  di  e , si  avrà 
dopo  le  ovvie  riduzioni  , 


fdyVTTf  - | V7 + y*+|  i(y  + Ve  + «/■)  - J- 

Questa  formola  , che  senza  errore  può  riguardarsi  priva  del 
termine  ultimo  , e che  si  presenta  in  varie  applicazioni  , ci 
dimostra  che  la  derivata  espressa  dalla  radice  seconda  del  qua- 
dralo di  una  variabile,  unito  ad  una  costante  positiva  o ne- 
gativa , à per  primitiva  la  metà  del  prodotto  della  variabile  pel 
radicale , insieme  con  la  metà  del  prodotto  della  costante  pel  lo- 
garitmo neperiano  della  somma  della  variabile  e del  radicale. 
E inoltre  da  essa  col  restituire  a c ed  y i valori  a — 6* 
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e b + ® . « desume  immediatamente  1'  altra  più  generale  , 
da  prima  proposta  , 

JdxV  a+2bx-)rx'—l^-V/' a+2bx+x%-ff^-  l{b+x~*-\/  a+2b+x*). 

* 428.  Per  dare  anche  un  esempio  della  sostituzione  indicala 
sul  finir  del  n.°  425 , e per  aver  occasione  di  fare  utili  osserva- 

zioni  e riduzioni  , cercheremo  l’ integrale  di  , 

l/o-f-2 bx  — x* 

che  abbiamo  altrimenti  trovato  , e sotto  forma  ben  semplice , 
nel  n.°  423. 

La  detta  sostituzione  essendo 


\fu-\~  — x*!=\/(x — h){k — x)  = [x — h) s , 

se  ne  desume 


x 


hz*+k  (h-k)zdz  — r-57 (k—h)s 

“7+T  ’ lto=2T??!)r  ■ . 


e quindi  si  ha 
dx 


fi 


J z'+k 


-2  are  tan  z=— 2 are  tati 


cH“ ^jbx—x 

ma  sappiamo  dalla  trigonometria  che 
Sarò  tan 

ed  è noto  dall’  Algebra  che  h -f-  k èa  26  : dunque  , avendo 
riguardo  all’equazione  ( x — h)(k — x)  = a + 2bx — x*  , sarà 


^rclaQSSO=_arelan?,/<*-4>l*-‘> 


A+* — ìx 


fi 


dx 


V a+ìbx — 'X* 


. • . 1/  a-4-26;» — x*  fc — x 

= are  tan ; =arccos- 


b — X 


y'a+b' 


Questo  risultato  non  sembra  conforme  a quello  che  si 
potrebbe  avere  dalla  formola  trovata  nel  n.°  423 , desumendo 
il  coseno  dal  seno  ; ma  ciò  non  accenna  altrimenti  all’  er- 
rore , potendo  uno  stesso  differenziale  corrispondere  a due 
funzioni  che  differiscono  di  una  quantità  costante  : e infatti  , 

se  all’  arco  qui  espresso  pel  coseno  si  aggiunga  3 - , e si 
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ponga  mente  che  in  generale  sen^p  + 3 0 =*  — cos  p , la 


somma  dei  due  archi  avrà  per  seno  1’  espressione  -r - ( 

. , . a -a-  6* 

identica  a quella  del  citato  n.° 

* 429.  Dopo  ciò , se  si  cercassero  gl'  integrali 

J\A  -f-  Bx)dxV a -f  2bx  + x'  , C [A-\~Bx)dx 

**  V a -+-26.r  ip  x*  ' 

listerebbe  spezzare  il  primo  nei  due 

JXA±  Bb)dx V a + 2 bx rp  j?*  +fB(x qp  b)dxV a -f  2bx  + x* , 
ed  il  secondo  nei  due  altri 

p [A±Bb)dx  B p 2(xzfzb)dx 

^ Va-\~2Jbxz^x'  ^’'Va-{-  2bx^:x* 

potendosi  avere  le  prime  parti  di  queste  due  somme  dalle 
formoli!  precedenti , e le  seconde  parti  dalle  regole  date  nei 
n.*  410  e 416. 

*430.  Finalmente,  per  non  lasciare  inapplicala  la  seconda 
delle  sostituzioni  notate  nel  n.°  425  , faremo  l' integrazione 
del  differenziale 

— -dx  , analogo  all’  altro  — -dx 

a: l/a* — b'x'  xf /b'x'  — a* 

integrato  per  archi  di  cerchio  nel  n.°  419  ; e per  questo 
esempio  non  sembra  esservi  sostituzione  piò  acconcia. 

Difatti  , ponendo  analogamente  alla  citata  sostituzione  , 

l/a* — 6*cD*=a — bxz  , si  ottiene  6a;  = 2flz — bxz'  , (1) 

da  cui 

bdr='2adz — bz'dx — 2b.rzdz  , ossia  b(l-t-z*)<fcr=2(a — bxz'dz. 
Quindi  sarà 

dx  dx  2 dz 

Va'  —b'x'  a~bxz  ~ 6(1  + 1»)  ’ ' 

ma  dall’equazione  (1)  si  ha 

2 az 

a ~ b (i+i*)  : W 
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dunque  dividendo  (2)  per  (3) , avremo 

dx  dz 

xl/n*  — 6\t*  01  ’ 

e quindi 

dx  i , t ,a  — \/ a.* — é*x* 

/ =5  - h = - l T 

^ x{/a*  — 6*x*  a a bx 

* 431 . Esaurita  con  ciò  che  precede  l’integrazione  dei  dif- 
ferenziali affetti  da  un  solo  radicale  quadrato  di  una  funzione 
intera  di  1.°  o di  2."  grado  , converrebbe  passare  al  caso  in 
cui  di  tali  radicali  ce  ne  avesse  piò  di  uno.  Or  quando  vi 
sono  due  radicali  quadrati  di  binomii  al  1 .°  grado  , ponendo 
l' un  di  essi  eguale  ad  una  nuova  variabile , la  quantità  sog- 
getta all'  altro  diviene  di  2.°  grado  , e si  ricade  per  tal  modo 
nel  caso  di  un  solo  radicale  quadralo  di  una  funzione  intera 
di  2.°  grado  ; ma  se  dei  due  radicali  quadrati  ond’  è affetto 
il  differenziale  , uno  abbia  sotto  il  segno  un  binomio  al  1.° 
grado,  e l’altro  un  trinomio  di  2.°  grado,  o pure  tutti  due 
contengano  sotto  il  segno  funzioni  di  2.°  grado , allora  facendo 
sparire  un  radicale  colle  sostituzioni  opportune  e innanzi  di- 
chiarate , la  quantità  soggetta  all’  altro  salirà  al  4.°  grado  , 
e la  discussione  importante  e dilicata  di  questo  caso  è quella 
che  forma  il  soggetto  del  capitolo  seguente. 

* CAPITOLO  IV. 

Integrazione  dei  differenziali  affetti  da  un  radicale 
quadrato  di  un  polinomio  al  4.°  grado. 

432.  Sia 

1^  * + /3ar  + yco * + Sxs  -f-  tx*=  R 

il  solo  radicale  ond’  è affetto  un  differenziale  in  x : e H coef- 
ficiente di  dx , supponendosi  funzione  razionale  di  sr  ed  R , 
non  potrà  avere  una  forma  piò  generale  di  • 

u-t-cR 
1/-I-FR  ’ 

ammettendo  che  u , v , U , V esprimauo  funzioni  razionali  e 
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intere  di  or.  Ma  questa  frazione  . moltiplicata  e divisa  per 
V - Y R si  cangia  in 

I/W — FrJt*  , l'v  — Yn  n 

V — F*Jt»  + (/*  _ YmR‘  " ’ 

e questa  espressione  equivale  a f[x)  4-  F(x)  ■ R , supponendo 
che  f[x)  e f[w)  sieoo  funzioni  razionali  di  x : dunque  es- 
sendo dx[{x)  un  differenziale  razionale  , e con  ciò  di  nota 
integrazione  , il  problema  si  (roveri»  ridotto  a dover  integrare 
MdoeF[x)  , dove  F[oo)  indica  una  funzione  razionale  di  x. 
433.  Per  rendere  più  semplice  il  radicale  R,  dinotiamo 

I JL- . 

con  y un’  altra  variabile , e poniamo  x = » a f,ne  di 

disporre  di  h e k in  modo  a fàr  sparire  nel  numeratore 
deir  espressione  in  che  si  cangia  K*  le  potenze  dispari  di  y , 
e ciò  con  valori  reali  di  A e k. 

Dette  a , b , c , d le  radici  dell’  equazione  Jf*  = 0 , il 
polinomio  R*  è identico  ad 

e(x — n)(a? — b)(x  — c)( x — d)  r 

e con  sostituire  ad  x il  suddetto  valore  in  y diviene 

«[*— %][A— e+  (A— c)y][A  —d-\Ak—(l)y) 

(i-+-y)* 

quindi  m faranno  svanire  dal  numeratore  le  potenze  dispari 
di  y , determinando  h e k coll'  equazioni 
*_»)(*-.&}+(*— b)(k—  a)=0  , (A—  #}(*—  d)+(A  — d){k  — c)=0  , 
ossia , effettuando  in  parte  le  moltiplicazioni  , 
m—{a+b)(h+k)+2ab=0  , m—{c+d)(h+k)+icd=A. 
Or  da  queste  desumendosi 

, ed  , 

o -f-  b — — (c  -f-  d)  a *4-  b — • (c  -f-  d\ 

avverrà  , per  la  nota  composizione  dell’  equazioni  di  secondo 
grado  , che  h e k saranno  quantità  reali , se  tali  saranno  i 
valori  diA  + lcedA/c.ese  inoltre  sarà 

(*+*)•-*">« . ; <c) 

ma  nel  caso  in  cai  le  radici  a , b , c , d son  reali  , le  due 
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prime  di  queste  condizioni  sono  visibilmente  adempiute  , e 
per  convincersi  cho  lo  sia  pure  la  terza  basta  supporre  che  i 
simboli  a , b , c , d esprimano  le  radici  per  ordine  di  grandezza: 
dunque  si  può  esser  certo  che  in  tal  caso  h e k sieno  reali. 

Nel  caso  di  due  radici  , per  esempio  a e b , immagina- 
rie , sappiamo  che  debbono  aver  le  forme  f -f-  — 1 ed 

f — gV' — 1 : onde  siccome  la  somma  e il  prodotto  di  queste 
espressioni  sono  reali , saranno  anche  reali  i soprascritti  va- 
lori di  li  -f-  k ed  hk  ; ma  oltre  a ciò  la  condizione  (C)  si 
cangia  in 

[2/-_(c-M)]*  ^ ’ 

che  è visibilmente  soddisfatta  : dunque  anche  in  tal  caso  li 
e k sono  reali.  Al  modo  stesso  proverebbesi  che  h e k son 
reali  nel  caso  di  tulle  le  radici  immaginarie. 

434.  Per  verità  sembra  fare  eccezione  il  caso  in  cui  fosse 
a + 6 =»  c -f-  d , perchè  allora  i valori  di  li  -f-  k ed  hk  diven- 
gono infiniti  ; ma  allora  essendo 


/?*=s[a?* — (a  -+•  6)aj-f-a£>][a;* — («  + b)x  -f- cr/]  , 


basterà  porre  x = 


a-\-b 

2 


-{-  y , per  far  sparire  la  potenza  pri- 


ma di  y dai  valori  che  prendono  i singoli  trinomii  in  x , e 
quindi  fi \ 

435.  Un’  altra  eccezione  si  presenta  pel  caso  di  a — c , 
b = d,  perchè  allora  i valori  di  h -f-  k ed  hk  prendono  la 

forma  g ; ma  ognun  vede  che  allora  il  polinomio  fi ' è un 


quadrato  perfetto  , onde  il  proposto  differenziale  torna  ra- 
zionale. 

436.  Colla  sostituzione  precedente  il  radicale  A e il  dif- 
ferenziale RdxF[i r)  risultano  della  forma 


\/*,  + y,y'+£,y*=iR. 


ed  R,dy${y)  , o fi]^(y).^  , 


dinotando  una  nuova  funzione  razionale  di  y.  Ma  per 
essere  R*,$(y)  una  funzione  razionale  di  y , non  può  questa 


funzione  avere  una  forma  più  generale 


di 


s + ty 

s+ry 


, dinotando 
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s , t , S , T funzioni  pari  di  y , e quindi  moltiplicata  c divisa 
per  S — Ty  cangiasi  nell'altra 

Si  — Tiy'  St  — Ts 

S.  — ry  S'  — T'y  y ’ 

die  possiamo  indicare  con  Ft(y')  -f-  f,(y')  y ; dunque  può 
dirsi  che  il  differenziale  R,dy$(y)  equivalga  all’  insieme  dei 

due  FJif) . , e [,(>/) . y-~  ; ma  l'integrazione  di  quest’ ul- 

timo  può  tenersi  cognita  dietro  le  teoriche  del  capìtolo  pre- 
cedente, perchè  ponendo  t/’  = 2 1 , e quindi  ydy—dt  , esso 
risulta  affetto  da  un  radicale  quadrato  di  un  trinomio  al  2.° 
grado  ; dunque  non  resta  a provvedere  clic  alla  integrazione 

del  differenziale  FJ y*)-^-,  dove  F,  ed  fi,  sono  amendue  fun- 

Ki 

/ioni  pari  di  y. 

437.  Ora  introducendo  convenevolmente  un'altra  variabile  z 
faremo  vedere  che  fi*  può  sempre  ridursi  alla  forma 

(<±pv){i±9v)=afi; , 

e con  la  condizione  che  i termini  p'z*  e q’z * sieno  preceduti 
da  un  medesimo  segno. 

Infatti  , non  contenendo  fij  potenze  impari  di  y , e sa- 
pendosi dall'Algebra  che  ogni  polinomio  di  4.”  grado  a coef- 
ficienti reali  , si  può  decomporre  in  due  fattori  reali  rii  2 " 
grado,  sarà  lecito  supporre 

fi;  = (m  + »/)(»*'  + »V)  , 

dove  m , n , m , n esprimono  quantità  reali.  Dunque,  ponendo 

_ __  fi-y  _ y , / w»-t-ny* 

ro'm'-+-n'y")  mr  m'-f-fl'y*  ’ * ' 


la  variabile  z sarà  reale  insieme  cony.  e si  avrà  per  valore 
di  y*  in  s 


»'  m*z  » — w ± mi/  l-+-2(2m'n  — mn')z*4-mV*z* 


2» 


Inoltre  , la  seconda  dell’  equazioni  (L)  , liberata  da  radicali 
e da  rotti  diviene  m*a’(m'  -f-  n';/*)s=i/*(m-f-  ny')  , e il  diffe- 
renziale di  questa  ci  dà 

ydy  mdz 

mz[m'  -ì~  n'y*) 

Cale.  hit.  43 
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ma  per  la  prima  dell  equazioni  (L)  si  ha 

rfy  _ mzjtn' + n’y*)  ^ ydy 
Rt  ^ y mz[m'-i-n'y"i 

dunque  sarà 

Hy  mdz 

R,'  m-t-2n«/* — n'm";* 

a vero  , sostituendo  ad  y * il  suddetto  valore  in  s , 


1^1  + 2(2m'n  — m »')  :*  m V*s* 


Dopo  ciò , supponendo 

px -\-q*  = ±:ì(2m'n  — mn')  , e j*q  — m'n1*  , 
ove  il  doppio  segno  ±z  accenna  alla  scelta  del  valore  posi- 
tivo , sarà 

p*  = ±(2 m'n — mn')  -f-  %V'm'n{m'n — mn')  , 
q'  = ± (2 m'n  — mn')  — 2 1/ m'n(m'n — mn')  . 


Per  dimostrare  intanto  che  21/ m n(m  n — mn  j sia  reale  e 

. w , m' 

minore  di  =fc(8f»'n — mn),  supporremo  che  dei  fratti  — cct  —, 
quello  di  maggior  valore  assoluto  sia  il  secondo.  Allora  sarà 

* ^ , c quindi  «»'*«*  — mV‘^0; 

ma  è puro  (m'n— mn')*  ossia  m"n* — 2m'n.mn'  + mV,>0  : 
dunque  sommando  avremo  ancora 

2m'*n*—  2m'n.w»n'  >0  , cioè  2 m'n[m'n — ?nn')^>0. 

È poi  visibilmente  4 m'«(m'n — mn')  <((2m'n — mn')*  ; dunque 
con  valori  reali  e positivi  di  />’  e q%  sarà 

„ »'m*z*  — m±ml/(l±p*je*)(l±y*a*) 

•''  = in ’ 

„ . 

±p*à»)(l±5*z*)  ’ 

e i termini  pV  e gV  si  faranno  precalere  amendue  dal 
segno  -+•  quando  2 m'n  — mn'  è positivo,  e amendue  dal 
segno  — quando  2m'n  — mn'  è negativo. 
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Con  la  sostituzione  ili  questi  valori  di  i/*  e ^ il  differen- 
ti 

ziale  F, (;/•)•  risulta  della  forma  Ft(z*  , Rt) , ~ , dove 

Rt <=sV/{\  ±p*z*)(l  ±q*z%).  Siccome  però  la  funzione  h\  si 
può  mettere  sotto  la  forma  %)+Jr(z*).Rt  coll’ artifizio 
adoperato  nel  n.°  i32,il  differenziale  in  z tornerà  composto 

dai  due  i,(s*).^:-4- 4(z'}-^3 '»  ma  quest'ultimo  è razionale  e 

perciò  di  cognita  iutograzione  : dunque  non  resta  definitiva- 
mente a considerare  se  non  il  differenziale 


* .1  (i  *» 

438.  In  questo  differenziale  la  funzione  +(3*)  può  essere 
intera  0 frazionaria. 

Quando  è intera  ognun  vede  che  trattasi  di  avere  una 

/j»*  ìfjf  ~ 

somma  di  integrali  della  forma  / -*  - , dinotando  con  i un 

numero  intero  positivo , e tornando  a indicare , per  semplicità  , 
con  R il  precedente  radicale  Rt.  Ma  supponendo 

R'  = [ \-± p V)(  I ± ? V)  = I + rz*  + , 

si  ha  identicamente 

±**-'  (Si 


dz 


n 


■ i [(2,  - 3)ftV-*  + (r  + *&)?*-] 


*=  i [(*»  - 3)=“'-*  + (2.-2)rz"‘-  -f  (*»  — 1 , 

e per  conseguenza  , tornando  alla  funzioue  primitiva  , 

+(i;_ , , 

dunque  sarà 

/^di  RzìUz  (2i— 2)r  /'z'i‘~*dz  2« — 3 /ns,~Vr 

R (2* — 1)«  r2i— 1)j«/  Il  (2i — 1;jl/  R 

e con  questa  foratola  di  riduzione  ognun  vede  che  in  ultima 
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analisi  l' integrale  * 

,/nr  diPeuderà  dai  • f~ 

439.  Quando  poi  nel  differenziale  ¥( z la  funzione  ♦(*') 

è frazionaria  , se  ne  caverà  la  parte  intera  ( se  vi  sia  ) , e 
spezzato  il  residuo  in  frazioni  parziali  mediante  il  capitolo  XIII 
del  Calcolo  differenziale  , si  dovrà  cercare  una  somma  di 

/»  (fz 

integrali  della  forma yp  — , dove  a può  essere  reale  o 

immaginaria.  Ora  si  ha  identicamente 
1 Rs  _ (l+2r**+3««)(g*-l-a)— 8(t—  !)(l-t-r**+M*)*‘ 

7z  * (*•-+- <j)>R 

c supponendo 

(t  + 2rz,+3^*)(a»H->»)  — 2(i  — lXl+r>,+  »4^* 

(«■+•)< 

-*  | * , C + P— 

(z*  + a)i-*  ~ (*»  + «)<  ’ 

i valori  di  .4  , B , C , D si  trovano  espressi  da 

.4  = — (2i — 5)s  ;T  B=  — (2t  — 4)(r— 3as)  , 

C=«—  (2i — 3)(3n*s — 2ar+ 1 ) , D=(2i— 2)(a*s— oV-fo)  : 
dunque  tornando  alla  funzione  primitiva  , sarà 

Rz  p Adz  /»  Bdz  , p__££ f__ 

“/ U'-t-ay—R  +«)'■—* 

+ A^-- 

t/ (zt-\-a)‘R  ' 


c per  conseguenza 
/»  dz  Rz 


(*■+«)' 

r(z’4-o)' 


y*  dz  /?:  6'  /■*  ^ /* 

lz*-^oyR~  Ji{z'+ a)'-' ~~dJ (z'  + ay-'R  Di/ (s’+a)'— « 

.4  C—±—  ■ 

~~  dJ (s*  + o),_5it  ’ 

forinola  pur  questa  di  riduzione  , che  adoperala  i — I volte 
di  seguito  , fa  dipendere  ultimamente  l’ integrale 

/»  rfj  pdz  pz'dz  p dz 

+ dai  trC«/  il  ’ «/  il  ’ t/ (*•  + «)« 
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Possiamo  dunque  conchiudere  , che  l'integrazione  di  un 
differenziale  affetto  da  un  solo  radicale  quadrato  di  un  po- 
linomio al  4.°  grado , dipenda  , in  virtù  delle  teoriche  pre- 
cedenti , dalla  integrazione  dei  tre  differenziali 


dz  z’dz  dz 

T*  ’ “3T  * (j--t-o)B 


dove  ±pV)(l  ±flV). 


Se  non  che , dobbiamo  riservare  ad  altro  luogo  le  ulteriori 
trasformazioni  che  gli  Analisti  han  fatto  subire  a questi  tre 
differenziali  per  integrarli  approssimativamente  ; conciossiachè 
sieno  tornali  vani  i tentativi  fatti  per  ridurli  sotto  forma  finita 
a funzioni  algebriche , o affette  dai  trascendenti  ordinari!. 


* CAPITOLO  V. 


Integrazione  dei  binomii  differenziali  irrazionali , e formale 
per  ridurli  ad  altri  più  semplici. 

440.  Si  chiamano  differenziali  binomii  quelli  della  forma 

s 

xm"’dx(a-\-bxn)q  , (I) 

dove  l’ esponente  di  x fuori  la  parentesi  è scritto  sotto  la 
forma  m — \ per  mera  semplicità  di  calcolo.  Osserviamo 
innanzi  tutto  : 

1. °  che  il  differenziale  (1)  non  è men  generale  dell'altro 

p 

xm~’,dx{axr +bxn)q , perchè  essendo  axr-\-bxnz=xr(a+ bxn~' r) 
si  ha 

E »‘+^r  — I - 

xm  tda(ux  + bxy=x  dx(a  -f-  bxn~r)‘l  ; 

2. °  che  non  si  deroga  alla  sua  generalità  con  suppor- 
re n positivo  , perchè  essendo 

a + bx~”  =* x~n(axn  + 6) , ne  risulta 

- m-—-l  - 

xm~’dx(a  + bx~nf  =sx  1 doc(axn  + b)q  ; 

3. °  e finalmente  che  neppure  se  ne  diminuisce  la  ge- 
neralità , col  supporre  dippiù  che  gli  esponenti  della  varia- 
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ljile  fuori  e dentro  la  parentesi  sieno  interi  , perchè  laddo- 

, , ..  r f 

ve  questi  esponenti  fossero  i numeri  frazionarli  - e - , col 
porre  a c — z'u  si  avrebbe 

r i_  p P 

x“  dx(  a + bx”f =suz'u  >u~Jdz(a  + bz")'1 . 

441.  Ciò  premesso  , per  iscoprire  in  quali  casi  il  differen- 
ziale (1)  , che  porta  un  binomio  di  grado  qualunque  , ele- 
vato ad  un  esponente  frazionario  , possa  divenir  razionale  , si 
procura  trasformarlo  in  un  altro  che  presenti  un  binomio 
diverso,  innalzato  a un  diverso  esponente:  ed  il  caso  in  cui 
questo  esponente  si  trovi  essere  intero  , sarà  uno  dei  casi 
domandati. 

Così  , ponendo  il  binomio  in  x 

a -f-  bxn  ~ zq  , (2) 

si  ha  un  con  altro  binomio  in  z , 


— ì 


quindi  risulta 


x™-'dx(a  +W?  » £ ^~\iz  (^)B  , (3) 


e per  tal  modo  si  rende  palese , che  il  differenziale  (1)  diviene 
razionale  mediante  la  sostituzione  (2)  quando  — è un  nu- 
mero intero  , cioè  a dire  quando  F esponente  della  variabile 
fuori  la  parentesi , aumentato  di  una  unità  è divisibile  per 
F esponente  della  variabile  dentro  la  parentesi. 

442.  Questo  primo  caso  , relativo  al  differenziale  (1)  dove 
il  termine  variabile  nella  parentesi  ha  per  coefficiente  b , ce 
ne  garantisce  un  secondo  ; perchè  un  semplice  cambiamento 
di  forma  basta  a far  si  , che  il  termine  variabile  nella  pa- 
rentesi abbia  in  vece  per  coefficiente  a.  Per  effettuare  questo 
cambiamento  osserviamo  che 

a+bxn=sxn(ax-n+b) , 
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e che  per  ciò 


£ L 

x'n  'dx(a-\-bxn)q  = x q dx(ax~" -j- b)q . 

Dunque  applicando  a quest’  ultima  forinola  il  risanamento 
ottenuto  per  la  prima  , avremo  un  altro  caso  di  riduzione 

alla  razionalità  quando  m + ~ sarà  divisibile  per  n , cioè 

quando  — + - sarà  un  intero  , il  che  per  rapporto  al  diffe- 

n q ■ 

renziale  (1)  imporla  dire:  quando  l'esponente  della  variabile 
fuori  la  parentesi  , accresciuto  di  una  unità  e poi  diviso  per 
quello  della  variabile  dentro  la  parentesi , dà  un  numero  fra- 
zionario clte  insieme  coll'  esponente  del  binomio  compongono  un 
intero. 

Dalla  nuova  forma  che  abbiamo  data  al  differenziale  (1) 
per  iscoprire  quest'  altro  caso  , è anche  chiaro  esser 

ax~" *+  b — z’,0  ch’è  lo  stesso  , a + bxn  =xnzq  (4) 

la  sostituzione  appropriala  ai  medesimo  caso  ; ed  ii  risultato 
di  essa  in  z , che  è 

• (5) 

può  aversi  egualmente  con  tal  sostituzione  , la  quale  dà 

x'-y=i  ■ *--(7=3)'  • , 

o piti  brevemente  , con  mutare  nel  precedente  risultato  (3) 

a in  b , b in  o , n in  — « , ed  m in  m •+-  — • 

? 

443.  I detti  due  casi  sono  finora  i soli  , nei  quali  i diffe- 
renziali binomii  si  sappiano  liberare  dalla  irrazionalità.  Ne 
sono  esempii  i differenziali 

I J 

x*doc{\  + bxl)%  , ed  xsdx(a  - -f-  a?6)  • , 

verificandosi  pel  primo 


2 , e pel  secondo  — 4-  - 
1 » ? 


6 ' 3 
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perciò  le  rispettive  sostituzioni  1 -\-bx,  = z*  , ed  a + *6=zs.r6 
coi  calcoli  diretti  che  ne  conseguono  ; o pure  il  confronto 
colle  forinole  (3)  e (5)  , valgono  a cambiarli  rispettivamente 
nei  differenziali 


— *•**(*• -1) 


a z*d: 

2 (z* — 1)* 


Integrati  questi  ( poiché  non  bisogna  dimenticare  che  il  fine 
di  queste  trasformazioni  è l’ integrazione  ) convien  poi  resti- 
tuire a a i corrispondenti  valori  in  x , dedotti  dalle  rispettive 
sostituzioni , ed  espressi  da 


z = l/i  + bz5  , e ; = Ka4-®6 


x 


con  che  ricomparisce  negl  integrali  la  irrazionalità  originaria 
dei  differenziali  : come  era  da  aspettarsi. 

444.  Accenneremo  due  altri  casi,  dei  più  facili,  nei  quali 
si  conosce  il  mezzo  di  eliminare , o almeno  di  diminuire  il 
numero  dei  radicali  esistenti  in  un  dato  differenziale. 

Il  primo  ha  luogo  quando  il  differenziale  è della  forma 

p li. 

xn~’dxfl(a  + bxy  , t”b  , («  + /9a',)i  , (*+£*")“  • 


Allora  , ponendo 

r 

si  à tosto  («-f/3 


t 

(a+^W'- 


inoltre  si  ha 

9 4M. 
n * 


OC 


, donde  xmn=(p^y, 


e-  in  fine  si  ha 

(a  + 6®7  = +£***"')  - 

Dunque  il  risultato  non  conterrà  che  quest  ultimo  e solo  ra- 
dicale , potendo  così  aver  anche  luogo  alcuno  dei  due  casi 
dianzi  esposti  ; c sarà  del  tutto  razionale , nuando  la  funzio- 
ne data  non  contenga  il  radicale  che  affetta  il  binomio  a -f-t.r". 
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445.  Si  verifica  il  secondo  caso  quando  la  forma  del  dille 
ronziate  è più  generalmente 


a”— ,i//'.r£ 
Allora  la 

/ a-j-bxn  \ 1 

/ydN  ft  / 

V 

,-p|3x"Y  / \“ 

sostituzione 

,'q-S'x"/  ’ V*'-+-.S'*V  ’ " J 

Ji-t-Px"  ^ 

» 

dà  ( 

■ *+,V  > 

r l 

47_3-...  /r-+?^Y  H.. 

inoltre  dà  per  xH  , e quindi  pel  suo  differenziale  nx"  \lx  , 
e per  la  sua  potenza  a?*n , valori  razionali  in  z.  Dip- 

A_i 

più  , il  valore  di  xH  in  : risultando  della  l'orma  » 

eonsimile  anche  risulta  quello  della  frazione  , il  quale 

per  ciò  si  può  indicare  con  — — — — Dunque  il  risultato 


non  si  troverà  affetto  che  dal  solo  radicale 


/ A+Bz'"  -\ 


■ , — 1 , e sarà  compiutamente  razionale  al- 

fi  ’ f “0  OCr  M 

lorchè  quest’ ultimo  non  esiste  nel  dato  differenziale. 

446.  Quando  un  differenziale  binomio  non  si  può  rendere 
razionale , si  procura  di  farne  dipendere  la  integrazioni?  da 
quella  di  un  altro  binomio  differenziale  della  stessa  natura  , 
ma  il  più  semplice  che  sia  possibile,  per  indi  effettuare  l’in- 
tegrazione di  quest’  altro  binomio  coi  metodi  approssimativi 
che  altrove  saranno  dichiarati.  La  riduzione  di  un  integrale 
all’  altro  si  esegue  mediante  la  integrazione  per  parti  , e col 
fine  di  rendere  più  piccoli  che  si  può  i valori  assoluti  di  m 

e - ; e perchè  i risultati  sieno  un  poco  più  semplici  , il 

I N 

primitivo  differenziale  binomio  si  usa  scrivere  sotto  la  for- 
ma xm~ ’dx(a  -j-  b.rf)r  , supponendo  che  p vi  esprima  un  nu- 
mero frazionario.  A questo  riguardo  sono  a distinguersi  quat- 
tro oasi. 

Cqlc.  hit.  46 
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I Quando  in  è positivo  , per  fare  che  questo  esponente 
si  trovi  impicciolito  nel  nuovo  integrale  , basta  risolvere  il 
differenziale  proposto  nei  fattori  xm~n  ed  af~'dx(a  -f 
Allora  l’ integratone  di  esso  per  parti  dà  sulle  prime 


(a-f-6*n)P- 


m — n 


^xm~n~'dx{a  -f-  bx’"Y+‘  ; 


dove  se  al  di  sotto  del  segno  f vedesi  impicciolito  1’  espo- 
nente di  x fuori  la  parentesi , per  contrario  si  vede  ingran- 
dito l’esponente  del  binomio.  Ma  osservando  che 

fxfn~n~ldx{a  -f-  bxn)p~t‘I  =Jxm-*~,dx(a-j-  bxnJ(a  -f-  bx") 

— nfacm~n~,dx[a  + bxnf  + hfxm~xdx{a  -f  bx”)p  , 


la  sostituzione  di  questo  valore  nella  formola  precedente  ci 
darà  pel  richiesto  integrale 


ptfn~'dx{a-\-  bx"Y- 


Mp-M) 


^Ifc^-i^bxy-X^f^-’i^a+barr , 


c infine  risolvendo  questa  equazione  rispetto  al  medesimo  in- 
tegrale , preso  come  ignota  , sarà 


/*  , , , , „ j,  xm-n{a+baf,)P+i-a{m—n)fxm-,r~',dx{a~k-bxn)p 

'/ì—,fr(a+bT-r= s •- ! -•  (A) 


Questa  formola  diminuisce  , com’  è chiaro  , 1’  es|>onente 
della  variabile  fuori  la  parentesi  di  quanto  è l’ esponente 
della  variabile  in  parentesi  ; e però  coll’  uso  reiterato  di  essa 
il  primo  esponente  si  troverà  infine  diminuito  del  più  gran 
multiplo  del  secondo  esponente  , che  vi  si  potrebbe  contenere. 

2.°  Quando  p è positivo  , si  fa  impicciolire  di  una  unità, 
osservando  che 


fx”  -'dx{a  + bxn  )p  =fxm~  ldx{a  + bxny->{a  + bxn) 
a = ajxm~xdx(a  + bx"Y~'  + bfxm+*~ldx(a-\-bxn)p~x. 

In  amendue  quest  integrali  l’ esponente  del  binomio  è quale 
si  desidera  , se  non  che  nel  secondo  1’  esponente  di  x fuori 
la  parentesi  vedesi  per  contrario  aumentato  di  « ; ma  noi 
possiamo  ridurlo  a quel  di  prima  colla  formola  (A)  dianzi 
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trovata , la  quale  cambiandovi  m in  m + n , e p in  p — 1 . ci  da 

fx^'daja+bx”Y-'= *m{-a+h^p  - . 

Adunque  sostituendo  questo  valore  nell’  equazione  prece- 
dente , avremo 

fx'«-'dx{a+bx'Y=X',,{a  + hJ’:-  + ^bXY  ' : (») 

formola  che  vale  a diminuire  l'esponente  p del  più  gran  nu- 
mero intero  che  vi  si  potrebbe  contenere. 

3. °  Quando  m è negativo , l’equazione  (A)  fa  dipendere  T in- 
tegrale primitivo  da  un  altro  più  composto  ; ma  risolvendola 
per  rapporto  a quest’ altro  integrale  , e nel  risultalo  cambiando 
ancora  m in  — m-f-n,  acciò  il  primo  membro  abbia  nel 
tempo  stesso  una  espressione  semplice  , e consona  all’  ipotesi 
che  1’  esponente  della  variabile  fuori  la  parentesi  è negativo, 
si  otterrà  la  formola 

Jlv-m~'dx{a  + bx)p=  . 

x~* ”(a-|-6A:’')p-,-,+6(m — n — np)fx~~m~*~n~'dx(a+bxn)i>  ! , (C) 

am 

che  vale  a rendere  più  piccolo  che  si  può  il  valore  assoluto 
dell’esponente  negativo  della  variabile  fuori  la  parentesi. 

4. °  Per  simil  modo  e ragione  , quando  p ò negativo  si 
risolverà  l’equazione  (B)  per  rapporto  all'integrale  esistente 
nel  secondo  membro;  e nel  risultato  cambiando  p in  — p+1. 
si  avrà 

Jxm~ 1 dx(a  -+■  bxn)~r  = , 

— (m-t-n— np)/xB,_,<te(a-|-fcx,,)— P-+-1  | : (0) 

<w(p — 1)  ) 

formola  acconcia  a diminuire  il  valore  assoluto  dell'  esponente 
negativo  del  binomio  , del  maggior  numero  intero  che  il 
medesimo  potesse  contenere. 

447.  Queste  formolo  possono  esser  utili  bensì  nei  casi  dove 
i differenziali  binomii  si  saprebbero  rendere  razionali,  Ba- 
darne qui  un  esempio  , supponiamo  che  si  dovessero  trovare 
( come  avviene  in  un  importante  problema  di  Meccanica  ) 

molti  integrali  della  forma  f~—~z  < esprimendo  r i suc- 

*'  Vax—  x' 
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cessivi  nuaieri  interi  1 , 2 , 3 , ec.  Per  ciascuno  di  essi  po- 
trebbe farsi  capo  dal  n.°  426  , ma  vale  meglio  il  costruire 
una  forinola  che  li  faccia  dipendere  ciascuno  da  un  altro  più 
semplice , sino  ad  avere  in  ultima  analisi  pel  n.°  420 


fz 


dx 


are . cos 


a — 2x 


\/ ax — x' 

A tal  line  , ponendo  mente  che 

xrdx  r-~  , , \ — - 

————===  a?  * dx(a — x)  * , 

l//ax—x* 

avremo  dal  confronto  col  primo  membro  dell'  equazione  (A) 
m . n =s  1 p — — {■ , b = — I ; e quindi  con  la 

sostituzione  di  questi  valori  nel  secondo  membro  la  richiesta 
formola  si  troverà  essere 


/r*  x'dx 
V ax—x » 


*—*{/ ax — x*  . a(2r — 1) 
r 1 2r" 


t ) /» xr  ‘dx 

V ax — x * 


(E) 


\S  ax — a-* 

CAPITOLO  VI. 

Integrazione  dei  differenziali  trascendenti. 

448.  È raro  che  i differenziali  trascendenti  si  possano  in- 
tegrare sotto  forma  finita.  Però  giova  notare 
1 ® Che  supponendo 

m*=m. 

sarà  pure 

J"l±f{\x)  = F{lx)  , fdxe*f{er)=F(e')  , 

fdxcusx .f{senx>)=F{ sena?)  ,/i/xsen x . /'(cos x)  = — F(cosx) , 

/<%  dx 

f{  are . scnx)  = F(arc . sen  .r)  , 

Vi  — X* 
dx 

/--•  ; /'(are . tan  x)  =»  /'(are , lanx)  . 

I -\-x 

dx 


J- 


: /(are  scc  x)  = /(are  scc  x) , 


xVx'  — 1 

. /Tare . s . v ■ x.  «=  F,arc . s . v . , 

1/  2x-— ,T* 

eco.  eoe. 
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perchè  quest  integrali  si  convertono  in  quel  primo  espresso 
in  l , mediante  le  sostituzioni 

/ = /j-,  = e* , =senx  , =cosx,  ==  are. seno? , = are. tana? ,ecc. 

2.°  Cbe  quando  la  funzione  f è algebrica  , si  ha  il  van- 
taggio di  potere  almeno  trasformare  in  algebrici  i notati  dif- 
ferenziali trascendenti.  Del  quale  vantaggio  godono  ancora  in 
tal  caso  i differenziali 

dxf{emJ!) , dxf(seamx  , cos  mx)  , 

come  appare  ponendo  per  la  prima  e |>er  la  secon- 

da sen?na;  = /,  o pure  cos mx  — l\  e ne  gode  bensì  il  dif- 
ferenziale di  forma  più  generale 

dxf{  sen  mx , cos  ni  or , sen  imoo , cos  ima/,  sen  i'mx  , cos  i'mac , ccc . ) 

quando  i , «'  , ecc.  son  numeri  interi  , potendosi  ( n.°  130  ) 
esprimere  sen  imx  , cos  imx  , . . . con  un  numero  finito  di 
termini  affetti  da  potenze  intere  e positive  di  senmj;  e cosmo-. 

ii9.  Ma  è qui  dove , passando  a funzioni  di  forma  men 
generale  , mostreremo  con  esempii  svariati  ed  importanti  l’ef- 
ficacia della  integrazione  per  parti,  annunziata  già  nel  n.°  406. 

Sia  per  primo  il  differenziale  Pzndx  , dove  P e z espri- 
mano due  funzioni  di  x , la  prima  algebrica  e di  algebrica 
funzione  primitiva  , la  seconda  poi  trascendente  ma  la  cui 
funzione  derivata  z'  Bia  pure  algebrica.  Supponendo  fPdx  = Q, 
l’ integrazione  per  parti  ci  darà 

fP»ndx=fsn . Pdx «=  Qzn  — nfQzn~\'dc  : (t) 

risultato  dove  il  nuovo  integrale  è più  semplice  del  primitivo 
quando  n è maggiore  dell’unità. 

Quando  n è negativo , o cbe  torna  lo  stesso  quando  con  » 

positivo  si  considera  la  frazione  — - , scriveremo  questa  sotto 
Pz1  dx  P dz  , 

la  forma  — — , c cosi  V integrazione  per  parti  ci 

Z Z X z 

darà 

pPdx  __  pP  dz  _ P 1 /»  1 P 

J zn  J »'  zn  ,(n— l)*"-»*'  n—ll/zn~l  z'  ' ' ' 

risultato  che  presenta  bensì  un  integrale  più  semplice  del 
primitivo  quando  n eccede  l’ unità  , ma  che  prendendo  una 
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forma  indeterminata  quando  n=1  , non  sarebbe  applicabile 
a questo  caso  particolare. 

450.  Per  venire  al  concreto  , supponiamo  che  si  tratti 
dell’  integrale  faft~t[Uc)ndx. 

Il  confronto  di  esso  colla  formola  (1),  o più  semplicemente 
ancora  l’ immediata  integrazione  per  parti  ci  darà 

faf”-' ( lx)ndx  = f{lx)n . xm~'dx  =^(to)n — ^fx™-' (Icc)'1-1  dx , (3 ) 


e questo  risultato  mercè  il  cambiamento  successivo  di  n in 
n — \ , n— -2  , n — 3,  ecc.  conduce  facilmente  , quando  n 
è intero  e positivo  , all’  espressione 


Jx^*[lx)ndx=^ìx)n^\ 


» . »(»—!)  ,n(n—l). .3.2.11 

mix  m*(to)*  "*  mn(lx)H  J ' 


In  egual  modo , sia  mediante  la  formola  (2) , sia  coll’  im- 
mediata integrazione  per  parti  , sia  ancora  desumendo  dalla 
formola  (3)  l’ integrale  scritto  nel  secondo  membro  , e nel  ri- 
sultato cambiando  m in  m + 1 , ed  n in  — n + 1 , si  ottiene 


fìar*- 


dx 


jjJn-t-1  J— 1 S'Xmdx 


[lx)n  'v~'  x (»— 1 )[lx)n~^  n+1, 

e replicando  questa  riduzione  col  semplice  cambiamento  di  n 
in  n — 1 , in  n — 2 , ecc.  si  ritrova  , quando  n è intero 


<5> 


/iTdx «■+,r  lx  (w+l)(fa)*  ■ (m+l)‘(te)?  . \ 

(lx)n  ~ (lx)n  |^»— 1'+'(»— 1)(»— 2)"t~(n— l)(n— 2(w— 3)  / . . 

(m-t-l)* — ! (m-J-l)n  1 nxmdx  l { ‘ 
i)(n-2)...3.2.lj+(n-l)(«-2)...3.2.iy  lx  ‘ ) 

Del  resto  non  è quest’ultimo  integrale  il  più  semplice  cui 
possa  ridursi  il  primitivo , poiché  supponendo 

. /'xmdx  /*dy 

xm+'  = y , Si  ottiene^  —=J~. 

451.  Supponendo  to  = t , trovasi  facilmente 

fx™-'[ix)*dx  =ftncn,di  ; 

quindi  avremo  questi  due  nuovi  integrali  cambiando  senz'altro 
calcolo  lx  in  t , ed  x in  e‘  nei  secondi  membri  delle  for- 
molo (4)  e (6).  I due  risultati , scrivendovi  nuovamente  a?  in 
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vece  di  / , e nel  secondo  »i  — 1 in  vece  di  m , sono 


e***" 


femrx”dx= 1 1 


m 


l 


n ^ »( 


1) 


mx 


/tmrdx  e”11  Pf  t 

x"  = (n — ljx*  + 


m*x* 

mx 


m*x* 


m”— V" 


n_2+(n— 2)(n— 3) 
m! 


(n-— 2){w— 3)  ...3.2. 


t-i)...3.2.11 

. 0) 

i»V  J 

+ •••  ) 

V"<£r  l ‘ 

(«) 

X J 

(n — 2)(n — 3)  ...3.2.1 

* 452.  Per  combinare  adesso  nel  differenziale  una  potenza 
di  x con  un  seno  o con  un  coseno  , osserviamo  preliminar- 
mente che 


f dx  sen  mx=—f  mdx  sen  mx 


cosmo: 


m" 


m 
sen  mx 


m 


f dx  cos  mx  = —f  mdx  cos  mx  — 

Dopo  ciò  l’ integrazione  per  parli  dà  subito 

x .dx  sen  mx  = —x — fxp-'dx  cos  mx  , 

m mu  ’ 

r n , „sen  mx  n p 

fx  . dx  cos  mx  = x — - — — —fxP-'dx  sen  mx  : 


m 


formole  il  cui  uso  combinato  e ripetuto  , basta  a compiere 
F integrazione  quando  n è intero  e positivo. 

Quando  poi  n è intero  ma  negativo  , con  desumere  ( mercè 
il  solito  ripiego  ) dalle  stesse  formole  gl’  integrali  esistenti  nei 
secondi  membri , e mutar  poscia  n in  — n -f-  1 ; o pure  con 
una  nuova  integrazione  per  parti  si  ottiene 


/ 

/ 


dx&enmx 


„ , sen  mx  m pdxcosmx 


dxcosmx 


x" 


=/cos  mx . x~ndx= 


(n — ljx"- * 
cos  mx 


m 


dxsenmx 
x11  1 


(n — ljx"- 1 n-ij  x"~‘ 

ed  è chiaro  che  per  1*  uso  reiterato  e combinalo  di  quest’  al- 
tre formole  , dipenderanno  ultimamente  gl’  integrali  primitivi 

/«txsenmx  P dxcosmx  , . pdxsenmx  pdxcosmx 

J —r~  *«''  al"V  —r- ./  —7 — 
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* 453.  L‘  integrazione  per  parti  dèi  pare 

- mi.  «"“sennx  n 

Jdxe  aennx—J  sen  noe. e dx~ —Jdxe  eoa  nx, 

/</#«  cos  no;  =j  eoa  ut.  e dx>= 1-— /acre  sen  ».r  ; 


quindi , siccome  ambedue  queste  equazioni  presentano  due  soli 
ed  istessi  integrali , questi  si  desumeranno  da  esse  risolvendole 
rispetto  ai  medesimi , presi  per  ignote  , e si  avrà 


f dx  em-r  sen  nx 
f dx  e™1  cos  nx 


m sen  «x — w eos  »x 

m cos  nx-pn  senno: 
' m’+n* 


enut 


emx . 


(") 

(12) 


Con  questa  conoscenza  si  può,  al  bisogno,  procedere  alla 
integrazione  dei  differenziali  vieppiù  composti 

dx  a/ e”11  senti®  , dx  xl  e™  eoanx  , 


applicando  loro  l' integrazione  per  parti  dopo  averli  scritti 
sotto  le  forme 

of . dx  e"1*  sen  nx  , xl-dx  emx  coanx- 
In  tal  modo  si  va  incontro  a nuovi  integrali  della  forma 
Mf  dx  xf~‘  e™*1  sen  nx  , Nfdx  oJ— * e^cos  nx  , 

dove  M ed  N esprimono  quantità  costanti;  e quindi  si  rende 
chiaro  che  quando  l è intero  e positivo , debbasi  ultimamente 
pervenire  ai  qui  trovati  integrali  (11)  e (12). 

Quando  poi  l è intero  ma  negativo  , operando  sempre 
collo  stesso  metodo  sui  differenziali 

emx  sen  nx . x~’dx  , e?nx  cos  nx . xr J dx  , 


si  andrà  facilmente  persuaso  che  ciascuno  di  essi  dipende  in 
ultima  analisi  dai  due  integrali 


./ 


'dx  tmx  sen  nx 


■f 


dx  emx  cos  nx 


ioi.  I differenziali  trascendenti  che  più  volentieri  si  pre- 
sentano nelle  applicazioni  , essendo  affetti  da  linee  trigono- 
metriche , e queste  polendosi  esprimer  tutte  in  funzioni  del  seno 
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e del  coseno,  questo  n.°  e i tre  seguenti  riguarderanno  l’in- 
tegrazione dei  più  ovvii  differenziali  affetti  da  seni  e coseni. 

I più  semplici,  dopo  i due  dxseamx,  dxcosmx  di  quasi 
evidente  integrazione , potrebbero  essere 

dx sen mx . sen nx  , dx cosmo?. cosmo?  , dx&aamx.cosnx , 

ove  al  fianco  di  dx  veggonsi  i prodotti  di  due  linee  trigono- 
metriche , fra  seni  e coseni  ; ma  siccome  la  Trigonometria 
insegna  a trasformare  simili  prodotti  nella  somma  o nella 
differenza  di  due  altre  consimili  linee  , è chiaro  che  dopo 
ciò  1’  integrazione  si  riduce  al  caso  di  un  sol  seno  o coseno. 

In  simil  modo  , si  procederebbe  alla  integrazione  di  un 
differenziale  ove  si  trovassero  insieme  moltiplicati  tre  seni  o 
coseni , trasformandolo  in  due  differenziali  affetti  ciascuno  dal 
prodotto  di  due  altri  seni  o coseni  ; e così  di  seguilo. 

455.  L’integrazione  non  sarebbe  guari  più  difficile,  quan- 
do dx  fosse  moltiplicato  per  una  potenza  intera  e positiva  di 
seno;  o di  cosar  ; perchè  abbiamo  date  nell’articolo  V del 
capitolo  XII  del  Calcolo  differenziale  , le  formolo  atte  a con- 
vertire simili  potenze  in  seni  e coseni  di  archi  multipli.  Ma 
indipendentemente  da  tali  forinole,  noi  andremo  ad  integrare 
il  differenziale  più  generale 

dx  sen'"  a?  cos"  x , 

dove  gl’interi  m ed  n possono  essere  negativi  o positivi. 

Nel  caso  particolare  che  uno  degli  esponenti  m , n fosse 
l'unità,  l'integrazione  si  compie  subito,  quantunque  allora 
I’  altro  esponente  fosse  frazionario  ; perchè  secondo  1’  osser- 
vazione fatta  nel  n.°  410,  abbiamo 

~ , „ cos*"*-'*  r 

/ dx  sen  x. cos" x — - , (dxc osx.senmx  — 

J *i— f— 1 J m- f— 1 

Negli  altri  casi  col  supporre  cos  x=l , o pure  sen  x = t , 
il  differenziale  proposto  si  cambia  in  una  funzione  di  t , che 
è razionale  quando  m o pure  n è dispari  , e che  di  più  è 
intera  ( o almeno  equivale  a un  certo  numero  di  monomii  ) 
quando  m o pure  n è anche  positivo.  Quando  poi  m ed  n 
sono  tutti  due  pari  r tal  funzione  risulta  affetta  da  un  radicale 
quadrato  di  un  binomio  al  secondo  grado  , e si  potrebbe 
rendere  razionale  colle  sostituzioni  indicate  in  uno  qualun- 
Calc.Int.  47 
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quc  dei  n.'  425  e 442:  ma  siccome  per  quest’ altri  casi  (ec- 
cetto quello  in  cui  l’esponente  dispari  è anche  positivo)  fa- 
rebbe mestieri , usando  i mezzi  esposti  nei  citati  numeri  , di 
nuovi  e non  brevi  calcoli  per  compiere  l’ integrazione , toma 
preferibile  l’ operare  direttamente  sul  differenziale  proposto , 
cercando  impicciolire  i valori  assolati  di  m cd  n con  la  inte- 
grazione per  parti. 

1.°  Quando  m è positivo  , avendo  riguardo  al  primo 
degl’integrali  scritti  pocanzi  , si  ottiene 


f f/xsenm  x cos"  x = / senm— * x . da?  sen  x cos"x  = 


senm-  ‘x  cosn+  'x 
n — f- 1 


m— 1 
n-t- 


-fdxsen”~ *xco&n'htx  , 


dove  l’ esponente  di  sen  x nel  nuovo  integrale  vedesi  già  di- 
minuito di  due  unità.  Siccome  però  quello  di  cosar  è per 
contrario  cresciuto  di  altrettanto  , osserveremo  che  questo 
integrale  non  differisce  da 


f dxsenm~aoBCosn xcos' x ■= f dx sen"1- * arcos*.-r(1  —sen* a?) 
=fdx sen’"-  * x cos”x  — f ’dx  senior  cos"  x. 

Qnindi  sostituendo  questo  valore  nell’  equazione  precedente  , 
e risolvendo  quella  che  ne  risulta  per  rapporto  all’  integrale 
proposto  e ricomparso  nel  secondo  membro  , si  avrà 

f dxsenmxcosnx= m+n ^^^ffdxsea”r^  xcosnx.  (A) 


2.°  Con  un  calcolo  affatto  simile  , o più  semplicemente 

con  supporre  .r=- — z aflìn  di  voltare  il  seno  in  coseno  e 

viceversa , e con  rimettere  x in  luogo  di  z nel  risultato  , e 
scambiar  tra  loro  i simboli  m ed  n,  si  perviene  alla  forinola 


fdx  senro£P  cos"#  = 


senm_,",x  cos”-  'x 
ra-t-n 


- — -fdx  sen^xcos"-*® , (B) 

m-H* 


che  serve  pel  caso  in  cui  n è positivo. 

3.°  L’equazione  (A)  non  rispondo  al  suo  fine  quando  m 
è negativo  , perchè  il  valore  assoluto  di  questo  esponente 
vedesi  allora  cresciuto  anzi  che  diminuito  nel  nuovo  integrale. 
Ma  , con  l’ artifizio  più  volte  usato , risolvendo  l’ equazione  per 
rapporto  a questo  integrale  , e nel  risultato  cambiando  m 

**'• 
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COS"+  * X 


+- 


m— n — 2 pdx  coi*  x 


sen"*— *x 


— 2 /*! 

z=rj : 


(C) 


sen“x  (ro — 1)  sen7"— * x 

appropriata  al  caso  in  qnistione. 

4.°  In  fine , operando  similmente  sulla  forinola  (B)  , o 

praticando  in  essa  la  pocanzi  detta  sostituzione  x — ^ — z, 

se  ne  desume  l' altra 


/•  sen“*x 


seii«-t-«x 


. n — m — 2 pdx  senm  x . 

lX  n — 1 J cos"~*x  ’ ' 


cos"x  (n — l)cos"- 

che  diminuisce  l’esponente  del  coseno. 

456.  Tra  le  forinole  particolari,  comprese  nelle  quattro  già 
trovate  , si  possono  distinguere  le  seguenti  : 

ri  m senm-*  x .cosx  m — i . 

/ dx  sen  x — / dx  sen™~*x  , 

J m m J ' 


„ , _ cos"— "x.seiix  , n — 1 

f dx  COS  X 

n n 


f dx  COS"  * X 


pdx  cosar  m — 2 p 

ocnmx  ( m — l)senm~7x  m — ti/  st 

y*dx  senx  » — 2 p 

cos"x  (n— l)cos"->x  n — l,/c< 


dx 
sen**— »x 
dx 


cos"— *x 


senrax  „ , , _ Un"  ^ _ , 

dx  — rr-  = f dx  tan  cc  = f dx  tanm' 

cos"x  ^ m — 1 ** 


cos  ‘X 


'X 


coe"x 

scn"x 


=/ dx  cot"a’ 


cot"  1 x 

n — 1 


■j  dx  cot"-*  x . 


Le  primo  quattro  non  han  bisogno  di  esser  dichiarate.  La 
quinta  si  può  trovare  cambiando  prima  n in  m nella  for- 
inola (D) , e poscia  semplificando  il  nuovo  integrale,  che  per 
tal  modo  si  presenta , con  la  forinola  (A)  in  cui  si  cambierà  n 
in  — m + ì.  Parimente  si  può  desumere  la  sesta  dalle  due 

(C)  e (B),  o meglio  dalla  quinta  con  la  sostituzione  x=*-—z. 

A 

457.  Intanto  , siccome  le  forinole  (A)  , (B)  , (C)  , (D)  ogni 
volta  che  sono  adoperate  diminuiscono  l’ esponente  del  seno  o 
del  coseno  di  due  unità  , è chiaro  che  per  mezzo  loro  si  arri- 
verà ultimamente  ad  altre  forinole , dove  ciascuno  di  tali  espo- 
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nenti  sarà  + I , zero  , o pure  — \ , Becondo  che  in  origine 
era  dispari  e positivo  , pari , o dispari  e negativo.  Quindi 
formando  tutte  le  combinazioni , avremo  i nove  integrali 

f dx  sen  x . cos*  x , f dx  sen  x . cos0®  , f dx  sen  x . cos-*  x , 
f dx  sen° x . cos* x , f dx  sen0  x . cos0  x , f dx  sen°aj.cos~,x  , 
fdx  sen-'x.cos1  x , fdx sen-‘®.cos0a> , f dxsen-'x.cos—'x, 

tre  dei  quali , cioè  a dire  il  secondo  il  quarto  ed  il  quinto 
son  cogniti , e i sei  rimanenti  si  trovano  come  appresso  : 

fdx  sen  x .cosar  =fdx  cos®.sen®  = ^ sen*®  , pel  n.°  4 10  , 

m 


/'dxsenx 
,/  cosa: 

—/cos®,  sen x , / — — — =/tau®,n.°60, 

«/  seme  J senx.cosx 

dx 

/— = i 

f -=  / =*/  tan-  , n ° 60  , 

a x x J x x 2 

2 sen— cos  — **  sen-.  cos  - 

,/senx  j 

* 438,  Per  conclusione  di  quanto  è detto  dal  n.°  453  , il 
differenziale  dx  scnm.c.cos" x si  può  integrare  sotto  forma  finita 
quando  meda  son  numeri  interi.  Dunque  può  dirsi  lo  stesso  del 
differenziale  più  composto  a/t/®sen,"®.cos”  x , quando  l sia  intero 
e positivo  ; perchè  risolvendolo  nei  fattori  x1  ,dx sen"*®. cos"®, 
ed  applicandovi  l’integrazione  per  parli,  l’esponente  l risulterà 
impicciolito  di  una  unità  , c con  ciò  dovrà  finalmente  sparire. 
Quando  poi  l fosse  negativo  , ossia  — / , risolvendo  il  diffe- 
renziale in  discorso  nei  fattori  scn'“  ireos’1®  ed  a~‘dx,  l’in- 
tegrazione per  parti  ne  farebbe  dipendere  in  ultima  analisi 
l'integrale  da  altri  della  forma  fx~x  dx  sen**  x . cos”  x , e con 
numeri  interi  per  g.  e v. 

* 439.  I differenziali  ®,d.'r(arc.senx)m  , ®'d®(aro.cos®)" 
con  supporre  ® = sen/ , o pure  ® = cos/  , eh’ è quanto  dire 
arc.sen®  = t,  o pure  arc.cos®  = < , divengono  rispettiva- 
mente imdt  sen't . cos  t , — tndt  sen  t . cos*< , riducendosi  così  al 
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caso  precedente.  Dunque  i loro  integrali  si  potranno  avere 
sotto  forma  finita  , o puro  dipenderanno  da  altri  della  for- 
ma ft-'dt  sen'i.cos1' , e dove  ^ e v dinotano  numeri  interi, 
secondo  che  m ed  n saranno  positivi  o pure  negativi  , sup- 
posti sempre  interi  al  pari  di  l : e questa  maniera  di  trovare 
o ridurre  alla  maggiore  semplicità  gl’  integrali  in  parola  , 
sembra  più  spedita  di  quella  che  risulterebbe  dall’  impiego 
delle  forinole  (1)  , (2)  del  n.°  449. 

* 460.  Quantunque  si  reputi  di  aver  fatto  molto  quando 
l’integrazione  di  un  differenziale  trascendente  si  è ridotta  a 
quella  di  un  differenziale  algebrico  ( ciò  che  ha  luogo  tra  gli 
altri  nei  casi  notati  nel  n.°  448),  pure  alcune  volte  si  pratica 
l’ inverso  , e per  certi  trascendenti  a differenziali  algebrici  si 
ottengono  espressioni  di  una  forma  più  semplice  , o di  una 
più  facile  discussione.  Questo  è ciò  che  si  pratica  segnatamente 
per  gl’  integrali  che  si  notarono  nel  n.°  439  : 

/*dz  pz'dz  />  dz 

J ~r  ' J ~ir  ’ J (**+<»)«  ’ 


dove  R=z  1^(1  dbp,2*)(1  , i segni  che  precedono  pV 

e q'z%  si  suppongono  gli  stessi , e per  fissare  le  idee  può 
supporsi  ancora 

Nella  ipotesi  dei  segni  -|-  , ponendo 


p3  = tanq>  , 


dinoterà  c*  una  frazione  positiva , e risultando 

. sen*®  d<?  _ l/l — c*sen*<p 

z = — , dz  — — , 11— , 

p*COS*<p  p COS  <p  COS*cp 

tornerà  facilissimo  il  vedere  che  i detti  tre  integrali  saranno 
lutti  compresi  nella  formula  generale 


A-t-  Bsen'y 
C + Z)sen*<(> 


d< f 

— c*sen*<p 


(*) 


* 461.  Nella  ipotesi  dei  segni  — innanzi  ai  termini  p*z* 
e q'z*  , è forza  supporre  che  i binomi  1 — p*z*  , 1 — q% z* 
sieno  amendue  positivi  o amendue  negativi , acciò  il  radicale  R 
sia  reale. 
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Nel  primo  caso  essendo  p V -<  1 . si  porrà 
ps  =*  sen  i? 


rileuendo  così  c*  il  significato  di  una  frazione  positiva  , e sarà 
sen*  9 , dy  cos  9 


dz  ■ 


R = cos  ? 1/ 1 — c*son*9  ; 


p»  ' p 

nel  secondo  caso  poi  , essendo  q‘z'  > 1 , si  porrà 


donde 


1 • Q% 

qz  — , e di  nuovo  \ = c“  , 

1 sen  <p  p 


dz  i 


— rf<f  cosi? 
j*en*<p 


il»  -C0S.?- I — c*sen*9  , 

5sen*<p  T 


“ ^ a « 1 

g*  sen  <p 

e in  amendue  i casi  i tre  integrali  di  cui  è parola  pur  si 
trovano  compresi  nella  forinola  generale  (1). 

* 462.  Ora  ponendo  per  brevità  V \— c'sen'q^P , si  può 
fare 


j4-+-2?8en*<p 


S = ^+jrr*  + 


C'di p 


C-+-D sen*9  P P 1 ~*“T  i ’ 

e i nuovi  coefficienti  A' , J?  , C , a'  si  desumono  agevolmente 
in  funzione  di  A , B , C , D , c mediante  la  riduzione  al 
medesimo  denominatore  , e il  susseguente  paragone  dei  ter- 
mini affetti  nei  duo  membri  da  potenze  simili  di  sen$. 

Così  dunque  resta  provato  , che  il  calcolo  dei  tre  integrali 
di  cui  si  tratta  , c in  conseguenza  ( pel  capitolo  IV  ) di  tutti 
quelli  compresi  nella  forinola 

fdxf{x  , V 3.  -f-  4-Y®*  + Sxs  + eac4)  , 

ò ridotto  al  calcolo  dei  tre  integrali 

C . d9—~  , fd«y  1— c*sen'9  , /£— ^ , 

Kl— c'sen'cp  **  (l-t-osen*f)l/l  — c’sen’cp) 

che  ragionevolmente  si  riguardano  come  più  semplici^  e dove  c 
esprime  una  frazione  reale  e positiva  , mentre  <1  può  essere 
reale  o immaginaria. 
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CAPITOLO  VII 


Integrazione  per  serie. 

463.  Per  ridurre  in  serie  l’integrale  f dxf(x)  basta  sosti- 
tuire alla  funzione  f[x) , o a qualche  suo  fattore , la  serie  in 
che  si  può  svolgere  l’ una  o l’ altro  , e poscia  integrare  i 
singoli  termini  o parti  del  risultato.  Se  la  serie  costituita  da 
quest’  integrali  parziali  è convergente  , si  avrà  in  essa  il  mezzo 
di  valutare  per  approssimazione  l' integrale  proposto , quando 
non  si  può  esprimerlo  sotto  forma  finita.  Adunque  essendo  in 
generale  , per  la  serie  di  Stirling  , 

fix)  = flO)  -f  f(0)  .<z  + ^ +ecc.  , (I) 


sarà  pure  , generalmente  parlando  , 

fdcefix)  = A 0) . * + r (0) . ~ L ^"(0)  - 


2 3 


2.3  4 


+ ecc.  (2) 


Questa  serie  potrà  essere  impiegata  in  luogo  dell’  integrale 
fdxf[x) , se  sarà  convergente  pel  valore  che  intendesi  dare 
ad  x : or  noi  dimostreremo  che  questa  condizione  si  verifica 
quando  la  serie  (I)  è convergente  per  lo  stesso  valore  di  or. 

La  cosa  ò presso  che  evidente  quando  i segni  dei  termini 
della  serie  (I)  son  simili  fra  loro,  almeno  dal  termine  di  un 
certo  rango  in  avanti  ; perchè  lo  stesso  avrà  luogo  nella 
serie  (2)  a contare  dal  termine  del  medesimo  rango  : ed  al- 
lora i termini  successivi  della  prima  serie  si  troveranno  pre- 
sto o tardi  ( secondo  il  valore  assegnato  ad  co  ) rispettiva- 
mente maggiori  dei  corrispondenti  termini  dell’  altra  serie  , 
verificandosi  così  il  caso  di  convergenza  indicalo  nel  n.°  196. 

Ma  qualunque  siano  i segni  dei  termini  della  serie  (1) , 
fatta  la  ipotesi  che  essa  sia  convergente  , il  valore  assoluto 
del  rapporto  del  suo  termine  (n-f-  1)e,,mo  al  termine  nf,im0 , 

cioè  a dire  j~  » avr^  P61-  limite , rispetto  ad  n cre- 
scente , un  numero  non  maggiore  dell’  unità.  Dunque  sic- 
come per  la  serie  (2)  un  consimile  rapporto  viene  espresso 
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da  ^L.JL.  ( i|  limile  di  questo  sarà  certamente  minore 

dell'unità  , e quindi  la  serie  (2)  sarà  convergente  (n.  497). 

Al  contrario  può  darsi  che  la  serie  (2)  sia  convergente 
senza  esser  tale  la  serie  (4)  : come  vedremo  accadere  in  .al- 
cuni degli  esempi  che  da  qui  a poco  saranno  addotti. 

* 464.  Potendo  esser  utile  , se  non  pure  necessario,  il  co- 
noscere il  limite  dell’  errore  che  si  commette  arrestando  la 
serie  (2)  ad  un  termine  qualunque  , osserveremo  che  essa  non 
è in  sostanza  che  lo  sviluppo  di  fdxf{x)  eseguito  col  teo- 
rema di  Stirling  , intendendo  omesso  il  primo  termine  di 
tale  sviluppo,  che  sarebbe  il  valor  costante  preso  da  fdxf[x) 
quando  o:  = 0.  Infatti  supponendo  y=fdxf{x),  si  ottiene 

y‘  = f(x),  y"  = f'(x)  , !/"'  = /».  • • 

onde  lo  sviluppo  di  y colla  formola  di  Stirling  , cioè 

- 5(0)  + j’(0) . x + f(0) . f + JT'(O) . ~ + eoe . 


non  differisce,  omesso  il  primo  termine , dalla  serie  (2).  Ora 
essendo  così  , ognun  vede  che  per  conoscere  il  limite  del- 
l’errore che  si  commette  arrestando  questa  serie  al  termine 

. basta  (a.  489)  moltiplicare  gXTT^TÌ) 

per  la  derivala  dell’ordine  (n-f-4)rt<mo  della  funzione  fdxf{x), 
attribuendo  a x in  questa  derivata  un  valore  Ox  compreso  tra  0 
ed  co.  Ma  per  essere  y=f  dxf(x) , si  ha  = /^"'(a?)  : 
dunque  se  si  dinoti  con  M il  maggior  dei  valori  che  am- 
mette pn)(x)  da  o,  = 0 sino  al  valore  assegnato  di  x , l’errore 
commesso  arrestando  la  serie  (2)  al  termine  affetto  da  x“ 

Mia  minore  il.  , a 3 ,;,(„+t)- 

* 465.  In  ordine  alla  convergenza  , che  dee  sempre  aver 
luogo  quando  ad  un  integrale  si  sostituisce  una  serie  non 
fornita  del  suo  resto , osserveremo  che  quando  il  valore  da 
darsi  alla  variabile  è minore  dell’  unità  , convien  cercare  , 
generalmente  parlando  , una  serie  ascendente  ; perchè  in 
questa  si  verifica  più  volentieri  che  i termini  presto  o tardi 
si  facciano  decrescenti  : ciò  che  costituisce  la  prima  condizio- 
ne indispensabile  per  la  convergenza.  Al  contrario  , quando 
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il  valore  che  devesi  allribuire  alla  variabile  è maggiore  del- 
I’  unità  , fa  d’ uopo  in  generale  elio  la  serie  sia  discendente , 
perchè  nelle  serie  di  questa  specie  avviene  ancora  più  spesso 
che  i termini  a lungo  andare  vadano  diminuendo.  La  for- 
inola di  Stirling  dà  , coni’  è noto  , lo  sviluppo  della  funzio- 
ne f[x)  in  serie  ascendente  ; ma  se  la  funzione  ammette 
bensì  uno  sviluppo  in  serio  discendente  , lo  si  potrà  , in  ge- 
nerale, aver  pure  da  quella  forinola  , sostituendo  - ad  x nella 

detta  funzione  , e sviluppando  la  risultante  funzione  di  z , o 
qualche  suo  fattore  in  serie  ascendente  rispetto  a z , dopo  aver 
praticata  , se  bisogna  , qualche  trasformazione  propria  ad  im- 
pedire che  le  derivate  successive  della  funzione  , o di  quel 
tutore  divengano  infinite  quapdo  si  pone  z — Q.  È chiaro  che. 

dopo  ciò  sostituendo  — a s , siccome  conseguenza  della  prima 

sostituzione  , si  avrà  una  serie  discendente  rispetto  ad  x. 

* 466.  Sia  in  primo  luogo  il  differenziale  aft~tdx(a  + bx"/  , 
che  non  si  sa  integrare  nò  algebricamente  nè  per  le  trascen- 
denti ordinarie  , se  non  nei  casi  dove  — , o pure  — -t-  - so» 

n ‘ n q 

numeri  interi.  Per  questo  esempio  non  è necessaria  la  l'or 
mola  di  Stirling,  essendo  all'uopo  sufficiente  il  binomio  di 
Newton  ; quindi  siccome 

(a-\-bxnf  = o^4  + , 

lo  sviluppo  di  quest’  ultimo  binomio  , e 1’  integrazione  dei 
successivi  monomii  che  si  presentano  dopo  la  sostituzione  di 
tale  sviluppo  nel  differenziale  proposto  , darà  facilissimamcnto 


f xw~tdx(a  4-  hxn)  ‘ = «'P- — (-  - - 1-  j 

L"‘  qam-hn  1 (. 

|>(p~9)  />(!>— ?)(/>— 2?)  xm  t3«  1 [ ' ! 

Tl.if  o-w+2»  • 1.2. 3.0*  J ; 

serie  convergente  (n  .‘  198  e 463)  per  tutti  i valori  di  x , minori 

astrazion  falla  dal.  segno  , di  \/y 

Calcini.  48 
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Per  avere  una  serie  discendente  rispetto  ad  x , osserve- 
remo che  • 


xm~~xdx[a  -f-  bxn)1  — x 
e però  sviluppando  in  serie 


«M-S-l 


4 “ dac(b  -f-  ax~*) 


(6  -f-  ax~* *)<?  , o piuttosto  6?M  -{-  - af"V  , 

dx  , e integran- 


indi  moltiplicando  il  risaltato  per  x 
do , avremo 

np 


-2_, 

4 


e|> 


nlp—1) 


f x*f~zdx(a  -f-  bxn)q  = bq  np 

p[p—q)  a»  qx 


p a qx 


q b mq+n(j> 

n(p— iq) 


àj)+i 


r 


(2) 


1.2 q'  6*  mq-\-n{p— 1q)  eCC'  J / 

serie  convergente  pei  valori  di  x maggiori  ( prescindendo  dal 

segno)  di  , in  virtù  degli  stessi  due  n.* 

Quando  a e b son  tutti  due  positivi , o quando  q è dispari , 
l’ una  o l’ altra  di  queste  serie  ( secondo  il  valore  che  per 
la  natura  della  qnistione  dee  avere  x)  potrà  dare  un  valore 
approssimato  dell’  integrale  ; ma  quando  q è pari  si  deve  por 

p 

mente  , che  la  prima  serie  , a causa  del  fattore  a1  diviene 
immaginaria  se  a è negativo  ; e lo  diviene  la  seconda  se  6 è 

p 

negativo  , a cagion  del  fattore  bq.  Ciò  pertanto  necessiterebbe 
la  ricerca  di  altre  serie  , se  il  differenziale  non  divenisse 
immaginario  ancor  esso  pei  valori  di  x che  rendono  conver- 
genti gli  sviluppi  di  ^1  + > 0 di  e 

pei  quali  è certo  che  sussistono  I’ equazioni  (1)  o (2). 
d x 

Sia  per  esempio  — — Avremo  dal  binomio  di  Newton 


2.  A. 6 
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« però  moltiplicando  per  dx  e integrando  , verrà 
dx  , tx*  . 1.3  x*  , 1.3.5  ir” 

""+5T  + 31»+ÌXèUÌ+“C- 


serie  tanto  più  convergente  ( sempre  in  virtù  dei  citati  n.‘) 
quanto  minore  sarà  x in  confronto  dell’  nnità. 

In  conferma  , i termini  ne,im0  ed  (n  + 1 )e,'m0  di  questa 
serie  , contati  dal  2.° , potendo  essere  della  forma 
1.3.5...(2n—  1.3.5. . ,(2n— l}(2ft+i)  a*"-+-s 

2.4.6.  ..2n  4iH-i  ’ 2.4.6. . .2«(2n+2)  4*4-5’ 

il  rapporto  del  secondo  di  essi  al  primo  verrà  espresso 

. (2»-H)(4H-l)  , . ..  . . 

da  x * , e quindi  rispetto  ad  n crescente  avrà 

per  limite  a?4  : quantità  minore  dell’  unità  , al  pari  e più  an- 
cora di  x. 

*467.  Talvolta,  come  fu  indicato  nel  n.°  463,  si  pratica 
l’ integrazione  per  serie , risolvendo  la  funzione  f(x)  che  mol- 
tiplica dx  , in  due  altre  come  <?(;»)  e 4(®)  , e sviluppando 
in  serie  una  sola  di  queste , per  esempio  4-(®).  I termini  nei 
quali  si  spezza  per  tal  modo  il  differenziale  dxf(x)  essendo 
della  forma  axmdx . <$(x)  , si  richiede  che  la  loro  integrazione 
sappia  effettuarsi  colle  regole  conosciute. 

Sia  per  esempio  il  differenziale  ■ x f che 

t — x*)  ( 1 — *x) 

s’ incontra  in  una  quistione  di  Meccanica.  Sviluppando  col 

binomio  di  Newton  il  fattore  (1— «a;)-*  , il  differenziale  pro- 
posto si  cambia  nell’  altro 


dx 
I / ax 


'x  /it1  . 1-3  . . , 1-3.5  , , , \ 

= +2*®+  2^*®  +ix«**  + ecc*)  ■ 


ciascun  termine  del  quale  avendo  la  forma 


Axrdx 


potrà 


V ax — x* 

integrarsi  col  modo  dichiaralo  nel  n.°  447. 

* 468.  Siano  ora  i differenziali  , 1— — , i cui  inte- 
grali , non  esprimibili  sotto  forma  finita  , dipendono  uno 
dall  altro  ( n.'  450  e 451  ) , e però  non  costituiscono  che 
una  sola  quantità  trascendente  , di  genere  pur  diverso  dalle 
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nnlinaric , come  quelle  dei  n.'  prccedeuli.  Osservando  che. 


<*""  = i -f-' tnx  -f 


+ 


-f  ecc.  , (n.°  199) 


2 1 2.3 

si  ha  bentosto  con  serie  sempre  convergente  (n.°  463) 


/ 


enurdjc  m'x'  m'x' 

r = te+w+Ti  + r3T  + ecc.  , 


la  quale  però  esige  che  x sia  positivo  , a fine  di  non  cadere 
nell’  immaginario. 

* 469.  L’  integrazione  per  parti  , ripetuta  uniformemente 
somministra  ancor  essa  delle  serie  , ora  ascendenti  ora  di- 
scendenti. 

Cosi  per  l’ integrale  fe~*'dx  , che  si  presenta  spesso  nel 
Calcolo  delle  probabilità  , e per  cui  lo  sviluppo  di  e~x*  , 

X*  . xA  x* 


1 + 1.2  1.2.5 


ecc. 


fornito  dalla  serie  di  Stirling  , dà  la  serie  ascendente  c sem- 
pre convergente 

r*  1 r*  1 X1 

= — T+-2T-0  7+ecc.. 


l’ integrazione  per  parti  dà 

/ e~x*dx— f e-** . dx  — 2a?  4-  ìf  e~x'x ' dx  . 

fe-**x'dx=sfe-x*.x*dx=se-x'.Y  + ^fc-^x^dr  , ecc. 


•iò  che  conduce  a quest’altra  serie  convergente 


r Sto*  (2*’)‘j 

(2a;*)*  . 1 

- -4~  occ  1 

1.3  + 1.3.5  ^ 

^ 1.3. 5. 7 J 

Infine  l’ integrazione  per  parti  dà  ancora 

fe-^dx=f\.i^xdm 4e— -'-f’Zjì.  . 


, ecc. 


donde  la  serie  discendente 

c— . r*  |~  1 , 1.3 

fe-*'dx  = — — àx*  (2x“)* 

‘ fc  osservabile  che  i termini  di  quest’ ultima  serie  comin- 
ciano presto  o tardi  ad  essere  crescenti  , e che  per  ciò  la 


1.3.5  . 

— — + ecc. 


(Sto* 


J 
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serie  protraila  all  infinito  è sempre  divergente  ; ma  siccome 
la  diminuzione  dei  termini  sussiste  tanto  più  a lungo  (pianto 
maggiore  è x , no  avviene  che  se  la  natura  del  problema  per 
cui  occorre  l'integrale  cercato  , consente  che  cc  sia  grande 
ad  arbitrio , esso  integrale  potrà  valutarsi  con  approssimazione 
assegnata  mediante  la  6ola  parte  convergente  della  serie  , e 
vogliano  dire  coi  soli  termini  decrescenti  ; stante  che  si  pos- 
sono sempre  assegnare  dei  limiti  ai  valori  degl’  integrali 


e~x*dx 

x • 


e~x'dx 
x*  ’ 


ecc. 


c in  conseguenza  all’  errore  che  si  commette  arrestando  la 
serie  ad  un  termine  di  qualunque  rango  , dopo  il  quale  con- 
verrebbe aggiugnero  uno  di  quegl’  integrali  , siccome  resto 
della  serie.  E questo  è un  vantaggio  lutto  proprio  delle  serie 
che  si  ottengono  con  la  integrazione  per  parti,  (a) 

* 470.  Siano  ora  gl’  integrali  più  composti 


dx  sen  mx 
X 


dxcosmx 

x 


dx  emr  sen  nx 
x 


dx  émx  cos  nx 
x 


che  in  fine  dei  n.1  452  e 453  si  notarono  come  semplicissimi 
nel  loro  genere. 

I due  primi  si  esprimeranno  per  serie  sostituendo  a sen  mx 
e cosmo;  i loro  sviluppi  forniti  dalla  serie  di  Stirling";  ma 
per  esprimere  il  terzo  con  una  serie  sola  e meramente  al- 
gebrica , e il  quarto  con  l’ insieme  di  un  logaritmo  e di  una 
serie  simigliarne  , convien  sviluppare  le  funzioni  emT  senmr 
ed  emr  cosili»  col  teorema  di  Stirling.  Questi  due  sviluppi  si 
trovano  essere  : 


n®-h(2mn)^-  -t-(3m*n— n®)  ^+(4ro5n— 4ron8)^-|  -|-ecc. 


(a)  Alcuni  chiamano  semi-convergente  una  serie  i cui  termini  da  prima 
diminuiscono , e dipoi  crescono  senza  più  cessare.  Or  se  dicasi  <p„(x) 
il  resto  di  essa , cioè  la  somma  degl’  infiniti  suoi  termini  a coniare 
dall  netlmn  , sarà  permesso  di  limitarsi  ai  termini  decrescenti , quante 
volte  si  potrà  dimostrare  che  <p„(x)  è disprezzabile  per  valori  convene- 
volmente grandi  di  n,  e che  l’errore  commesso  disprezzando  un  tal 
resto  , non  apporti  nei  risultati  dei  calcoli  susseguenti  , se  non  errori 
parimente  disprezzabili  per  la  loro  piccolezza. 
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e i coefficienti  chiusi  tra  le  parentesi , nel  primo  sviluppo  so- 
no i termini  di  rango  pari  , e nel  secondo  sono  i termini 
di  rango  dispari  delle  potenze  2.®  , 3.®  , 4.a  , ecc.  del  bino- 
mio m-f-n.  presi  gli  uni  e gli  altri  con  segni  alternativi. 

*471.  Meriterebbero  specialissima  attenzione  le  serie  dalla 
quali  dipendono  i tre  integrali 

-,  , f- » . 

vi — c*sen*<p  **  (i-H»sen*<p)K  i — c*sen*<p 
segnalati  nel  n.°  462  , e quelle  che  esprimono  i primi  due 

si  otterrebbero  facilmente,  sviluppando  (1 — c*  sen*  <$>)•  e 
« * 

(1 — c*sen*<?)  • col  binomio  di  Newton,  e poscia  integran- 
do colla  prima  delle  formole  recate  nel  n.°  456;  ma  a questo 
riguardo  torna  superfluo  ogni  calcolo , essendoché  i detti  due 
integrali  sono  stati  già  calcolati  e raccolti  in  tavole  dal  dotto 
e laborioso  Legendre.  Il  terzo,  che  esigerebbe  calcoli  assai  più 
lunghi , dipende  dagli  altri  due  per  via  di  relazioni  assegnate 
dallo  stesso  illustre  geometra  , e parimente  i due  primi  di- 
pendono uno  dall’  altro  ; perciò  , dinotando  il  primo  ( come 
in  seguito  vedremo)  archi  ellittici , tutti  tre  con  nome  comune 
si  chiamano  funzioni  o trascendenti  ellittiche , e si  distinguono 
tra  esse  con  dirle  rispettivamente  di  prima  , di  seconda  , e 
di  terza  specie.  Per  indicarle  si  serve  Legendre  dei  simboli 
E(c  , <p)  , F[c  , <$>)  , n(a  , c , <p) , o semplicemente  di  E,  F,  n, 
quando  l’ angolo  $ è qualunque  ; quando  poi  è retto , adopera 
E(c) , F[c)  , IT(a  , c)  , 0 solo  E'  , F*  , FI'  ; e in  questo  caso 
le  funzioni  diconsi  complete. 

* 472.  Rammentando  che  il  numero  c esprime  una  frazio- 
ne , si  può  supporre  c = sen0  , a flne  di  stabilire  una  legge 
nel  procedimento  dei  suoi  valori  : così  ciascuno  dei  due  pri- 
mi integrali  'dipende  da  due  angoli  9 e 0 , che  Legendre 
chiama  rispettivamente  ampiezza  e modulo  dell’  uno  e del- 
l’ altro  integrale,  eie  tavole  che  ne  contengono  i valori  cor- 
rispondenti a tulli  quelli  di  9 e di  0 , di  grado  in  grado  da 
zero  a novanta  , sono  di  necessità  a doppia  entrata  , come 
quella  di  Pitagora.  I valori  del  terzo  integrale  non  essendo 
riducibili  in  tavole  , perché  dipendono  da  tre  quantità  a , 8 , 
e 9 , si  desumono  da  quelli  degli  altri  due,  mediante  le  rela- 
zioni che  esistono  , siccome  abbiam  detto  , fra  i tre  integrali. 
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* 473.  Noi  trascriviamo  qui  appresso  una  piccola  parte  della 
tavola  dei  valori  di  E per  mostrarne  la  disposizione  e 1’  uso  , 
che  sono  affatto  simili  per  la  tavola  dei  valori  di  F. 


<p 

E (0°). 

E (1*). 

E (2°). 

E (3°). 

0° 

1 

2 

3 

!* 

5 

0.00000  00000 
0.01745  32925 
0.03190  65850 
0.05235  98776 
0.06981  31701 
0.08726  64626 

0.00000  00000 
0.01745  32922 
0.03490  65829 
0.05235  98703 
0.06981  31528 
0.08726  61290 

0.00000  00000 
0.01715  32914 
0.03490  65761 
0.05235  98181 
0.06981  31010 
0.08726  63278 

0.00000  00000 
0.01745  32901 
0.03190  65656 
0.05235  98121 
0.06981  30149 
0.08726  61597 

■ 

10 

0.10471  97551 
0.12217  30176 
0.13962  63402 
0.15707  96327 
0.17453  29252 

0.10171  96970 
0.12217  29554 
0.13962  62026 
0.15707  91369 
0.17153  26569 

0.10471  95224 
0.12217  26784 
0.13962  57896 
0.15707  88197 
0.17453  18525 

0.10171  92320 
0.12217  22176 
0.13962  51023 
0.15707  78720 
0.17453  05129 

11 

12 

13 

14 

15 

0.19198  62177 
0.20913  95102 
0.23689  28028 
0.21431  60953 
0.26179  93878 

1 

0.19198  58611 |0. 19198  47917 
0.20913  90179.0.20913  76615 
0.22689  22158,0.22689  04558 
0.21434  53635  0.24434  31688 
0.26179  81893 ! 0.26179  57918 

0.19198  30110 
0.20913  53528 
0.22688  75250 
0.21433  95113 
0.26179  13078 

16 

17 

18 

19 

20 

0.27925  26803 
0.29670  59728 
0.31115  92651 
0.33161  25579 
0.31906  58504 

0.27925  15919 
0.29670  46700 
0.31415  77221 
0.33161  07469 
0.34906  37432 

0.27924  83281 

0.29670  07631 
0.31115  30913 
0.33160  53161 
0.34905  74214 

0.27921  28927 
0.29669  42565 
0.31411  53870 
0.33159  62723 
0.34904  69007 

La  prima  colonna  a sinistra  ha  per  argomento  l’ampiezza  9 , 
e contiene  tutti  gli  angoli  di  grado  in  grado  da  0°  a 90°.  À 
destra  di  essa  veggonsi  disposte  le  colonne  dei  valori  di  E, 
ed  hanno  successivamente  per  argomento:  E{  0°) , E(\°)  , 
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£(2°)  ....  £(90°),  le  quali  indicazioni  significano  che  ili  E 
il  modulo  6 , di  cui  e è il  seno  , si  suppone  successivamente 
di  gradi  0 , I , 2 , 3 , ...  90.  Per  tal  modo  , volendo  per 
esempio  il  valore  di  E corrispondente  a gradi  9 di  ampiezza  , 
e gradi  2 di  modulo  , si  cercheranno  gli  uni  nella  prima 
colonna  a sinistra  , e gli  altri  nella  prima  riga  superiore  ; e 
seguendo  con  l’occhio  la  riga  orizzontale  e la  colonna  verticale , 
che  passano  pei  rispettivi  luoghi  dei  numeri  9 e 2 , si  troverà 
scritto  nel  luogo  dove  l’ una  incontra  l'altra  il  numero  cer- 


cato 0,15707  88197. 

* 474.  Mostriamo  adesso  l’uso  di  questa  tavola  cercando  il 
valore  di  E relativo  allampiezza  ^=17°. 29  , e 6 = 3°. 41  . Preso 
per  termine  di  paragone  il  numero  A = 0 .29069  42365  , 
corrispondente  ai  valori  <?  = 17°  , e 6=  3° , e che  devesi  tro- 
vare come  poeanzi  abbiam  detto , si  .discorrerà  come  appresso  : 
se  per  la  differenza  di  un  grado  , ossia  di  60'  nell’ampiezza  <? 
la  variazione  di  E vien  espressa  dal  numero  0.01744  32926, 
che  nasce  sottraendo  A dal  numero  scrittogli  sotto  nella  stessa 
colonna , per  la  differenza  di  29'  verrà  in  proporzione  espressa 
dal  numero • • .0.00843575809. 

Parimente , se  per  la  differenza  di  60  nel- 
T angolo  del  modulo  6 , la  variazione  che  sof- 
fre E è uguale  al  numero — 0.00000  90986 
che  nasce  sottraendo  A dal  numero  scritto- 

S"8”'  r 0.00000621737. 


Queste  due  correzioni  coi  loro  segni  ne 

danno  una  eguale  a 

che  unita  ad  A 

ci  dà  pel  richiesto  valore  di  E.  . . . 


0.00842934072 

0.20669425630 

0.30312379722. 


La  ragione  di  questa  pratica  si  desume  da  che  essendo 
E una  funzione  di  $ e 0 , e sapendosene  il  valore  quando 
per  esempio  <?  = « e 6—b,  quello  che  avrà  quando  a e b 
si  aumentano  rispettivamente  di  due  piccolissime  quantità  li 
c k , torna  indicato  (n.  210)  da  una  serie  i cui  primi  termini 

sono  E+  — h+^k  ; ma  per  questo  stesso  avviene  che,  in 

generale,  il9 risultato  non  c molto  esatto.  Infatti,  nè  questi 
ire  soli  termini  costituiscono  il  novello  valore  ai  E , ne  in 
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calcolare  il  secondo  e il  terzo  di  essi  , può  dirsi  che  un 
grado  di  aumento  nella  sola  ampiezza  , o nel  solo  modulo 

dF 

stia  al  cangiamento  che  s'induce  nel  valore  di  E come  1 a — 

dip 

dE 

o come  1 a — • Per  avere  il  valor  cercato  con  più  esat- 


tezza , bisognerebbe  tener  conto  anche  delle  differenze  se- 
conde dei  valori  di  E contenuti  nella  tavola  ; poiché  in 
tal  modo  ai  detti  tre  termini  si  aggiugnerebbero  gli  altri 

d*Eh » d*Ek * . . . 

-—7“ hk  -) — — — >.o  la  maniera  di  condurre  il  cal- 

dif*  2 a<f>aO  do  2 


colo  può  vedersi  in  Legendre  , nel  tomo  IH,  n.  211  , del- 
l’opera intitolata  : Esercisti  di  Culcolo  integrale  , di  cui  tanno 
parte  le  tavole  in  discorso.  Si  deve  inoltre  por  mente  che  i 
valori  di  E relativi  ad  un  medesimo  valore  di  0 , procedono 
a seconda  di  quelli  di  ® ; laddove  i valori  di  E relativi  ad 
uno  stesso  valore  di  $ , procedono  a ritroso  con  quelli  di  0 : 
ciò  è un  fatto  che  appare  dalla  tavola  , ma  più  innanzi  («.  i8 1 ) 
se  ne  vedrà  la  ragione  intrinseca. 

* 475.  I valori  di  E e di  F che  men  di  raro  s incontrano 
nelle  applicazioni  , essendo  quelli  che  sotto  un  modulo  qualun- 
que hanno  per  ampiezza  90°,  cioè  i valori  di  E1  ed  F* , abbiamo 
stimato  utile  di  raccogliere  in  due  piccole  tavole  quelli  che 
corrispondono  ai  valori  del  modulo  6 , di  grado  in  grado 
da  0 a 90  , ed  aggiungere  siffatte  tavole  a questi  elementi 
di  Calcolo  integrale.  La  interpolazione  di  esse  , nei  casi  che 
il  modulo  abbia  ad  un  tempo  gradi  c minuti , non  ha  biso- 
gno di  chiarimento  , essendo  analoga  a quella  delle  tavole 
dei  logaritmi  e dei  seni. 

476.  Merita  osservazione  che  sovente  il  mezzo  più  accon- 
cio a risolvere  in  serie  una  funzione  , è quello  d‘  integrarne 
per  serie  il  differenziale.  Cosi  per  ridurre  in  serie  la  fun- 
zione are. sonar  mediante  la  formola  di  Slirling  , fa  mestieri 
di  calcoli  alquanto  prolissi  ; ma  si  raggiugne  speditamente 
lo  scopo  prendendo  il  differenziale  della  funzione  , ed  inte- 
grandolo per  serie.  Difalti  essendo 


d.arc.senar’s 


=,7==Hl+^'+Ha;i+5X5'C+eoc)  ' 
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integrando  si  avrà  bentosto 

„ . . 1 x*  . 1 .3  x1  . 1 .3.5  x’ 

are.  seti  a' = C + a -f  + OTe  7 + ecc' 


Tenendo  questo  modo  per  risolvere  in  serie  una  funzione , 
si  deve  aggiugnere  alla  serie  una  quantità  costante  , potendo 
l>en  essere  costante  la  differenza  di  due  funzioni  aventi  eguali 
differenziali.  Tale  costante  però  non  è arbitraria  , come  quando 
è dato  il  solo  differenziale  della  funzione  ; perchè  nel  caso 
nostro  si  vuole  che  la  data  funzione  da  una  parte,  e la  serie 
con  una  costante  da  un"  altra  , siano  membri  di  una  equazione 
che  deve  sussistere  per  tutti  i valori  di  x che  rendono  con- 
vergente la  serie.  E difatti  questa  equazione  determina  essa 
stessa  la  costante  , mercè  la  sostituzione  effettiva  rii  alcuno  tra 
i detti  valori  ; ed  è superfluo  aggiugnere  che  a tal  line  debba 
preferirsi  quello  che  meglio  degli  altri  rende  noto  il  valore 
assunto  dalla  serie  , e che  ordinariamente  c zero  o l’ infinito 
secondo  clic  la  serie  è ascendente  o discendente.  Cosi , nel 
nostro  esempio , essendo  convergente  la  serie  per  tutti  i valori 
di  x minori  dell'unità,  ed  essendo  nulli  i valori  di  arc.senor 
e della  serie  quando  oc  = 0 , risulta  C = 0 , e quindi  si  à 
semplicemente 


. li1  , 1 . 3 x3  . 1.3.5 x’  , 

arc.senx=x+-J  + rì--h—T  + ecc.  (S) 


Ma  se  per  Sviluppare  , a cagion  di  esempio,  arc.lan.r  in 
serie  discendente  , si  osserva  che 

dx  rfx/.  1 , 1 1 . \ 

</.arc  tan  i , "^  + ecc7’ 

e che  perciò 

_ 1 , i 1.1 

are . tan  x — C p — — =—  + =—  — ccc.  , 

x 3x*  5x5  7x’ 


per  determinare  la  costante  bisognerà  osservare  che  la  serie 
è tanto  più  convergente  , (pianto  maggiore  è or  in  confronto 
dell  unità  ; il  perchè  , converrà  supporre  cr  = oo  , divenendo 

cosi  nulla  la  serie,  c l'arco  eguale  a - : dal  che  risulta  C=-  , 
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e si  ha  in  conseguenza 


are . tan  x 


r._ì+_L_J_  + _L 

2 x ' 3xJ  iix5  ^ 7x® 


(T) 


E anche  osservabile  che  la  serie  (S)  c quest'  ultima  (T)  > 
le  quali  esprimono  le  funzioni  are  scn  x ed  are  tan  x , son 
convergenti  per  x=  1 , quantunque  per  tal  valore  di  x noi 
siano  gli  sviluppi  delle  derivate  di  esse  funzioni  , verificandosi 
di  nuovo  ciò  che  si  avanzò  in  line  del  n.°  463. 

477.  Per  mezzo  della  integrazione  , non  solo  data  una 
funzione  si  può  alcune  volte  ritrovare  con  molta  facillà  la 
serie  ad  essa  equivalente  ; ma  per  converso  , data  una  serie 
si  può  talvolta  ritrovar  la  funzione  che  le  corrisponde  , ciò 
che  equivale  a sommare  la  serie  , quando  si  supponga  con- 
vergente. 

Sia  per  esempio  la  serie 


1 i 2 , 3 

s = — — H H ecc. 

x xa  x® 


che  è convergente  (n.°  197)  pei  lavori  di  x maggiori  di  1.  Sarà 

sdx  dx  2 dx  3 dx 

— ecc. 

x x®  x®  x* 


e integrando 

/sdx  1.1,1,  1 

X X X®  X®  X — 1 


Or  differenziando  questa  equazione  col  secondo  membro  posto 
sotto  forma  finita  , e riducendo  se  ne  desume 


. 12  3.  x - , 

s , ossia  - + — + — + ecc.  =-. — — , per  x > 1. 

X X*  X®  (x 1)®  ‘ 

Così  pure  , supposto  s = x -f-  2x*  4-  3a>s  + • • • + tixn  , 

avremo  — ■ = dx  -J-  2 xdx  + 3.r*  dx  -f-  • • • >ìxn~t  dx  , 
x 


. /'sdx  , ivi  , n * — x"-1-® 

e integrando  ,/  — = x+  x*  * -r  • • • -f-  * = • 

Differenziando  ora  questa  equazione  col  secondo  membro 
espresso  in  forma  frazionaria  , dal  risultato  si  desume 

x — (ii-M)x’,-t-‘  -f-nx’,-+-® 


s , o vero  x + 2x'  + • • • + nxn=- 
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SEZIONE  SECO  II)  A 

Inlegrali  (Minili  ilesitiili  dagl’  indefiniti , e loro  applicazioni 

geometriche. 


CAPITOLO  Vili. 

Nozioni  sugl  inteyrali  definiti . e formolo  approssimative 
i lei  lor  valori. 

418.  Supponendo  essere 

y = F[x)+C  (I) 

l’ integrale  complelo  del  differenziale  <ly  = dxf[x)  , sappiamo 
die  C dinota  una  quantità  costante  , ossia  indipendente  da  x , 
ma  del  tutto  arbitraria  in  valore  ed  in  forma  , linchè  l' inte- 
grale non  deve  adempiere  se  non  alla  condizione,  che  diffe- 
renziato restituisca  dxf(x).  Essa  però  non  sarchile  più  tale , 
se  per  la  natura  del  problema  clic  impegnò  alla  integrazione , 
o per  semplice  convenzione  , 1 integrale  y dovesse  prendere 
un  valore  dato  b quando  un  altro  valor  dato  a si  attribuisce 
alla  variabile  x , perchè  allora  dovrebb’  essere 

fc  = fY«) -f- C , d' onde  nasce  C = b — fili). 

In  tal  caso  l'equazione  (I)  diviene 

y-b  = F,x)-F,a)  , (2) 

e in  linguaggio  geometrico , questa  maniera  di  determinar  la 
costaute  mercè  la  nuova  condizione  imposta  alla  funzione  y, 
equivale  a far  passare  pel  punto  dato  («  , b)  la  curva  di  cui 
sono  coordinate  la  variabile  e l’integrale  completo. 

419.  Ordinariamente  si  suppone  clic  l' integrale  svanisca 
quando  x ha  un  certo  valore  che  si  dinota  con  x0  , cioè  a 
dire  si  suppone  ;/=  0 quando  x=xx0  : allora  indipendente- 
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mente  da  ij  l’integrale  si  esprime  con  C dxf(x),  e 1 equa- 
/.ione  (2)  diviene 

P dxf[x)  = F{x)—F{xu). 

O x. 

Dopo  ciò , se  si  voglia , o se  la  natura  del  problema  esiga 
che  la  variabe  x abbia  un  qualunque  valor  particolare  , cui 
dinoteremo  con  basterà  sostituire  x#  ad  x nell’equazione 

precedente  , e indicando  il  risultato  con  J*  0 dxf(x) , avremo 

f^dx({x)=F[x„)-F[x0). 

480.  11  valore  x„  per  cui  l’ integrale  svanisce  , n'  ò come 

I origine  , e suol  dirsi  che  l'integrale  incomincia  quando  x — x0. 

II  valore  a cui  poscia  si  arresta  essendo  co»,  si  dice  in  con- 
seguenza che  r integrale  finisce  quando  x = xM.  Con  nome 
comune  i valori  x0  ed  Xa>  diconsi  limiti  dell’  integrale  , uno 
inferiore  1’  altro  superiore  ; comunque  non  siano  realmente  che 
i limiti  , o piìi  veramente  i valori  estremi  della  variabile  di 
cui  l’ integrale  è funzione.  Un  integrale  che  si  euunzia  senza 
fissare  la  sua  origine,  o piuttosto  senz’altra  condizione  tranne 
quella  di  avere  un  dato  differenziale  , suol  dirsi  integrale  in- 
definito; e per  contrario  si  chiama  integrale  definito  quello  di 
cui  son  dati  i limili  nel  senso  anzidetto  (a).  Se  questi  limiti 
sono  x0  ed  a?»  , si  dice  che  f integrale  debb’  esser  preso  da 
x = xg  sino  ad  x =xx  , e giova  por  mente  che  ciò  si  può 
effettuare  ( indipendentemente  dalla  determinazione  della  co- 
stante arbitraria)  calcolando  i valori  che  prende  la  parie  varia- 
bile dell’  integrale  quaìido  x=  xa  c quando  x = xa>  , e poi  sot- 
traendo il  primo  valore  dal  secondo. 

481.  Tutti  questi  modi  di  dire,  egualmente  che  le  voci 
somma , sommatoria  , integrale  , con  che  si  esprime  la  ca- 


(aj  Si  vedrà  in  seguito  che  una  moltitudine  d’ integrali  definiti,  presi 
tra  limiti  speciali,  come  0,  ±1,  àzee  , e spesso  trovati  indi- 

pendentemente dagl'  integrali  indefiniti , costituiscono  un  nuovo  genere 
di  funzioni  , la  cui  teorica  forma  in  oggi  una  branca  estesissima  del- 
l’Analisi. 
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raltcrislica  / posta  innanzi  al  differenziale  , tengono  ad  una 
proprietà  importantissima  , cui  si  fece  allusione  nella  nota 
al  n.°  402,  e senza  di  cui  il  Calcolo  integrale  sarebbe  inutile. 
Essa  può  enunziarsi  dicendo  : clic  / integrale  definito  di  un 
differenziale  qualunque  si  può  riguardare , generalmente  par- 
lando , come  la  somma  degl’  infiniti  valori  che  prende  il  differen- 
ziale da  un  limite  all'  altro  dell'  integrale  ; o per  parlare  con 
più  precisione:  clic  supposto  dF{x)  — dxf[x)  , l’integrale  de- 
finito F\xxi) — F(x0)  si  può  considerare  generalmente  come  il 
limite  verso  il  quale  converge  la  somma  dei  valori 

Axf(x „)  , Axf(x0+Ax)  , Axf[x0+ZAx)  ....  Axf{xa) , 

secondo  clic  Ax  diviene  un’aliquota  più  piccola  di  x*> — x0. 

Difatti  , supponendo  che  x e f(x)  esprimano  le  coordi- 
nale OP  e PM  di  una  curva  KL  ( fig . 60}  , l'integrale  com- 
pleto F(x)  -|-  C rappresenterà  ( n.  222  ) l’ area  ABMP  , com- 
presa tra  un’ordinata  AB  arbitraria  del  pari  che  C , e l’or- 
dinata PM  = x ; e quindi  supposto  OP0  — x 0 , OPv  = Xs,  , 
sarò  1’  area 

P0M0M<bPu  = F[xk)  — F[x0) . 

Or  se  presa  PQ  = Ax  , si  riguardasse  A xf{x)  come  la  mi- 
sura dell’  area  PMNQ , ognun  vede  che  si  commetterebbe  un 
errore  rappresentato  dal  triangolo  mislilineo  MNR , e quindi 
minore  del  rettangolo  RS.  Ma  è visibilo  che  l’ area  PoM0MxPm 
si  compone  di  tutte  quelle  consimili  a PMNQ  e racchiuse 
tra  P0M0  c ProMn  : dunque  considerando  l’arca  P0M0MVPK  , 
o l’ espressione  di  essa  F[x »)  — come  la  somma  dei 
valori  che  prende  Ax f{x)  da  x=Xo  sino  ad  x=x» , l’ erroro 
sarò  più  piccolo  del  rettangolo  UV , che  rappresenta  la  somma 
di  tutti  i rettangoli  consimili  ad  RS , e contenuti  fra  PoM0 
e P<eM<o.  Or  questo  rettangolo  ha  per  misura  VM»  X Ax  , e 
quindi  risulta  infinitamente  piccolo  quando  Ax  si  riduce  a dx , 
comunque  allora  il  numero  degli  errori  divenga  infinito. 

Col  metodo  infinitesimale  propriamente  detto  , la  stessa 
proposizioue  è come  evidente  nel  senso  del  suo  primo  enun- 
ciato. Difatti  , supponendo  che  1’  ordinata  PM  esprima  l’ in- 
tegrale F[x)  in  vece  della  sua  derivata  f(x)  , se  fìngiamo 
che  PQ  dinoti  il  differenziale  dx  dell’  ascissa  , sarà  dxffoo) 
l’ espressione  del  differenziale  NR  dell’ordinata.  Or  ben  si 
vede  che  tutte  le  rette  simili  alla  NR  , e comprese  tra  le 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  INTEGRALE. 


391 

ordinate  PnMa  e PaMs,  costituiscono  la  differenza  VMn  di 
queste  ordinate  , espressa  da  F[tm)  — P\cc0). 

*482.  Nondimeno  importa  osservare,  che  queste  dimostrazioni 
suppongono  che  l’ integrale  indefinito  F(x)  sia  una  funzione 
continua  di  x fra  i limili  della  integrazione  : poiché  quando 
per  un  valore  di  x compreso  tra  questi  limiti  la  funzione  F[x) 
e quindi  (n.  87)  la  sua  derivata  f[x)  divengono  infinite,  la 
proposizione  di  cui  si  tratta  può  esser  vera  , e può  esser 
falsa.  È falsa  , per  esempio  , nell’  integrale  da  valutarsi  fra 
limili  di  segni  diversi,  e rappresentato  dall’ordinata  di  una 
curva  come  la  klLK  ( fig.  Gl  ) , in  cui  per  1’  ascissa  x = 0 
1 ordinata  ha  due  valori  infiniti  e di  sogno  contrario  , non 
essendo  possibile  che  un'  ordinata  positiva  possa  desumersi 
da  un'altra  negativa,  con  aggiugnerca  questa  le  successive  dif- 
ferenze , tutte  ancora  negative,  delle  ordinate  intermedie;  sem- 
bra poi  vera  quando  la  delta  curva  è come  la  klLK(fìg.  68), 
in  cui  all’ascissa  x=0  corrisponde  un’ordinata  infinita  , si 
bene  , ma  unica  e positiva  come  le  altre  : diluiti  , nulla  im- 
pedisce in  tal  caso  di  concepire , che  la  differenza  tra  due 
ordinate  corrispondenti  ad  ascisse  di  segni  contrarii , risulti 
dall’  insieme  delle  differenze  tra  le  successive  ordinate  inter- 
medie ; poiché  ciò  torna  lo  stesso  che  unire  a quella  prima 
differenza  infinite  altre  , che  a due  a due  sono  eguali  e di 
segni  contrarii. 

Il  primo  dei  due  esposti  casi  ha  luogo  negl’integrali  definiti 


dx 

(x — a)* 


dx  i*—a 

0 x — a — a 


che  si  desumono  dagl’  integrali  indefiniti 


1 

x — a 


l(oo  — a) 


mediante  la  regola  dianzi  ( n.  480  ) espressa.  Infatti  suppo- 
nendo a>0,  e <*  , il  primo  di  quegl’integrali  ha  un  valor 
negativo  , frattanto  che  la  quantità  sottoposta  al  segno  f ri- 
mane costantemente  positiva  ; il  secondo  poi  assume  un  va- 
lore immaginario,  mentre  la  quantità  soggetta  al  segno /è 
sempre  reale. 

483.  Sono  conseguenze  notevoli  dei  due  n.'  precedenti  : 
1.°  che  solo  quando  la  funzione  f(x)  è continua  fra  i 
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limili  assegnali  all'  integrale  / dxf(x)  , questo  integrale  , ri- 
guardato  carne  somma  degl'  infiniti  calori  assunti  da  dxl'(x)  tra 
quei  limiti , possa  con  sicurezza  spezzarsi  in  due  o più  altri, 
scrivendo  per  esempio 

r*  = r W*) + . 

x/  *0  xf  *0  x/  a 

//"A**)  +/ W)  +/^  dxf(x)  , eco. 

2.°  Che  scambiando  fra  loro  i limiti  , non  si  cangia  il 
valore  ma  soltanto  il  segno  del  risultato  , avendosi 


fX°  dxf(x)  = F[i r0) — F(x„) . 

" 3.°  Che  supponendo  periodica  la  funzione  f[x) , e sup- 
ponendo che  il  periodo  si  estenda  da  x=a  fino  ad  x=b  , 
anche  l’integrale  fdxf{x)  sarà  funzione  periodica  , e della 

medesima  estensione  ; talché  1'  integralo  definito  J dxf(x) 
dove  c fosse  comunque  maggiore  di  b,  dipenderà  daU’integraie 
f dxf(x)  valutalo  fra  i limiti  del  periodo , e da  un  inte- 
grale J'/ dxf{x)  dove  y ù minore  di  b.  Sono  in  questo  caso 
i tre  integrali 


fd<$[/ 1—  f'sen>  , / dw  , /~ 
J V 1 — c*sen*<p  (1 


(io 


(l  + asen*<f)l/l  — c*scn*<f> 


segnalati  al  n.°  471  sotto  il  nome  di  funzioni  ellittiche  , e 
indicali  rispettivamente  con  E , F , II.  Il  loro  periodo  si 
estende  , come  quello  di  sen*9  da  0°  a 180°  ; ma  siccome  i 
valori  di  sen  9 da  0°  a 90°  ritornano  con  ordine  inverso  da 
90°  a 180°,  per  essere  sen  (90°  — 4)=  sen  (90° + 4-)  > così 
ciascuno  degl’integrali  E , F,  n avrà  Io  stesso  valore  tra  i 
limili  0°  e 90° , che  tra  i limiti  90°  e 180°  : onde  i valori 
di  essi  da  9 eguale  a zero  sino  ad  un  altro  valore  di  9 co- 
munque più  grande  di  90°  , dipenderanno  dai  valori  dei  soli 
integrali  che  si  estendono  da  9=0°  sino  a 9 = 90°  , c che 
in  riguardo  ad  E ed  F sono  cogniti  e registrali  in  tavole. 
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* 4.°  Che  ponendo  x = by  , risulta 

y'\ixf(x)=b^1  dyf(by)  — bj'\hvf[bx) , 

il  che  fa  dipendere  un  integrale  definito  in  cui  uno  dei  li- 
miti è qualunque  , da  un  altro  dove  un  tal  limite  è l'unità  : 
riduzione  che  può  tornare  utilissima  , supponendo  calcolata 
una  tavola  contenente  i valori  d’ integrali  definiti  fra  i limiti  0 
od  1 per  varie  determinazioni  della  funzione  f(cc). 

* 5."  Finalmente , che  ponendo 


r _ a+y 

i-y 


donde  dx  ■ 


(a-i-ì)dy 

(!-*)• 


e y. 


x — a 


ne  risulta 


e quindi  si  ha  il  vantaggio  di  poter  effettuare  la  valutazione 
dell' integrale  fra  limili  amenduc  finiti. 

484.  Dopo  le  cose  precedenti,  quando  l'integrale fdxf(x) 
non  si  può  avere  sotto  forma  finita  , o sotto  forma  di  una 
serie  abbastanza  convergente  pei  limiti  assegnati  , può  trarsi 
partito  dal  teorema  dianzi  provato  (w.48l)  dividendo  I in- 
tervallo cr« — x0  in  un  numero  n di  parli  eguali  Ax  sufti- 
cienlemente  piccole  , e calcolando  i valori  di 

f[*o)  • f(x o + A-7')  , f(x0  + 2A®) ....  /!><>  + (»  - j ; 


poiché  moltiplicando  in  seguilo  la  somma  di  questi  valori 
per  Ax , si  avrà  prossimamente  il  valore  dell'integrale. 

Operando  cosi , e riguardando  1 integrale  definito y x'K’dxf(x) 

come  rappresentato  dall' area  P0M0M<»Pa  ( fig . 66)  della  curva 
avente  per  equazione  y=f[x),  quest'arca  si  viene  a considerare 
come  la  somma  dei  rettangoli  MuPt  , MtPt  , ...  M iscritti 
alla  curva;  e dinotando  per  brevità  con  yoly,.yt,  , yn 

le  ordinate  M0  P„  , M,Pt  , M,P,  , . . . M„_tP„_,  , MK  P„  , si 
ha  prossimamente 


"ydx  = Ax{y0-+-  • ■ +!/.,-«). 

Cale.  Ini. 


dove  Ar=  ^-^2. 

n 

50 
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Slmilmente  facendo  uso  dei  valori  di  Axf(x)  da  x=xu  -f-  Ax 
sino  ad  x = x0-±-uAx=Tv  , si  considererebbe  l'integrale  o 
I’  area  corrispondente  come  uguale  alla  somma  dei  rettangoli 
PnMt  , P,M, , . . . Pn_xMv  circoscritti  alla  curva  , e sarebbe 
approssimativamente 

r-"  ydx  = Ax(ijt  + </,  + y>  H 1 y„) . 

xo 

485.  È visibile  che  uno  di  questi  valori  dell’ integrale  de- 
finito è in  difetto,  e l’altro  in  eccesso  riguardo  al  valor  ge- 
nuino dell’integrale,  almeno  quando  le  ordinate  ij0  , yt,  ...  , yn 
son  tutte  crescenti , o tutte  decrescenti  ; per  modo  che  quando 
ignorasi  (come  ordinariamente  avviene)  la  specie  dell’errore, 
ò prudenza  servirsi  del  medio  tra  essi  , il  quale  vien  rappre- 
sentato da 

J'^ydx  = Ax  (^y0  + yt  + yt+  ■ ■ • y„-t  +!«/„)•  (0 

Questa  forinola  non  racchiudendo  che  i valori  della  funzio- 
ne f(x)  , può  essere  impiegata  anche  quando  questi  valori 
son  dati  soltanto  in  numeri  , senza  esser  cognita  la  forma 
della  funzione.  La  medesima  è inoltre  tanto  più  prossima  al 
vero  quanto  minore  è Ax  , e quanto  meno  rapidamente  va- 
riano i valori  di  f(x)  tra  i limiti  x0  ed  xv  ; nondimeno , os- 
servando che  il  polinomio  rinchiuso  nella  parentesi  potrebbe 
anche  ricevere  la  forma 

I l 1 

§ (i/o  + y.)  -+-  g (l/i  4-  2/«)  4 +§  (2/«— * 4" y«) . 

si  vede  facilmente  che  essa  rappresenta  la  somma  dei  trapezii 
iscritti  all’  area  P0M„M<»P<o  , e che  però  eccede  o manca  dal 
valore  esalto  di  quest’area  , ossia  dell'integrale,  secondo  che 
la  curva  oppone  la  convessità  o pure  la  concavità  all’asse 
delle  x. 

* 486.  La  geometria  sola,  che  avrebbe  potuto  darci  la  for- 
inola (1),  non  olire  con  faciltà  il  mezzo  ili  trovarne  un’altra 
più  prossima  al  vero  ; ma  bene  vi  si  riesce  colla  serie  di 
Taylor  , la  quale  permette  di  spingere  1’  approssùnazione  a 
quel  grado  che  si  vuole.  Infatti  , scrivendo  da  principio  per 
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semplicità  a , /3  e 5 in  vece  di  w0  , oc*  e Ax  , abbiamo  per 
la  citata  serie 


F{*  + S)  = F[»)  + Zf(%)  4 *—  /‘'(a)  + ecc. 

F[x  + 25)  = F[x  4 5)  4 5f(*  4 *)  4 £ f(*  4 5;  4 ecc. 
*1*435)  = F[x 4 25)  4 àf{* 4 25)  4 y /*(*+  23)  4 ecc. 


fTa-j-nSJssl^a+tn— l)5J-|_5/[»-t-(/i_i)5]4Ì./‘'[*-t-(H— 1)5]-t-ec 

Quindi  supponendo  /3  — *=n5,e  facendo  la  somma  di  que- 
st' equazioni  , avremo 

F0)_F(*)=52/-(*4tf)4  ~ 2/>  4«3)4  ^ 3f(«4«)4ecc. 

dove  t esprime  un  numero  intero  , e le  caratteristiche  2 
indicano  delle  somme  che  si  estendono  agli  n valori  di  » , 
da  i = o sino  ad  i = n — 1 

Applicando  alle  funzioni  f(x ) ed  f'(x ) , f(oo)  ed  f"(x),  ecc. 
il  risuitamento  ottenuto  dalle  funzioni  F[x)  ed  r)  , si  ha 
del  pari 

A/9)—/W =52/'(*  4 «a)  4 1 2/>4  ■•*)  4 ecc. 
r09)-H»)-^r,(*4»'*)4ecc. 

Ciò  posto  , se  si  stabilisce  a ragion  di  esempio  , di  voler 
disprezzare  le  potenze  di  5 superiori  alla  seconda  nel  valore 
di  F((3)-F(x)  , si  potranno  desumere  i valori  di 

i*2/>4«3),  e 1V>4«3) 

dall’  equazioni  precedenti , e limitandosi  alle  potenze  seconde 
di  5 , verranno  espressi  rispottivamente  da 

itwJ-wi-xtw-rM].  « Tim-r»]- 
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Adunque  sostituendo  questi  valori  ai  precedenti  nel  sun- 
notato valore  di  jFtyS)  — f[«) , avremo 

cioè  a dire 

f*  = 5 \l  fi*)  + fi*  + *)  + /!(*  + «)+••• 

+ /i* + (»-<)s + 5 w)  ] - £ crc/3)— r(*)i , 

o pure  , rimettendo  i simboli  primitivi  , 

,yd.T=br)Qy0-+.yl+...+yn-i+  £</„)—  ^y,-'j0) . (U) 

dove  y'0  ed  y n sono  scritti  per  dinotare  i valori  che  assume 
il  coelliciente  differenziale  di  y , ossia  di  f(x)  , nel  sostituire 
ad  x i limiti  x0  ed  £C«. 

* 487.  La  formola  (I)  suppone  , per  essere  applicabile  , che 
ilo  . >/i , ...  t/„  siano  finiti  ; e la  formola  (li)  esige  inoltre  che 
siano  tali  anche  y Q , y'„..  Quindi  , s'  è necessario  (a)  far  uso  di 

tali  formolo  per  valutar  f integrale  definito  d.rf{x ) nella 

ipotesi  che  f[ x)  divenga  inlinita  per  x—a  , e clic  ciò  non 


(a)  Quando  la  ricerca  per  la  quale  occorre  l’integrale  definito  comporta 
una  mediocre  approssimazione,  questa  si  potrà  ottenere  nel  seguente 
modo.  Supponiamo  decomposto  ( il  che  non  è mai  gran  fatto  difficile  ) 
il  differenziale  dxf[x)  nei  fattori  rf.r<p(x)  e 4(x)  , in  modo  che  il  primo 
si  sappia  integrare,  e dinotiamo  con  m ed  M il  minore  ed  il  maggior 
valore  di  4(x)  da  x =x„  ad  x = xM.  Sarà  evidentemente 

dx<f{x)\(x)  > mdx<f(x) , c < Mdx  <p(x) 

per  tutti  i valori,  eccetto  m ed  M , che  prende  4(x)  tra  quei  limiti. 
E però  dovendo  correre  la  stessa  relazione  tra  le  somme  di  tutti , avremo 

f*  ''  dx<f{x)\(x)  > mi'  dx  <f  (x) , e < m/1  61  dx<f(x)  ; 

v Xq  1/  3*0  */  Xq 

talché,  quando  non  si  hanno  ragioni  di  preferire  uno  di  questi  limiti 
all’ altro,  si  terrà  prossimamente 

Jxy  dxf{x)  ==^v*’  rfx  <f[x)  ;(*)  = dx  ?[*). 
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ostante  l' integrale  abbia  un  valor  finito,  non  saranno  esse 
applicabili  che  a valutar,  se  si  vuole,  l'integrale  da  x=xQ 
sino  ad  a?  = a — 3 , essendo  3 numero  discretamente  piccolo; 
ma  in  quanto  al  calcolo  dell’  integrale  da  a = a — 3 sino 
ad  x = a , non  basterà  dividere  f intervallo  3 in  parli  Ax 
vieppiù  piccole,  sia  perchè  questo  non  compensa  f effetto  del 
rapidissimo  accrescimento  che  prendono  i valori  di  f[x)  quan- 
do x è presso  a divenire  a , sia  perchè  gli  ultimi  termini 
delle  forinole  in  parola  divengono  assolutamente  infiniti  , lad- 
dove Ax  non  potrebbesi  nel  fatto  assegnare  che  piccolissima. 
In  tal  caso  bisogna  ricorrere  ad  opportune  trasformazioni  , 
lo  scopo  delle  quali  è nel  tempo  stesso  di  far  conoscere  se 
I integrale  richiesto  abbia  valor  finito  , e,  nell’  affermativa  , 
di  valutarlo  per  approssimazione.  E vogliam  dire  che  bisogna 
trasformare  il  differenziale  dxf[x)  in  un  altro  </z  9(2) , mercè 
tale  equazione  -4.(03  , s)  = 0 tra  x e z , che  pel  valore  di  z 
cavato  dall’equazione  >J-(a  , z)  = 0 , risulti  di  valor  Gnito  la 
funzione  q>(z)  ; e tale  anche  risulti  la  sua  derivata  ^'(zL  se 
si  ha  in  vista  di  applicare  la  forinola  (II).  Ciò  poscia  ammésso , 
bisogna  prendere  l’ integrale  di  dz^[z)  fra  i limiti  espressi 
dal  detto  valore  di  z , e dall’altro  che  ne  dà  l’ equazione! 
|(«_3  ,z)  = 0. 

* 488.  Concepiamo  ridotta  la  funzione  f[x)  , che  diviene 
infinita  quando  x=n  , sotto  la  forma 


(a — a:)’" 


dinotando  X una  funzione  di  x , che  non  diviene  infinita  nè 
nulla  quando  oo=a.  Supponendo  n— a?=zm,  avremo  x=a — zm, 
c dx = — mzm~ldz  , dal  che  risulta 

dxf[x)  = — ni  Zz’"~’t~1dz  . 

indicando  con  Z la  funzione  di  z in  che  si  muta  .Y.  Or  se 
conforme  all’  ipotesi  , Z non  diviene  infinita  quando  z = 0 
( che  è il  valore  di  s corrispondente  al  valore  a di  x ) , e 
se  inoltre  m è maggiore  di  n , il  coefficiente  di  dz  sarà  finito 
quando  s = 0 ; c quindi  una  formola  in  z simile  alla  (I) 
potrà  servire  al  calcolo  dell’integrale  di  — mZz",~nr~1dz  tra 

. n»  __  .... 

1 limili  0 c l/S  , che  sono  i valori  di  z corrispondenti  ai 
valori  a ed  « — 3 di  x. 
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Essendo  poi  il  coefficiente  difFeronziale  di  Zzni~‘ *“*  espresso 
da  Z'z’"~n~I  -f-  (m  — n — 1 )Zzm+n~*  , si  vede  che  per  po- 
ter applicare  con  sicurezza  una  forraola  in  z simile  alla  (II) 
al  calcolo  dell’ integrale  di  — mZzm~n~,dz  da  s = 0 sino 

m _ 

a s = , conviene  che  altresì  Z'  abbia  valor  finito  , sic- 

come Z,  quando  z—o  : il  che  per  rapporto  alla  funzione  f(x) 
esige  che  siano  finiti  i valori  di  X ed  A"  quando  a >==a,  al 
dippiù  della  condizione  che  m sia  maggiore  di  n. 

È chiaro  ohe  la  sostituzione  a — x~zm  , adoperata  nel 
presente  differenzialo  , rimane  senza  effetto  quando  m è 
uguale  o minore  di  n , perchè  allora  il  coefficiente  di  dz  nel 
risultante  differenziale  in  z diviene  alla  sua  volta  infinito  nel 
limite  zero  di  3,  (a).  Adunque,  siccome  il  prodotto  della  fun- 
zione f{ x)  per  x — a è visibilmente  nullo  , finito  , o in- 
finito quando  x = a , secondo  che  m è maggiore  , eguale , 
o minore  di  ti  , possiamo  affermare  che  l'  integrale  di  dxf(x) 
preso  fra  dati  limiti  , per  uno  dei  rpiali  a la  funzione  f(x) 
diviene  infinita  , sarà  finito  se  il  prodotto  (x— a)f(x)  sarà  nullo 
quando  x = a ; ma  potrà  essere  infinito  , se  quel  prodotto  sarà 
finito  o infinito  quando  x = a.  Ora  , nel  primo  soltanto  di 
questi  tre  casi  può  tenersi  vera , senza  eccezione , la  proposi- 
zione dimostrata  nel  n.°  481  , e quindi  può  valutarsi  l’ inte- 
grale colle  formole  (I) , o (II). 

* 489.  Un  altro  mezzo  per  conoscere  se  l’integrale  / dxf(x) 

%/  *0 

sia  finito  nella  ipotesi  di  f(a ) = oc  , consiste  in  paragonarlo 
ad  un  altro  / dx${x)  non  soggetto  ad  incertezza  , e tale 
che  f{x)  e q>(a?)  abbiano  tra  loq^gun  rapporto  finito  pel  valor 

— — ~ 

(a)  Ciò  sembra  dipendere  intrinsecamente  dal  fatto , che  l’ integrale 
di  — — — , che  si  presehtSS#|e . integrando  per  parti  1’  attuai  dif- 

(.-«)£  '***" 

ferenzialc  dxf(x) , contiene  al  numeratore  c non  più  al  denominatore 
il  binomio  a — x,  quando  m 6 maggiore  di  n;  laddove  questo  binomio 
rimane  tuttavia  nel  denominatore  quando  m ò minore  di  « : di  che 
segue  clic  l’ integrale  risulta  infinito  pel,  valore  a di  x.  E tale  pur 
risulta  quando  w è uguale  ad  n , a motivo  che  il  detto  integrale  viene 
allora  espresso  da  — l[n — x ). 
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particolare  a , egualmente  che  per  tutti  gli  altri  valori  di  x a 
contare  da  x0  ; poiché  in  tal  caso  è chiaro  clic  i due  integrali 
debbano  essere  insieme  Imiti , o insieme  infiniti. 


Sia  per  esempio  l' in 


° ./o 


x’dx 

|/l — x * 


che  nou  si  sa- 


prebbe esprimere  in  modo  finito  nò  algebricamente  nò  coi 
trascendenti  ordinarli , e pel  quale  accade  che  la  funzione  che 
moltiplica  dx  diviene  infinita  pel  limite  1.  Paragonandolo 

all’integrale  J*' ~~  > *1  rapporto  delle  funzioni  che  mol- 


tiplicano dx  pareggia  di  quello  di  l/l — x3  a l/l — a?4,  c 
però  si  conserva  finito  da  x = 0 sino  ad  x = 1.  Lo  stesso 
dunque  si  dee  ammettere  per  i due  integrali  ; ma  per  essere 
( n.  410  ) 


p x*dx 

Ji/ì—x' 


1 x*dx 
l/l  — x* 


2 

3 ’ 


avendo  con  ciò  un  valor  finito  : dunque  sarà  finito  anche  il 
valore  del  primo  integrale. 

* 490.  Supposto  che  / ° dxf(x)  sia  finito  non  ostante  che 

t/  *o 

f[a)  sia  infinito  , per  calcolare  approssimativamente  il  valore 

y'ta  $ 

dxf(x)  , che  poi  si  unirà  al  valore  di  / dxf(x) 

<J*“5  l/  3-q 

trovato  con  una  delle  formolo  (I)  o (II)  , basta  molte  volte 
supporre  a — x=z,  perchè  la  picciolezza  della  variabile  z, 
racchiusa  tra  i limiti  0 e S , permette  di  semplieizzarc  il 
coefficiente  differenziale  del  risultato  in  z:  e ciò  con  artifizii 
suggeriti  dalla  natura  di  questo  coefficiente , o con  isvolgerlo 
in  serie  ascendente  per  rapporto  a z , e limitarsi  ai  termini 
affetti  dalle  potenze  di  un  certo  grado. 

Tenendo  questo  modo  per  l’ integrale  dianzi  proposto  ad 
esempio , si  potrebbe  colla  formola  (I)  trovarne  la  parte 
compresa  da  oc  = 0 sino  ad  a?=0, 9 ; non  che  quella  con- 
tenuta da  oc  = 0 , 9 fino  ad  :r=0 , 99.  Inoltre  per  la  prima 
parte  si  potrebbe  prendere  Ax  = 0 , 1 , c successi vameu le 

oc=0  ; =0,  1 ; =0,2  ; = 0,3  ; ...  =0,9. 

E per  la  seconda  parte  impicciolendo  vieppiù  Ax , a motivo 
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che  nell’  avvicinarsi  x ad  1 crescono  più  rapidamente  i valori 

di  — - — , si  potrebbe  fare  A.r  = 0,03  , e successivamente 
Vi—  x* 


x—  0 , 90  ; =0,93  ; =0,96  ;:=0,99. 

Quanto  poi  alla  parte  rimanente  , da  valutarsi  tra  i li- 
mili 0,99  ed  1 , supponendo  I — .r—z  , risulta 


Xadx  /«0,01 

o,oo  \zjzrxi  « 


(!-*)•* 


V i z — — zl 

rM st _ ecc.y 

*'  o 1/-J/.1—  G;  i4s»_ ->  o 2l/j  V 4 32  / 


Per  lo  clic  , limitandosi  alla  potenza  seconda  di  s , c 1 
essendo 


la  sostituzione  di  0,01  in  luogo  di  z darà 


y^i  x*dx 


J L_\ 

1200  160000/ 


0,052053  . . . : 


valore  sufficientemente  prossimo  al  vero. 

*491.  Ritenendo  che  l'integrale  definito  sia  ( n.  480  ) la 
differenza  dei  valori  dell'  integrale  indefinito  , corrispondenti 
ai  valori  estremi  della  variabile  , non  vogliamo  tralasciar  di 
avvertire,  che  siccome  nelle  applicazioni  ogn' integrale  si  ri- 
guarda come  somma  ( donde  la  voce  soinmaloria  ) degl'  in- 
finiti valori  presi  dal  differenziale  tra  certi  limiti  della  varia- 
bile , e siccome  ciò  non  sempre  si  verifica  per  1’  integrale 
definito  , quando  per  un  valore  della  variabile , intermedio  a 
quei  limiti  , il  coefficiente  difTercnzialc  diviene  infinito , cosi 
nel  desumere  in  tal  caso  la  sommatoria  dall’  integrale  inde- 
finito convenga  preferire  il  limite  per  rapporto  a 5 conver- 
gente a zero  della  formola 


+XT»  <ìfx{x)  , 


(«) 
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( da  trovarsi  dopo  effettuate  le  due  integrazioni  e la  somma 
dei  risultati  ) alla  formola 


+/•  *•  dfx  (x) , 


(*) 


che  senza  una  grande  oculatezza  può  alcune  volte  indurre  in 
errore. 

dx 

Così , valutando  la  sommatoria  di  — da  x — — 1 ad 


X 


— \ mediante  l’integrale  indefinito  /*—  ss — ì e la 

*/  a:*  * 

formola  (1),  le  due  parli  di  questa,  cioè  e /MÌ± 

«/  — 1 X*  J s x% 

danno  sì  l’una  che  l'altra  la  quantità  - — \ , e con  ciò 

risultano  entrambe  infinite  per  3 = 0 : di  che  si  eonchiude 
che  la  richiesta  sommatoria  sia  essa  stessa  infinita.  Ma  usando 

in  vece  la  formola  (2)  si  hanno  i due  termini  Z0  — -f  f'  — 

— 1 Xa  ,/0  X* 

u secondo  dei  quali  dà  manifestamente  -f-  co  , ma  il  primo 
non  avvertendo  che  lo  zero  può  prendersi  tanto  col  segno  -f-  , 
quanto  col  — ( per  essere  ugualmente  il  limite  dei  valori 
positivi  decrescenti , e dei  valori  negativi  crescenti)  dà  — x , 
e ciò  è falso  ; perchè  facendo  x — — y , si  ha  (».  483  , 2°) 


p°  /»o  dy pi  di/ 

«/ — i =Ji  ~ V o y*  ’ 


c però  debb' essere  ancora  + oc  , come  il  secondo. 

Così  pure  cercando  la 'sommatoria  di  JfL.  dove  a 1 

~ x — a ’ 

da  x = 0 ad  *=1,1’  integrale  indefinito  l(x  ~ a)  , c la 
formola  (2)  cioè  nel  caso  nostro  -f-  f 1 .dx ...  danno 


x — a 


log  (0)  log  (^—  a)  -f-  log  (4  — a)  — log  (0)  , 

e parendo  che  si  distruggano  tra  loro  log  (0)  e — log(O)  , 

nasce  il  risultato  falso  c immaginario:  log— ma  in  vece 

facendo  uso  della  formola  (4),  che  nel  caso  attuale  diventa 
Cale.  Ini. 


51 
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/r*a— * dì c , Z*1  dx 
0 x — a « / <h-8  x — o 


si  ottiene  facilmente  V espressione 


log  (—  5)—  log(  — «)  + log(1—  a)— log (5)  , 
die  si  riduce  (anche  prima  di  porre  5 = 0)  al  risultato  vero 
e reale:  log- — -• 

a 

*492.  Per  verità  , servendosi  della  formola  (4)  non  si  tien 
conto  della  somma  dei  valori  di  dxf(x)  da  oc  = « — S ad 
'r=tt-J-3  ; ma  per  la  natura  stessa  della  cosa  , è chiaro 
cho  l’errore  nascente  da  questa  omissione  dee  impicciolire  e 
svanire  con  S , siccome  d'altra  parte  è chiaro  che  i due  integrali 
componenti  la  detta  formola , e desunti  dall’integrale  indclinito 
esprimono  sicuramente  le  somme  dei  valori  di  dxf(x)  da  x0 
ad  a — 5 , e da  « + J ad  a»,  non  avendo  per  essi  luogo 
il  caso  di  eccezione  innanzi  ( n.  482  ) segnalato.  Per  questa 
ragione  il  limite  ordinai'io  della  formola  (I)  rispetto  a 5,  è 
chiamato  dal  signor  Cauchy  valor  principale  dell’  integrale 

definito  / K dxf[x) , nel  caso  di  /ì[a)*=  oc  per  un  valore  a 

intermedio  a x0  e cr®  ; ed  essendo  convenevole  , se  non 
pure  necessario , di  notarlo  in  tal  caso  con  un  segno  diverso 

da  / ® dxf{x)  , il  chiarissimo  sig.  Piola  propone  invece  di 

adoperare  il  simbolo  ® dxf(x) . Adunque,  supposto  seni- 
prc  fdxf(x)  = F(x)  , la  somma 

dx[f{x0)  + /K.  + dx)  + f[x0  + 2dx)  + . . . + ftr*)] 
verrà  espressa  da 

rXfi>  dxf{x)  = F[Xa>)  — %0)  , 

«/  ®0 

quando  la  funzioue  f(x)  è continua  da  x0  a xK  ; ma  verrà 
espressa  da 


s:  ^ =■■ |im  +/z ***>  ] 

= Km  [%— S)  - F(x0)  + F{xk)  — F[a  + 5)] 
quando  f{x)  = oo  per  un  valore  a intermedio  a x0  e a*>. 
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493.  Porremo  termine  a questo  capitolo  con  una  osserva- 
zione di  utilità  pratica  in  varie  ricerche , c che  nasce  ancora 
dall'essere  ogni  integrale  una  somma,  quando  il  coefficiente 
differenziale  è una  funzione  continua. 

È noto  come  dividendo  la  somma  di  più  quantità  omogenee 
pel  loro  numero,  si  ottiene  quella  tra  esse  che  dicesi  la  media 
in  quanto  alla  grandezza.  Dunque,  supposto  a?» - x>0~nàx, 
la  media  M delle  n quantità 

/fa»)  . /fa  + ùu>)  , l\x0  + 2Ax)  ....  /£®0+(n — l)Aa?] 
verrà  espressa  da 

/T^o) -+~ -f- -H /T-^o -H 2aj?) -f- . . . +-f[x0- f-(n  — 1)4*) 

1 i 

n 


o che  torna  lo  stesso  , da 

àx[f[xt)-\-f[.r0+lx)-\-f{xo+2^x)-h. . . + /fa-Hw— l)Ax)j 

nix  ' 

ma  quando  A.»  diviene  dx , il  numeratore  di  questa  frazione 

si  cangia  in  / " dxf[x)  , e il  denominatore  non  cessa  di 
%/  *0 

eguagliare  cc«  — x0 , quantunque  n divenga  infioilo  : dunque 
saià 

/T“dxf[x) 

M=y~^ — 

^T0 

il  medio  tra  gl'  infiniti  valori  che  prende  la  funzione  conti- 
nua f(x ) da  x0  ad  x». 

Dippiù  , essendo  evidente  che  il  detto  valor  medio  AI  si 
può  indicare  con  f[.r0  -f-  6(xx  — a?0)]  , dove  6 esprime  una 
frazione  positiva  , la  forinola  precedente  ci  darà  quest’  altra , 
che  pur  merita  attenzione  : 

fX*  dxf(x)  = (cr*,  — ,r„) /T.r„  -f  — av»)l. 

«/  x0 
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CAPITOLO  IX. 

Rettificazione  delle  curve  piane , e delle  curve  storte. 

494.  Si  è veduto  nel  n.°  221  che  1'  arco  j della  curva 
espressa  dall' equazione  y=f(x)  a coordinate  rettangolari,  il 
quale  comincia  da  un  punto  fisso  e termina  al  punto  (a? , y) , 
ha  per  differenziale 

ds=\/dx'  + d,f  = dx  y/  \ + jL  = dx  \ST+{f  ®)V 

Dunque,  chiamando  l’ascissa  del  punto  fisso  donde  l’arco 
incomincia  , ed  a?»  quella  del  punto  dove  finisce  , la  lun- 
ghezza dell'  arco  verrà  data  dall’  integrale  definito 

s = fX“dxV]  + {f'x)'  , 

*/  Xq 

quante  volte  il  radicalo  che  moltiplica  dx  è una  funzione 
continua  da  x0  ad  .r®. 

* 495.  Nel  caso  in  cui  per  uno  dei  limiti  x0  , cr®  , o per 
un  valore  a intermedio  ad  essi  avviene  che  f\x)  divenga 
infinita  senza  esser  tale  f(x)  , 1’  arco  s ordinariamente  sarà 
finito;  e supposto  tale,  verrà  dato  ( n.  491)  dalla  forinola 

f = fadx\/ \ + {f'xy->r /'*Kdx V\  + {f'x)'  , 

%7  x0  **  a 

o con  più  sicurezza  dalla  formola 

*= ,im  i y^dx  ^ 

in  cui  si  porrà  5=0  dopo  effettuale  le  due  integrazioni , e 
la  somma  dei  loro  risultamenti. 

Se  poi  , nello  stesso  caso,  non  si  conosca  l'integrale  in- 
definito , la  lunghezza  dell  arco  si  potrà  calcolare  per  ap- 
prossimazione con  la  formola 

, = f'~S\\lx  + fa  Xdx  + + *Xdx  + fX*  Xdx  , 

•X  rn  i/  a— 8 a o-t-J 
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dove  A'  è scritto  per  brevità  io  vece  del  radicale  , assegnan- 
do a S un  valore  convenevolmente  piccolo , valutando  il 
primo  e il  quarto  integrale  per  via  di  serie  o colle  forinole 
dei  n.‘  485  o 486 , e adoperando  per  gli  altri  due  in  modo 
analogo  a quello  del  n.°  490 , o pure  disprezzandoli  se  non 
si  aspira  a molta  esattezza. 

496.  Ciò  premesso,  consideriamo  in  primo  luogo  la  parabola 
ordinaria,  espressa  al  solito  dall’ equazione  y%  = %ax  , e per 
rendere  l’integrazione  un  poco  più  facile  , riguardiamo  l’arco 
e l’ascissa  come  funzioni  dell’ ordinata.  L’equazione  della  curva 
dandoci  allora 


f - 1 "*  ’=/ V<  + £-1» *7+*  ■ 

dinotando  s l’ arco  OM  ( fig.  69  ) intercetto  al  vertice  ed  al 
punto  (x  , y ) della  parabola.  Ora  essendosi  trovato  nel  n.°  427 

fdy  l/^+7=|l/c  + y-  + il  (y  + l/cTT)-  - 
avremo , cambiando  c in  a* , 


fdy  l'V  + a’  + jl  (y  + ^ y'  + a’) , 

e il  2.°  membro  di  questa  equazione  divenendo  ^ la  quan- 
do y t=so , la  lunghezza  s dell’arco  OM  sarà  ( n.  480  ) dopo 
le  riduzioni 


-5l^+5+.i'CHV,+$)- 


497.  Per  ciò  che  abbiamo  detto , la  parabola  ordinaria  o di  se- 
condo grado  non  è rettificabile  (a) , dandosi  questo  nome  soltanto 
alle  curve , i cui  archi  si  possono  esprimere  sotto  forma  algebrica 


(a)  È degno  di  singolare  attenzione,  che  quantunque  l’arco  parabolico 
sia  una  grandezza  tràscendente , pure  non  è che  meramente  algebrica 
ed  elementare  la  ricerca  di  un  arco  parabolico , che  stia  ad  un  altro  dato 
*n  j111  rapporto  commensurabile  ; o pure  , che  aggiunto  o sottratto 
dall  altro,  dia  un  risultato  esprimibile  algebricamente. 

Dinotiamo  per  brevità  con  ^ la  parte  algebrica  , e con  ^//?  la 
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c finita  collo  coordinate  degli  estremi  di  essi,  e coi  paramenti  delle 
corvè.  Ma  considerando  le  curve  espresse  dall'equazione i/==mc'\ 


parte  logaritmica  della  espressione  dell’  arco  dato  ; e il  rapporto  di  tale 
arco  al  richiesto  sia  quello  di  1 ad  n.  D'  altra  parte  sieno  y ed  y'  le 
ordinate  degli  estremi  dell’  arco  richiesto  , il  quale  riguardato  come 
diflerenza  di  due  archi  computati  ciascuno  dal  vertice  della  parabola 
avrà  per  espressione 


yl/V+a'*— y'Vy,%+a'  | q { y Vy%  -+- n% 

2a  2 

Sicché  dovendo  stare  ^ -+-  - IB  a questa  espressione  come  1 ad  n 
avremo  1’  equazione 


yWy+ór—  y'l/7*T^i  a y-t-l^y*  + o»_n.4  na^ 

2«  2 2a  2 

Ora  essendo  necessario  due  equazioni  per  determinare  le  due  ignote  y 
ed  y' , nulla  ci  vieta  di  eguagliare  separatamente  le  parti  algebriche  e 
le  parti  logaritmiche  dei  due  membri , e in  tal  modo  si  hanno  le  due 
equazioni  algebriche 


, y4-i/v+^z?n 

y'+^V'+o* 

Per  liberarle  dai  radicali  basta  supporre,  come  nel  n.°  427  , 


per 


Vy*+ aa=z  — y , o l/y'*-l- «**  = *'—  y'  , 
effetto  di  che  le  precedenti  equazioni  divengono 


z*  — a* 

4z* 


s'*—a* 

4z'« 


e tra  queste  eliminando  z' , si  ha  finalmente 

(Btn—  i)(z*-t-  a*  B*n)  = \nABtn:% . 

Più  facile  ancora  ( perchè  di  primo  grado)  è il  problema  di  tro- 
vare un  arco  parabolico  , la  cui  somma  o differenza  da  un  altro  arco 
dato  sia  algebrica . imperocché  prendendo  per  incognita  l’ ordinata  di 
una  delle  estremità  dell’  arco  richiesto , si  sommeranno  o sottrarranno 
una  dall’altra  le  espressioni  dei  due  archi,  ed  eguagliando  a zero  la 
parte  logaritmica  del  risultato  con  porre  eguale  ad  1 la  quantità  sog- 
getta al  logaritmo  , si  avrà  1’  equazione  clic  determina  1 ignota. 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  INTEGRALE. 


407 

le  quali  diconsi  anche  parabole  quando  n è positivo,  si  può 
facilmente  vedere  che  tra  esse  ve  ne  ha  infinite  rettificabili. 
Difatli  , essendo  per  queste  curve 

j-  = mix"-*  , avremoydo-j/ 1 -f- ; 

or  questo  integrale  rapportandosi  ai  differenziali  hinomii , se- 
gue da  quanto  abbiam  detto  nei  n.'  4if  e 442,  che  il  me- 
desimo sarà  esprimibile  sotto  forma  finita  ed  algebrica  quando 

5=s =•'• 0 ■""’ab+i" — 


dove  i esprime  un  qualunque  numero  intero  e positivo.  Que- 
st’ equazioni  danno  rispettivamente 


e però  una  sola  di  queste  formole  vale  a dare  tutte  le  pa- 
rabole rettificabili , non  risultando  diverse  che  nella  posizione 
rispetto  agli  assi  , quelle  che  si  avrebbero  per  uno  stesso 
valore  di  » dall’ una  o dall’ altra  formola.  Servendoci  dunque, 
per  fissare  le  idee  , della  prima  formola  ; e per  avere  un 
risultato  omogeneo  ponendo 


s=  a , sarà  <7j/2'  = a?*'-*-* 


l’equazione  generale  delle  parabole  rettificabili. 

498.  Tra  queste  curvo  , le  quali  facendo  successivamen- 


Simile  a questo  problema  , che  fu  risoluto  da  Giovanni  Bernoulli , 
ma  ben  più  difficile  è quello  che  fu  risoluto  per  l’ellisse  e per  l’iper- 
bola  da  Fagnani , che  Legendre  chiama  geometra  di  una  grande  tmga- 
cità,  il  quale  dimostrò  ancora  che  la  lemniscata  gode  della  singolare 
proprietà , che  i suoi  archi  si  possono  moltiplicare  e dividere  algebrica- 
mente come  gli  archi  di  cerchio  , quantunque  ciascuno  di  essi  sia  un 
trascendente  di  ordine  superiore.  Queste  ricerche  del  geometra  italiano 
e le  susseguenti  di  Eulero  , Lagrange  , Landen  , e Legendre  furono 
poi  da  quest’ultimo  ordinate  in  metodo  scientifico  sotto  il  nome  di 
Teorica  delle  trascendenti  o delle  funzioni  ellittiche  , la  quale  ha  presa 
in  quest’  ultimi  tempi  una  nuova  forma  , e si  è arricchita  di  nuovi 
trovati  coi  lavori  di  Abel , Jacobi , ed  altri. 
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te  1=  1 , = 2 , =3  , ecc.  risultano  espresse  dall' equazioni 


m/  = x3  , a / — a;s  , ay6  = x1  , ecc . 


la  prima  , ossia  la  parabola  cubica  di  seconda  specie  , è an- 
che detta  parabola  di  Neil  , dal  nome  del  geometra  che  il 
primo  esibì  una  curva  algebrica  rettificabile,  la  cui  esistenza 
era  tenuta  presso  che  impossibile  da  Cartesio.  Per  la  mede- 
sima essendo 


V=v«x 


avremo 


. dy  3 i 3 - /£ 
e quindi  —— — r®  = s 1/  ~ » 

dx  21 /ó  2 f 0 

.AjATg=>(< ■ 


da  cui  risulta  (n. 4 IO)  per  l’arco  s contato  dalla  origine  delle 
coordinate  , che  è un  punto  della  curva  , 


* 499.  Omettendo  la  rettificazione  del  cerchio  , per  la  quale 
non  sapremmo  dare  serie  più  convergenti  di  quelle  che  abbia- 
mo trovate  nei  n.*  208  e 209  , ci  occuperemo  adesso  della 
lemniscata  prima  ancora  dell’  ellisse , per  esser  dessa  una 
v curva  , che  a simiglianza  della  parabola  e del  cerchio  ( col 
quale  ha  inoltre  delle  analogie  notevolissime  ) , dipende  da 
un  solo  parametro  ; e che  però , sotto  questo  punto  di  ve- 
duta , può  considerarsi  più  semplice  dell'  ellisse , che  tiene 
essenzialmente  due  parametri. 

Nella  lemniscata , nell’ellisse , e nell’iperbola  il  differenziale 
dell’arco  in  coordinale  ordinarie  non  è mollo  semplice:  al 
contrario  nella  prima  di  queste  curve  è semplicissimo  in  coor- 
dinate polari.  Difatti  l’equazione  della  lemniscata  in  coordi- 
nate rettangolari  essendo  ( «.  304  , IV  ) 

-f-  — »/*)  , 

ed  essendo  ( fig.  il) 

x—OP  = r cosce  , y = PM=r$cn<*>  , 
dove  r esprime  il  raggio  vettore  OM , ed  & l'angolo  MOX, 
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l'equazione  della  curva  tra  le  coordinate  polari  r ed  ® sarà 
semplicemente 

r*=«’(cos*® — sen*®)  = a*  cos  2®. 

Or  da  questa  desumendosi 

y — . ad»  sen  2» 

r = a V cos  2®  , e quindi  dr  - - , 

cos  2» 

l’espressione  di  ds  in  coordinate  polari , trovata  nel  n.°  312  , 
ci  darà 


ds  =*  dr  -f-  rV®’  = nrf®  \f  — n ^ + cos 2®  = — — — 

Y cos2“  l/cosi* 

ad»  ad « 

V cos*  « — ■ sen*  » V'  \ — ® sen*  » 


Con  questo  valore  di  ds  in  ® e dee  , l'arco  s non  è an- 
cora ridotto  alle  trascendenti  ellittiche  , perchè  il  coefficiente 
di  sen*®  sotto  il  radicale  non  è una  frazione,  come  in  quello 
trascendenti  ( n.  462)  ; ma  vi  si  riduce  bentosto  ponendo 

sencp  , , , — ; — , dv> cosi? 

sen®=-—  , donde  cos®  = V 1— j-sen  o e d®= — - — - - ■ - : 

|/2  ^sm*? 

poiché  in  tal  modo  risalta 


ds: 


d< p 


1/2  l/T^|seir> 


, e quindi  s t=  OM  = ~ F{\^ i , 
V<ì 


?;• 


Cosi  , se  si  voglia  il  quadrante  OMA  della  curva,  si  os- 
serverà che  nel  punto  O di  essa  , che  è un  punto  doppio 

( n.  304),  si  ha  l'angolo  ®=45°,  e quindi  sen®  = -^-v 

Da  ciò  risultando  sen 9=  1^2. sen®  = 1 , e quindi  ^=90°, 

avremo  : arco  OMA = ax  \ ,3  i\0i836  .... 

v * 

prendendo  dalla  tavola  delle  trascendenti  ellilliche  di  prima 

rcie  il  valor  numerico  di  F{ V' £)  pel  modulo  0 di  43  gra- 
, a motivo  che  f = sen*  45°. 

*500.  Sia  ora  l'ellisse  AMB  ( fig . 70  ) , e ne  dinotino  a 
Cale.  Ini.  32 
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c b il  semiasse  maggiore  e il  semiasse  minore.  Descritto  il 
cerchio  ANC  col  centro  0 dell’ellisse  e col  raggio  a,  e 
distesa  l’ ordinata  PM  sino  ad  incontrare  il  cerchio  in  A , 
e congiunto  il  raggio  ON  , dinotiamo  con  s l’ arco  ellittico  BAI 
e con  9 il  corrispondente  angolo  CON , che  dicesi  ampiezza 
di  quell’  arco. 

Dette  al  solito  x e y le  coordinate  OP  e PM  dell’  ellis- 
se , la  PN  verrà  espressa  da  £ y per  essere  ( in  virtù  di  una 

proprietà  conosciuta  ) OB  ad  OC  come  PM  a PN  ; e il  trian- 
golo rettangolo  OPN  ci  darà  l' equazioni 

x = OP = a sen  9 > £ y = PN=  a cos  9 , 

dalle  quali  (Ir  = adq  cos  9 , dy=. — bdif  sen  9.  Pertanto 
avremo 


ds^zl/  (Lr'+dij'  —d<fV  a*  cos*?-t-  b*  sen"?  = clyl^a* — (a* — ò*)sen’? 

e quindi  posto  \/"a* — b*=ac  , ossia  detto  c il  rapporto  della 
eccentricità  al  semiasse  maggiore  , sarà 

s=a d$  V'  1 — c*  sen*  9 . 

Ecco  dunque  dimostralo  che  il  primo  degl’integrali  se- 
gnalati nel  n.°  471  esprime  un  arco  ellittico  , e propriamente 
un  arco  dell'ellisse  avente  l’ unità  per  semiasse  maggiore  , e 
per  eccentricità  la  frazione  c che  si  può  riguardare  come  il 
seno  di  un  angolo  6.  Questo  arco  è computato  dall’  estremo 
dell'àsse  minore,  ed  ha  per  ampiezza  l'angolo  9 , talché  poten- 
dosi ormai  desumere  (ti.  474  ) da  tavole  conosciute  il  valore 
dell’integrale  in  quistione  , corrispondente  a valori  qualun- 
que di  9 c 6 , può  del  pari  tenersi  conosciuta  la  rettificazione 
approssimativa  di  un  arco  qualunque  di  qualsivoglia  ellisse. 

. * 51)1.  Detti  a e b i semiassi  OA  e OB' dell’ iperbole  AM 
(/?</.  71}  , e descritto  sul  primo  il  quadrante  circolare  AC, 
si  meni  a questo  la  tangente  PN  dall'  estremo  P dell'  ascis- 
sa OP  = x. 

Il  triangolo  rettangolo  OPN  ci  darà  ON  = OP  sen  OPN 
= OP  sen  CON  ; dunque  chiamando  9 l’angolo  CON  , avre- 
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m0  a — x scn  Or  da  questa  e dalla  equazione  dell'  iper- 
bole si  desumono 


x 


bc  os  9 
scn  <p 


e differenziando 
dx 


bdi f 


ady  cos  y , 

. dii  — - 

sen*<p  sen*  y 

Sicché  avremo  per  differenziale  dell’  arco  .44/  = j 


Js—  — V dx'  + du'  Ìl~Va'  -f6*  — a*sen*  9 , 

sen*  tp 

dove  al  radicale  è prefisso  il  segno  — , perchè  I’  arco  s si 
considera  come  funzione  di  $ , e visibilmente  diminuisce  al 
crescere 

Dopo  ciò  se  poniamo  a*  = (a*  4*  ^*)c*  ■ sarù  c una  fra- 
zione esprimente  il  rapporto  del  semiasse  trasverso  all’ eccen- 
tricità , e l’ espressione  pià  semplice  di  ds  sarà 


ds  = — l/ 1 — c*  sen*  $ , donde  ( n.  483  , 2®  ) 

e sen*  y 


cj«  sen*s>  et/ y sen*«p 

2 

* 502.  Noi  potremmo  lasciare  sotto  questa  forma  l'espres- 
sione dell’arco  iperbolico,  avendo  indicato  nel  n.°  462  come 
la  medesima  possa  farsi  dipendere  dalle  trascendenti  ellittiche  ; 
ma  vale  la  pena  di  far  vedere  come  possa  ridursi  alle  sole 
trascendenti  ellittiche  di  prima  e di  sesonda  specie  , che  tro- 
vansi  calcolate  e ridotte  in  tavole. 

L’integrazione  per  parti  ci  dà 

/!ll_ . 1/ 1 _<*gen  >= — cot<?  ■ V \ — c*sen*9 — c*/^ 

«/  sen*  9 V 


<J«pCOS*<j> 

v\  — e*sen*<? 


(piindi  prendendo  fra  i limiti  9 e ^ 'a  Parle  indipendente 
dal  segno  f , e indicando  che  fra  gli  stessi  limili  va  pur  fatta 
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1’  integrazione  dell'  altra  parte  , avremo 

< 

a . j- /Vi  dw  cos*<p 

j=a_col^.Kl — c*sen»9 — ac/  — — — : 

c \ l/i  — -c*sen’<j> 

ma  d'  altra  parte  si  ha  identicamente 

cos*9  1 . /- — 1 — c*  1 

— —-■■■—  = — V 1 — c*sen  9- 

V 1-cWf  e 

dunque  sostituendo  sarà 


r V 1 — r*sen<f> 


*=—  Fcot<f.l^  1 — c’sen"?—  /*  d<pl/  1—  c*sen*<f>-l-(i—  <?)/*'  — - — | ■ 

c L y ? 1/ 1 — c*sen*9 J 

Infine , spezzando  in  due  ciascuno  di  questi  integrali  con 
osservare  che  in  virtù  del  n.°  403  , 1°  , si  ha  generalmente 

< *c  » * 

*d(f-\-^‘  <bd<?==^*  , e quimh^* ^ 4>rf»  , 


e indicando  i nuovi  integrali  con  le  loro  caratteristiche , sarà 
*=;[cot<?- 1/4  -c*sen*9— [U(cHc,9)]+(  i-c')[F{c)-F(c,<itj]  jj  • 

*503.  L'equazione  dell’asintoto  OR  essendo  y = ~x  , la 
sua  parte  OQ  corrispondente  all’  arco  AM  viene  espressa  da 


a c sen<p 


avuto  riguardo  all’ equazioni  (a*  + 6*)c*  = a*  , cesena  = a : 
e quindi  la  differenza  OQ — arco  AM  risulta  eguale  ad 


«ri — costpl/ 1 — c* 


r 


scn  9 


^2+[£(c)-£(c,<f)]-{i-c‘)[fi:c)-^C,<f)]] 


Ma  supponendo  9 = 0,  la  frazione  scritta  da  principio 
nella  parentesi  generale  si  presenta  sotto  la  forma  ■£,  e con  la 
regola  data  nel  n.°  144  si  trova  esser  nulla;  e ad  evidenza 
svaniscono  bensì  le  trascendenti  E(c  ,9)  , F(c  , 9)  : dunque 
nell'  iperboli!  di  semiasse  trasverso  « , e di  rapporto  fra  esso 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  IUTEGRALB.  413 

c 1 eccentricità  , c , la  differenza  tra  l’ arco  e l’ asintoto , 
contati  rispettivamente  da  un  vertice  e dal  centro , e prolungati 
all  infinito , è non  pertanto  finita  ed  espressa  da 

2 [£(c)-(1 -c«)F(c)]. 

* 504.  Tra  le  parabole  diverse  dall’  ordinaria  , considerate 
nel  n.°  497,  si  trovò  esservene  i ufinite  rettificabili.  Non  è 
così  delle  iperbole  ; poiché  la  rettificazione  di  queste  curve 
dipende  sempre  , siccome  quella  dell’  iperbola  ordinaria  , da 
trascendenti  di  ordine  superiore.  Difatti  , esprimendo  le  iper- 
bole di  cui  si  tratta  con  l’equazione 

ij  = xoc~n -,  si  à ds  — V^ dx'-\-dy'=x~n~,dx(nMxt  -f-  x2n+*)*. 

Or  questo  differenziale  si  rapporta  ai  binomii  irrazionali  , e 
si  vede  chiaramente  non  esser  possibile  che  sostituendo  per  n 
un  valore  positivo , alcuna  delle  due  formolo 

2»+2  ’ e 2n+2  + 2 0SS‘a  Hi+2  ’ 

divenga  un  numero  intero  : come  si  esigerebbe  ( n.’  441  e 442  ) 
acciò  l' integrazione  di  quel,  differenziale  si  potesse  eseguire 
sotto  forma  finita  , sia  algebricamente  sia  per  le  trascendenti 
ordinarie. 

* 50o.  Passando  ora  alle  curve  trascendenti , tratteremo 
primamente  della  logaritmica  , esprimendola  con  l’ equazione 

y — a*  , che  dà  ^- == /a . a*  = /« . y , e quindi 

ds  =dxp/ 1 -f-  1 -f-(/a.ax)*=  1^1  + ( la.y )•. 

Giova  osservare  come  l’ espressione  di  ds  , di  trascendente 
qual  era  in  x divenne  algebrica  in  y mediante  la  relazione 
a*=y  ; poiché  lo  stesso  avrebbe  luogo  per  qualunque  diffe- 
renziale della  forma  dxf{ax).  Nel  caso  nostro  poi , siccome 
questo  differenziale  algebrico  si  riferisce  ai  binomii  irrazionali , 
e per  ventura  ha  luogo  il  primo  dei  casi  nei  quali  è dato 
integrarli  sotto  forma  finita  , così  l’ integrazione  potrebbesi 
eseguire  ponendo  1 +(/a.y)*  = z*  , conforme  a ciò  che  si 
disse  nel  n,°  441.  Ma  qui  per  la  forma  particolare  dello  stesso 
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differenziale  » possiamo  raggiugnere  più  speditamente  lo  scopo 
supponendo  la . y = lan  6 , dal  che 


do 


Jy=h^i  ■ e &/' +('“•»)*=£ 


dO  secO 


rf» 


cos'O.tau#  /a.sen0.cos*0 


Difatti  , a prescindere  che  l’ integrale  di  quest'  ultimo 
differenziale  rklucesi . tosto  ad  un  altro  cognito  mediante  la 
formola  (D)  del  n.°  455  , si  vede  ancora  palesemente  che 

dO  <M(sen**+cos*6) dO  , rf#senO 

sen5.cos“ft  sen0cos*0  seno  cos*0 


Ma  l’ integrale  della  prima  di  queste  due  frazioni  ò tra  quelli 
notati  nel  n.°  437  , e quello  della  seconda  si  può  avere  fa- 
cilissimamente colla  regola  data  nel  n.°  410  : dunque  sarà 


f- 

(/  se 


dO  . , 0 1 

= / . tan  - H ; 

seuO.cos’O  2 coso 


e però  indicando  con  0O  il  valore  di  6 , relativo  al  eomincia- 
mento  dell’  arco  j da  misurarsi , avremo 

s = y(— (-  /. tan  — /.lan  ^Y 

la\ coso  cos0o  1 2 2/ 

Noteremo  pure  in  riguardo  alla  logaritmica  ( comunque  ciò 
sembrar  possa  suderfluo)  che  la  variabile  6 , in  funzione  della 
quale  si  è potuto  esprimere  con  tqnta  semplicità  la  lunghezza 
di  un  qualunque  suo  arco  , dinota  l’ angolo  che  la  tangente 
della  curva  comprende  coll’asse  delle  x , ( n.  32). 

506.  Saremo  brevissimi  riguardo  alla  cicloide,  poiché  avendo 
trovato  nel  n.°  295  , 


ds=dìjy^ V'^ady.  (2a — t/)“i  , 
la  regola  de!  n.°  410  ci  dà  subitamente 

s = — 24^ 2a(2a  — y)  -f  C , 

dove  C esprimo  la  costante  arbitraria. 

Se  si  vuole  che  l’arco  s cominci  dal  punto  0(fìg.  38)  , 
dovrà  essere  s = 0 quando  y = 0 , il  che  importa  che  sia 
C — 4«  , e quindi 

j s=s  arco  OM  — Ka — 2J/2o(2«  — y). 
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Allora  supposto  »/  = 2 a , sarà  la  semicicloide  OMtì  = 4 « , 
e quindi  l’ intera  cicloide  pareggerà  otto  raggi  dd  cerchio 
generatore  : di  accordo  con  quello  che  si  trovò  nel  n.°  300 
mediante  la  considerazione  delle  sviluppate. 

507.  Per  rapporto  alle  spirali , quella  che  dioesi  di  Archi- 
mede avendo  ( n.  317  ) per  equazione  r = ua,  sarà 


ds  = dr  Vdr “ + rV«*  = l/ dr'  -f  r'  ~ = - dr  V a'  + r* . 

r a a 


Questa  formola  è affatto  simile  a quella  che  si  ebbe  nel  n.*  496 
per  la  parabola  : il  perchè  un  arco  qualunque  della  spirale  , 
contato  dal  polo  , verrà  espresso  come  in  quel  n.°  da 


s=-y^*l/“■+r•=&/, +7.+ii(à+i/' +s)' 


cosicché  un  arco  della  spirale  di  Archimede,  ed  un  arco  della 
parabola  di  doppio  parametro  r hanno  la  stessa  lunghezza  , 
quante  volte  i raggi  vettori  degli  estremi  di  uno  pareggiano 
le  ordinate  degli  estremi  dell'altro. 

* 508.  La  spirale  iperbolica  à per  equazione  m = a,  (n  319). 
Pertanto 


ds—  V dr * -f-  r'dcc'  = ~ V' t*  + o*  = ~ 1 + 

a 


Questa  formola  rassomigliando  a quella  ottenuta  ( n.  505  ) in  y 
per  la  logaritmica  , ne  segue  che  se  imitando  la  sostituzione 

ivi  praticata  , facciasi  - = lan  6 , si  avrà  senz'  altro  calcolo 

l’ integrale  della  prima  formola  dividendo  l’ integrale 

s*  do  O.l 

/ — r — ir  = i-tan  - 

•S  senS  cosN0  2 cos  e 

pel  fattore  di  r nella  recata  sostituzione  , che  qui  è ^ , cioè 

a dire  moltiplicando  quest'  integrale  per  a.  Se  dunque  notiamo 
con  0O  il  valore  di  0 relativo  al  cotninciamenlo  dell’ arco  s, 
avremo 


( t 


«A 
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Questa  forinola  diviene  infinita  quando  si  suppone  nullo  6a 
insieme  col  raggio  vettore  corrispondente  alla  origine  dell'ar- 
co s.  È dunque  infinita  la  lunghezza  di  ogni  arco  della  spirale 
iperbolica  , il  quale  cominciando  da  un  punto  qualunque  si 
supponga  terminare  nel  polo  : risullamento  affatto  naturale 
dietro  la  proprietà  di  cui  gode  questa  curva  , di  ripiegarsi 
in  infinite  spire  più  e più  ristrette  intorno  al  polo  , senza 
poterlo  raggiugnere. 

* 509.  Consideriamo  ora  l’ arco  parimente  infinito  , che 
incomincia  dal  punto  B ( fig.  54  ) , e si  distende  insieme 
coll’  asintoto  AS  nel  senso  BMIi.  Allora  siccome  per  un  punto 
qualunque  Al  l’ equazione 


1 

COSO 


sectì  = 


l/l-H»* 

A) 


e 0=arc.tan  - 

«à 


cosi  pel  punto  B al  quale  corrisponde  <k  = - , sarà 


2 1 V 2 

lantì0  = -i  donde  — — =sec0o= , e 0o=arc.tan-  ; 

fi*  COSOq  ff 

ma  supponendo  condotta  per  AI  la  QN  parallela  ad  AP  , il 
triangolo  rettangolo  MPQ  ci  dà  AN=  PQ  = r cos®=^^  : 

<S> 

dunque  la  differenza  tra  l’ arco  BAI  della  spirale  , e il  cor- 
rispondente segmento  AN  dell’ asintoto  verrà  espressa  da 

V— ^ +'-ta0— Ma”— 2 — ) • 

Ma  supponendo  ec=o  le  due  parti  variabili  del  secondo 
fattore  di  questo  prodotto  ( la  prima  delle  quali  si  presenta 

sotto  la  forma  ^ ) divengono  nulle;  dunque  la  differenza  tra 

l’ arco  BMR  e l’ asintoto  AS  prolungati  all’  infinito  , è non- 
dimeno finita  ed  espressa  da 


a ^1. 


cot- 


2 

arc.tan- 
« 
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* SIO.  Consideriamo  finalmente  la  spirale  logaritmica.  La 
equazione  di  questa  curva  ( n.  32 1 ) 

« = logr=7-  , ci  dà  ds  = l /rfr*  + r'dao*  = ■ dr  , 

la  la 

da  cui  si  à immediatamente  per  l' arco  M0M  ( /ìg.  55  ) inter- 
cetto ai  raggi  vettori  rG  , »•  , 


+(<q)« 

la 


(r  — ro) 


(L) 


il  che  importa  che  un  arco  qualunque  della  spirale  logaritmica 
serba  un  rapporto  costante  alla  differenza  dei  raggi  rettori  che 
lo  comprendono. 

Questo  rapporto , espresso  qui  dal  coefficiente  di  r — r0  , 
non  differisce  , per  ciò  si  disse  nel  n.°  323  , da  quello  del- 
1’  unità  al  coseno  dell’  angolo  costante  formato  dalla  curva  col 
raggio  vettore  : e tale  appunto  lo  darebbe  , indipendentemente 
dall’integrazione  , il  triangolo  differenziale  Mmn  , dove  l'an- 
golo Mmn  è il  detto  angolo  costante. 

Supponendo  r0  = 0 , si  esprime  che  V arco  s incomincia  dal 
polo  , o piuttosto  che  termina  in  esso  dopo  avervi  fatto  attorno 
infinite  spire,  di  più  in  più  ristrette.  Poiché  dunque  abbiamo, 
ciò  non  ostante  , per  sua  misura 

V i-t-(/o)* 

S ——  - 1 , 


possiam  diro  che  il  medesimo  sarà  di  lunghezza  finita  : ri- 
sultamento  notevole  , e che  sembra  avere  del  paradosso. 

In  line , supponendo  a — e , la  forinola  (L)  diviene 

s = 1/2  (r  — r0)  ; 

e con  ciò  si  rende  manifèsto  che  nella  spirale  logaritmica  nepe- 
riana , un  arco  qualunque  pareggia  la  differenza  delle  diagonali 
dei  quadrati  descritti  sui  raggi  vettori  dei  suoi  estremi. 

* 51 1.  Per  rapporto  ad  una  curva  qualunque  esistente  nello 
spazio  , sia  storta  sia  piana  , supponendola  espressa  come 
nel  n.°  325  dall’  equazioni 

V = /■(•*’)  . F[eo)  , 

e chiamando  xa  1'  ascissa  del  punto  della  curva  preso  per 
Cale.  Int.  53 
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origine  dell' arco  s da  valutarsi,  abbiamo  dal  n.°  citato 


ed  è chiaro  che  sarebbe  parimente 


/•*  j,  t/dx * i dy * . dz% 

'=ytadtV  + 


se  le  coordinate  x , y , z fossero  espresse  in  funzione  di  una 
quarta  variabile  t , di  cui  si  avrebbe  il  valore  t0  sostituen- 
do ap0  ad  , e <0  a f nell’  equazione  fra  x e t. 

Un  esempio  notevole  e insieme  facilissimo  di  rettificazione 
di  curve  storte  si  è quello  dell’  elica  ( n.  335  ) ; ma  appunto 
perchè  facilissimo , abbiam  potuto  eseguirlo  nel  n.°  336 , in- 
dipendentemente dal  metodo  integrale. 

* 512.  Si  avrebbe  un  altro  esempio  della  stessa  natura  nella 
intersecazione  B'MD  dei  due  cilindri  retti  a basi  paraboliche  , 
rappresentati  nella  pg.  72,  ed  espressi  dall’ equazioni 

(1)  2 a(C-z)  = x'  , 2b(c  — z)  — y*.  (2) 


Queste  equazioni  danno  dx= — ^ dz  , dy  = — -dz  ; e quindi , 
avuto  riguardo  alle  stesse  equazioni  . 


dx*  = 
Dunque  sarà 


aVz* adz* 

~x*~  2(C— z) 


dy%  = 


b*dz9 • bds 9 

~y*  2 (e— z) 


ds =V/  dv*+dy*-ì-dz%— 


l/a(c 


z)-hb(C — z)-|-2(c — zj [C — zj  ^ 
\/%c — s)(C — z) 


e quindi  la  rettificazione  della  curva  B'MD  dipenderà  ( cap.1V  ) 
in  generale  dalle  trascendenti  ellittiche,  (a) 


(a)  Nel  caso  di  due  semi-cilindri  retti  a basi  circolari , (che  è quello 
delle  lunette  praticate  a squadro  nelle  Volte  cilindriche  ) la  quistione 
sembra  dipendere  da  trascendenti  di  ordine  superiore  alle  ellittiche  ; 
poiché  all’  equazioni  (1)  c (2)  surrogando  le  altre 


*»4-z*=C* 


, „ . , dz\/ c*C* — z* 

e y*4-z  =c  , trovasi  de  = - — - 

l /(e« — *•)(<?•— *») 
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CAPITOLO  X. 

Quadratura  delle  superfìcie  piane  terminale  da  linee  curve. 

513.  La  quadratura  delle  superficie  piane,  terminate  in 
tutto  o in  parto  da  linee  curve , è ordinariamente  più;  facile 
della  rettificazione  di  queste  curve  ; poiché , in  seguito  di 
quanto  è detto  nei  n.1  222  e 479  , per  una  curva  qualunque 


Nondimeno , se  si  è contento  di  una  mediocre  approssimazione , si  potrà 
usare  il  modo  che  abbiamo  dichiarato  nella  nota  apposta  al  n.°  487. 
E qui  escludendo  dalla  integrazione  il  radicale  che  trovasi  nel  nume- 
ratore , dovrà  servirò  la  formolo 

m M S*  dz 

2 — Z*)(C*_  *»)  ’ 

dove  per  aver  la  lunghezza  dell’  arco  B'MD  l’ integrale  si  dee  prendere 
da  z=0  sino  a z—  Oc  — c , e debbono  m ed  M esprimere  il  più 

piccolo  e il  più  gran  valore  che  assume  Y^cuC* — sedali’ uno  all’altro 
dei  detti  valori  di  z. 

Or  questi  valori  di  m ed  M sono  et/ C%  — e*  e cC  , perchè  il  ra- 
dicale va  palesemente  diminuendo  da  J = 0 a z = s.  E d’altra  parta 
supponendo  z=esenv,  e quindi  dz=cd?  cos®  , si  ha 


11  perchè  avremo  per  la  lunghezza  dall’  arco  B'MD 


e 

o vero  , posto  - = seri  0 , 

G 

^ (1 4-cosS)  F fsen  8)=ecos*  £ 9 . Ffsen  «]  , 

SS 

dove  F(senO)  esprime  (».  471;  la  funzione  ellittica  e compieta  di  1.* 
specie  , che  à per  modulo  9 , e il  cui  valore  numerico  si  dee  cercare 
nella  tavola  datane  da  Lcgendrc. 
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espressa  dall’  equazione  y — f[x)  a coordinata  rellangolari  , 
l'integrale  definito 

t =/'X"dxf(x) 

* *0 

esprime  (quando  f(x)  è continua  da  x0  a x l’area  com- 
presa tra  le  ordinate  corrispondenti  alle  ascisse  xa  e xM  , e 
l’arco  e la  parte  dell'asse  delle  x che  tali  ordinate  intercettano: 
di  che  segue  ancora  , che  prendendo  per  la  espressione  f(x) 
delle  ordinate  il  coefficiente  differenziale  di  qualsivoglia  fun- 
zione algebrica  di  x , si  otterrà  una  curva  quadrabile  : così 
chiamando  i geometri  le  curve  le  cui  aree  son  funzioni  al- 
gebriche e finite  delle  coordinale  che  le  determinano , e dei 
parametri  delle  curve. 

Non  occorrendo  aggiugnere  come  sia  mestieri  condursi  , 
quando  la  funzione  f[x)  diviene  infinita  per  uno  dei  limiti  o 
per  un  valore  intermedio  (sia  che  si  conosca  sia  che  s'ignori 
l’ integrale  indefinito  ),  perchè  ciò  sarebbe  un  ripetere  le  cose 
dette  nei  n.*  491  e 492  , possiamo  senza  più  venire  agli 
esempii. 

514.  Consideriamo  in  primo  luogo  la  parabola  ordinaria  , 
espressa  dall’  equazione 

y*  = 2mr  , o y^=  Zax  , 
e cerchiamone  1'  area  t = OPM , fig.  69. 

Sostituendo  V ìax  ad  y nella  forinola  generale  fydx  , 
abbiamo  per  l' arca  cercala 

dxV/'2ax==’^V'  2«<r»  = k'2Ò^‘  = | xy  , 

ondo  apparisce  che  essa  è t due  terzi  del  rettangolo  circoscrit- 
to PQ  risultamento  notevolissimo  , dato  la  prima  volta  da 
Archimede. 

515.  £ chiaro  che  sostituendo  — 2ax  che  dinota  Prn 
ad  y nell'integrale  fydx  , si  avrebbe  — | xy  per  valore  del- 

u 

1 area  OPm.  Ciò  non  ostante  , nella  misura  dello  spazio  MOm, 
come  di  qualunque  altro , le  parti  in  cui  esso  può  supporsi 
diviso  per  applicare  a ciascuna  più  facilmente  il  metodo  in- 
tegrale , si  riguardano  tutte  tome  positive  quando  poi  si 
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riuniscono  per  ottenere  lo  spazio.  E lo  stesso  va  detto  della 
parti  in  che  si  possono  intendere  spezzate  le  linee  o i volumi , 
a fine  di  trovarne  più  comodamente  la  misura. 

516.  È notevole  che  ogni  segmento  della  parabola  è i due 
terzi  del  parallelogrammo  circoscritto.  Ciò  è di  piena  evidenza 
pel  segmento  MOm  di  corda  perpendicolare  all’asse  della  curva, 
e per  convincersene  in  quanto  all’altro  qualunque  M'Miri  , 
basta  osservare  che  riferendo  la  curva  al  diametro  MP'  ed 
alla  tangente  MQ'  , come  assi  coordinati  , l’equazione  della 
curva  risulta  , siccom’è  nolo  , di  forma  simile  alla  primitiva. 
Quindi , in  virtù  del  n.°  230  , lo  spazio  mistilineo  MP ’M' , 
debb’ essere  i due  terzi  del  prodotto  MP  ' . P M ' . sen  P MQ'  , 
il  quale  esprime , come  tutti  sanno  , l' area  del  parallelo- 
grammo  P'Q'. 

517.  In  quanto  alle  parabole  espresse  ( come  nel  n.°  497  ) 
dall' equazione  y = xod' -,  l’area  che  incomincia  dalla  origine 
e finisce  ad  un’  ordinata  qualunque  , è 

t — / tt-x  dx  — — = - xu  ; 

>y  o «4-1  » 4- 1 9 

il  che  prova  che  tutte  queste  curve  sono  quadrabili,  e dippiù 
che  le  aree  in  forma  di  triangoli  mistilinei , comprese  tra  due 
coordinate  e /’  arco  intercetto  , sono  in  rapporto  costante  al 
rettangolo  di  queste  coordinale.  Nò  ha  mestieri  di  spiegazione 
che  siano  egualmente  quadrabili  le  parabole  espresse  più 
generalmente  dall’  equazione  y = a + bx  + ex * + ... 

518.  Sia  ora  l’ellisse  rappresentata  dall’equazione 

x*  y*  b / 

— + rr  = 1 o vero  y = ± - Va* — x'  , 

e cerchiamone  l’area  t=OBMP , fig.  70.  Quest’area  verrà 
indicata  da 

t = /*  - Va'  — x'  — - f*  dx  Va'  — x'  ; 

t ' o a ave  0 

ina  dal  n.°  421  abbiamo 


fdx  Va'—x'  = | Va'— x'  + ~ 


are  sen  * ; 

a 


dunque  sarà 
bx , 


I ox  \/~ • « I a»  x xy  , ab  x 

( = 2a  * ~~a  + ir  are  sen  - = — arcsen-  , 
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e siccome  il  primo  termine  di  questa  forinola  esprime  il 
triangolo  OPM , X altro  dinoterà  il  settore  BOM.  Da  essa  , 

ponendo  x = a si  desume  ^ ab  per  area  del  quadrante  ellit- 
tico AOB  , e quindi  l’ espressione  semplicissima  ir  ab  per  l'area 
dell'  intera  ellisse. 

319.  In  egual  modo,  per  l’iperbola  espressa  dall’equazione 


x y o / — i r 

— - — 7-  = I , o vero  « = ± - V x — a , 
a*  6*  J a 

l’area  t = APM  (/ìg.  71),  che  incomincia  dal  vertice  A e 

finisce  all’  ordinata  PM  , viene  indicata  da 

t = /**  - dx  [/ x' — a*--  dxV'x'  - a*  ; 

*S  a a a / a 


ma  dall'integrale  di  dy ve  -f-  y*  trovato  nel  n.°  -427,  can- 
giandovi y in  x e c in  — o* , si  desume 

fdxV oc*  — a*  = £ V' x* — a*  — ^l(x  -\-V'x* — a*)  : 

It  Jt 

dunque  avremo  per  l'area  APM, 
bx 


ox  , / — ; ab , x-t-Vx*- 

t =—-Vx  

2 a 2 a 


** xy  ,v\ 

2 2 \a^~bj  ’ 


e siccome  quest’  area  è palesemente  il  residuo  che  nasce  to- 
gliendo dal  triangolo  OPM  espresso  da  ^ , il  settore  AOM , 
cosi  questo  settore  verrà  espresso  dalla  formolo 

altrettanto  semplice  che  elegante.  Da  questa  forinola  è palese 
che  l’ area  del  settore  sarà  infinita  nel  valore  , siccome  nella 
lunghezza  , quando  il  punto  M discostandosi  all*  infinito  dal- 
f altro  A,  la  retta  OM  si  confonde  coll’asintoto  , e il  settore 
diviene  AOR. 

520.  L’equazione  dell’ iperbole  equilatera  , di  asse  2a  , ri- 
ferita ai  suoi  asintoti  , essendo 

a*  a* 

■ry=2  ’ ° VCr0 

l’ area  t compresa  tra  le  ordinate  corrispondenti  alle  ascisse  xa 
ed  x , verrà  espressa  da 

xa  x 2 v 2 x„ 
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Quindi  se  per  x0  si  prende  1’  ascissa  OC  ( fig.  67  ) cor- 
rispondente al  vertice  A , e se  inoltre  si  suppone  OC—  I , e 

quindi  OA  — a — l’area  CAMP  verrà  espressa  sempli- 

cemente dal  logaritmo  neperiano  di  OP. 

Nella  stessa  ipotesi  l’area  CAMP  verrebbe  misurala  (n.230) 
da  sena. te,  se  l’ iperbola  cessando  di  essere  equilatera  , di- 
notasse * r angolo  compreso  dagli  asintoti  ; ed  allora  essendo 
sena. te  eguale  al  logaritmo  di  x tolto  nel  sistema  che  à per 
modulo  sena  , si  fa  chiaro  che  in  ogni  iperbola  riferita  agli 
asintoti , le  aree  comprese  tra  1'  ordinata  pel  vei  tice  ed  altre 
ordinate  qualunque  , vengono  espresse  , in  parti  del  quadrato 
dell'  ascissa  o dell'  ordinata  pel  vertice  , dai  logaritmi  delle 
ascisse  corrispondenti  a quell  altre  ordinate , presi  nel  sistema 
che  à per  modulo  il  seno  dell'  angolo  contenuto  dagli  asintoti. 
Laonde  essendo,  per  esempio,  0.4342944  il  modulo  del 
sistema  briggiano  , i logaritmi  di  questo  sistema  rappresen- 
teranno le  aree  della  iperbola  , i cui  asintoti  s’ inclinano 
fra  loro  sotto  l'angolo  25°.  48'.  6"  , avente  per  seno  quel 
modulo. 

*521.  L'espressione  te  delle  aree  come  CAMP  ( fìg.  67) 
dell’  iperbola  ordinaria , sembra  non  potersi  applicare  alle  aree 
simili  a camp  , e corrispondenti  alle  ascisse  negative , perchè 
diviene  immaginaria  per  queste  ascisse.  Nondimeno,  sia  per- 
chè le  aree  CAMP  , camp  sono  evidentemente  tra  loro  eguali 
quando  OP  = Op  ; sia  ancora  perchè  rimontando  al  differen- 

djc  • 

ziale  — delle  aree , si  vede  che  esso  non  si  muta  nel  sosti- 
x 

tuire  — x ad  x , ^perchè  abbiamo  — ■ ■ *= ~ < s‘ 

dovrà  tenere  che  bensì  le  aree  corrispondenti  alle  ascisse 
negative , vengano  rappresentate  dai  logaritmi  di  queste  ascisse 
riguardate  come  positive. 

* 522.  Per  trattare  delle  altre  iperbole  considerate  nel  n.°  504, 
ne  scriveremo  qui  1’  equazione  sotto  la  forma  xmyn  — * , 
dove  m ed  n possono  supporsi  interi  e positivi.  Allora  , essendo 


1 area  t , compresa  tra  le  ordinale  corrispondenti  alle  ascisse 
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3*o  od  x , verrà  cs{) ressa  da 


Ora  dovendo  supporre  ineguali  i numeri  in  ed  n nelle 
iperbole  diverse  dall'  ordinaria  , per  fissare  le  idee  ponghia- 
mo  m minore  di  » , come  nelle  iperbole  espresse  dell’  equa- 
zioni a?f/°  ==  I , xy3  = 1 , c rappresentate  dalle  fig.  73  e 67. 
Allora  facendo  xo  — 0 , si  avrà  per  t l'area  OY . . . LMBO 
infinitamente  lunga  , ma  di  valore  finito  ed  espresso  da 

1 n—  m 1 m 


*”  X 


nX 


<*y , 


tanto  da  potersi  dire  in  rapporto  costante  al  rettangolo  iscritto, 
laddove  supponendo  x=  co  , si  avrà  per  t l’area  PXKM 
infinita  nel  tempo  stesso  in  lunghezza  ed  in  valore. 

Avverrebbe  il  contrario  se  fosse  m maggiore  di  n , come 
nelle  iperbole  espresse  dall’ equazioni  x*y  = \ , xsy  — \ , ed 
indicate  nella  fig.  68  e 67.  In  sostanza  può  affermarsi  che  le 
iperbole  di  tulli  i gradi,  tranne  il  secondo,  siano  quadrabili , 
ed  abbiano  uno  spazio  asintotico  di  valor  finito,  e l'altro  di 
valore  infinito.  Questa  differenza  non  deve  punto  sorprendere  , 
e la  ragione  di  essa  trovasi  nel  diverso  grado  di  rapidità 
con  che  la  curva  si  avvicina  all’  uno  o all'  altro  asintoto  : 
cosi  nell'  iperbola  espressa  dall'  equazione  xy * = 1 , essendo 

x = ■—,  ed  w = — , vedesi  chiaro  che  in  parità  di  circo- 
y i/x 

stanze  la  x decresca  ben  più  rapidamente  della  y , dive- 
nendo , a ragion  di  esempio , sedici  volte  minore  l’ ascissa 
quando  l’ ordinata  si  suppone  quadrupla  ; ma  non  divenendo 
più  di  due  volte  minore  l’ ordinata  . quando  per  contrario  si 
suppone  quadrupla  l’ ascissa. 

* 523.  Nella  logaritmica  rappresentala  dalla  fìg.  31  , essendo 

ax 

y — aT  , e con  ciò  f ydx  = f a* dx  = — , 

il  valore  dell'area  l =OBMP  contata  dall’asse  delle  y , c 
valutala  in  parti  del  quadralo  di  OB  = 1 , sarà 
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E però,  essendo  y=0  quando  a>  = — oo  , l’area  Ou...vBO 
infinitamente  lunga  secondo  l’ asse  negativo  delle  x , avrà 

valore  finito  ed  espresso  da  ■-  , ossia  dal  modulo  del  sistema 

di  logaritmi  relativi  alla  base  a. 

524.  In  riguardo  alla  cicloide , si  è veduto  nel  n.°  295  che 
il  differenziale  dell’area  t = OBRM  {pg.  38)  vien  espresso 

da  dyi^iay—y'  ; ma  dall'  integrale  di  dx\^ 2b.r — x'  ri- 
trovato nel  n.°  422  , cangiandovi  t b in  n , e x in  y , si 
desume 

fdy\ZZay—y'= ^ \Zìay— y'  + j are  sen  ^ : 
dunque  sarà 

X~J'0  ydy^ %ay—  y%  — 2fl»/— y*+  |-(arc  seny^a-+0  , 

e quindi , fatto  t/=£D=2a , l’area  OBDMO  tornerà  espres- 
sa  da  — • Così  essendo  , la  differenza  di  quest’  area  dal  ret- 

té 

tangolo  EB  = OE.OB  =»  ira . 2a  = 2ir«*  , cioè  a dire  l’ area 

OMDEO  sarà  ^ir«*  , e tutta  l’area  ODO1 0 sarà  3 tua' , ossia 

il  triplo  del  cerchio  generatore  : di  accordo  con  quel  che  tro- 
vammo nel  n.°  295  indipendentemente  dal  Calcolo  integrale. 

*525.  Per  le  cose  fin  qtìi  ragionate  , qualunque  sia  il  con- 
torno di  un’area  piana , la  misura  di  questa  si  riduce  sempre 
alla  integrazione  di  funzioni  esplicite  o implicite  di  una  varia- 
bile. So  il  contorno  è una  curva  continua  elio  ritorna  in  se 
stessa  , come  MoMxMxM,  {pg.  74)  , supponendo  essere  OP9 
ed  OPa>  i limiti  delle  sue  ascisse  , l’ equazione  f(x  ,y)  — 0 
della  curva  darà  per  ogni  ascissa  intermedia  x almeno  due 
valori  reali , esprimenti  le  ordinate  PMt  e PM,  : ora  è visi- 
bile , dopo  le  cose  precedenti , che  1’  area  M0MXMXM,  verrà 

espressa  dall’integrale  definito  / Xt>doc(y,— yt) , in  cui  £r0,  <r„ 

dinotano  le  ascisse  OP0  , 0P«  ; ed  y,  , y,  esprimono  le  or- 
dinate PM,  , PM,. 

Se  poi  il  contorno  è discontinuo,  o vogliam  dire  compo- 
sto di  parti  spettanti  a linee  diverse , si  considereranno  ad  una 
Calc.lnt.  54 
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sii  «ina  queste  parti , e si  calcolerà  separatamente  il  valore 
dell'area  relativa  a ciascuna  di  esse,  adoperando  }>er  >/  la 
funzione  di  x clic  esprime  la  corrispondente  ordinata  ; c poscia 
s;  faranno  tra  questi  valori  le  addizioni  o sottrazioni  che  la 
forma  del  contorno  potrà  esigere. 

* 526.  Inoltre  è chiaro  che  l’ espressione  analitica  dell’  aia 
racchiusa  in  tra  proposto  contorno,  dell’essere  indipendente  dal 
sistema  delle  coordinale  cui  si  riferiscono  le  varie  parti  di 
esso  ; ma  non  per  questo  è men  chiaro , che  una  scelta  di 
coordinate  fatta  con  discernimento  possa  render  facili  e bre- 
vi talune  integrazioni  , che  altrimenti  sarebbero  lunghe  e 
complicate.  In  prova  di  ciò  , e per  dare  nel  tempo  stesso 
un’  applicazione  della  formola  delle  aree  in  coordinate  polari , 

du  — — r'doì , a curve  diverse  dalle  spirali  , ci  proporremo 

mt 

di  valutare  l'area  OMAmO  (/tg.  47)  della  lemniscata.  L’e- 
quazione di  questa  cuna  in  coordinate  ordinarie  essendo 
( n.  304,  IV) 

(w'  + y'y  = a'(x'-y') , 

è chiaro  che  in  questo  sistema  di  coordinate  la  misura  del- 
I area  proposta  esigerebbe  l’ integrazione  di  un  differenziale 
affetto  da  un  radicale  di  quarto  grado  ; ma  siccome  in  coor- 
dinale polari  sappiamo  ( n.  499  ) che  l’ equazione  della  curva 
è r*  = «*cos2®  , così  l’area  u = AOM  verrà  espressa  da 


u = /**  à fdx=z~  /,4)rf®cos2®=^-sen  2®. 

O 0 \ 

In  questo  risultato  ponendo  ® = 45°  , il  raggio  vettore  OM 

prenderà  la  posizione  estrema  UT,  e quindi  avremo  j a' 

per  valor  dell’  area  AifOA  : dal  elio  risulta  che  tutta  I area 
della  lemniscata  eguagli  il  quadrato  del  parametro  di  questa 
curva. 

527.  L’equazione  della  spirale  di  Archimede  (fig.  75) 
essendo  2ir r — A®  , avremo  per  l’ area  Plm  di  essa 


i 

In  questa  forinola,  ponendo  ® = 2ir , o rammentando  che  A 
esprime  il  passo  Po=oo'=*>  ■ • • della  curva,  avremo 
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per  l’ area  PI  nino  P contenuta  nella  prima  spira  : ciò  che  dimo- 
stra essere  la  medesima  un  terzo  del  cerchio  in  cui  la  spira 
stessa  è racchiusa , di  accordo  col  risultato  lasciatoci  da 
Archimede. 

*528.  Convien  badare  con  attenzione  ai  limiti  fra  i quali 
bisogna  prendere  l’ integrale  esprimente  1’  area  di  una  curva 
riferita  a ooordinate  polari , tenendo  presente  che  gli  ele- 
menti dell  area  sono  dei  settori  aventi  per  comun  vertice 
il  polo. 

Così  nella  spirale  di  Archimede  , volendosi  l area  oLMNo'o 
terminata  dalla  seconda  spira , e dalia  retta  oo'  che  unisce  gli 
estremi  della  prima  e della  seconda  spira  , si  andrebbe  errato 
ponendo  a-'»  iir  uella  formolo  (11) , perchè  ciò  equivarrebbe 
a valutare  l' integrale  da  ..-0=0  sino  ad  &>=Ì7r  , mentre  l'area 
richiesta  vien  generala  nel  secondo  rivolgimento  del  raggio 
vettore  intorno  al  polo  , e peroiò  le  posizioni  estreme  di  que- 
sto raggio  corrispondono  ai  valori  2ir  , e k di  x.  Questi 
pertanto  sono  i limiti  dell  integrale  , e cosi  l area  dimandata 
risulta  espressa  da  4 ir  A*,  per  modo  che  l’area  compresa 
tra  la  prima  e la  seconda  spira  torna  eguale  a 2ir.4‘.  Dopo 
questa  osservazione  è ben  facile  verificare  il  trovato  pur  di 
Archimede  : che  l’  area  contenuta  fra  la  spira  nesima  e la  se- 
guente , pareggia  n volte  quella  che  vien  compresa  Ira  la  prima 
spira  e la  seconda. 

*529.  L’ equazione  n»  = a della  spiralo  iperbolica  (fig.  5i) 
dà  du  = {r*dx  = — , ma  per  l’area  u = M0PM  clic  im- 

piccolisco al  crescere  di  x , devesi  ( n.  313)  prendere 

t/u=— — donde  u= /.  — — ) (U) 

Supponendo  , per  fissare  le  idee  , clic  f area  da  valutarsi 
cominci  da  PB  e proceda  nel  senso  dei  raggi  vettori  crescenti , 

abbiamo  a’0  = - cdru=^-;  il  perchè  sostituendo  in  (U) 

questi  valori  , sarà 

Ir  O-;;)-"  (ii-:)- 

tua  di  queste  espressioni  di  BPM,  per  esempio  la  prima , 
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tolta  da  quella  del  trapezio  APMN  che  si  vede  essere 
1 ..r/.ni  rcosM,-  . a*  cos®/ ~ scn»\ 

-JA(.4/>+A’J/)=—  (!a-rscn*)-T  — (*-—  ), 

dà  per  resto  l' espressione  dello  spazio  ABMN , cioè 

Or  la  frazione  variabile  compresa  nella  parentesi  assume 

0 

la  forma  indeterminata  g quando  si  suppone  <t  = 0,  cioè 

quando  l’area  asintotica  ABMN  diviene  infinitamente  lunga  ; 
ma  per  la  regola  prescritta  nel  n.°  94  , applicata  due  volte 
di  seguilo  , si  trova  eguale  a zero  : dunque  avremo 

AS. . . BMBA  = 

*530.  Finalmente  l’equazione  della  spirale  logaritmica  , 

a?=logr  = ^ , dandoci  du  = ^ r*dx=  rdr  , 

° la  2 2 la 


r a*/2»cosa>— ®— seu®cosa» 

ABMN  — —I 


avremo  subito  per  l’ area  M0PM  ( fig.  55  ) compresa  tra  i 
raggi  vettori  r0  , r , 


u i 


formola  che  ci  presenta  il  prodotto  del  modulo  del  sistema 
cui  la  spirale  si  riferisce  , pel  quarto  della  differenza  dei  qua- 
drali descritti  sui  raggi  vettori  r0  , r.  Il  perchè , nella  spirale 
logaritmica  neperiana  l’area  compresa  tra  due  raggi  vettori 
e 1’  arco  intercetto  , è quarta  parte  della  differenza  dei  loro 
quadrali. 
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CAPITOLO  XI. 


Quadratura  delle  superficie  curve. 


531.  Per  trattare  primamente  delle  superficie  di  rotazione, 
ricorderemo  che  detta  u la  funzione  ignota  di  a?  che  esprimo 
I’  area  della  superficie  generata  per  la  rotazione  dell’  arco  CSI 
(fig.  29) , di  lunghezza  s , e di  equazione  y = f[x),  intorno 
all'asse  delle  x,  abbiamo  dal  n.°  224  , 


du  = ìmjds = 2iryl// dx'  -f-  dy* = 2 iedxf(x) . V 1 + (fi .c)* . 

Dunque  indicando  al  solilo  con  x0  l’ ascissa  OA  relativa  al 
cominciamento  di  tal  superficie  , avremo 

u=2ir  P dxf(x) . V 1 -f- (fx)* . 

1/  *0 

532.  Passando  alle  applicazioni , ometteremo  la  paraboloide 
che  ha  poca  importanza  , e dipende  sempre  per  via  di  una 
integrazione  semplicissima  dal  trascendente  v. 

Per  l’  ellissoide , la  consueta  equazione  della  curva  gene- 
ratrice 


^ + = 1 , dandoci  «y  — x')  , e 

sarà 


i»*x* 

«*V’ 


du=Z*ydx)/ i+d£-2«l^\/ a' -C-^L  , 
chiamando  c l’ eccentricità  , cioè  ponendo  a* — 6*  = c*. 

CX 

Ora  la  formola  del  n.°  421  con  mutar  solo  x in  — ci  dà 


c*x*  . n ex 

~ + Tarcsen-, 


e questa  espressione  si  annulla  con  x.  Dunque  moltiplicandola 
per  — , avremo  per  la  superficie  u contala  dalla  circonfc- 
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tolta  da  quella  del  trapezio  APMN  che  si  vede  essere 

1 rcos-u.-  . a*  cos®/a  seni)\ 

2 r (Sa-rScn«-)=T  — {*-—)  , 

dà  per  resto  l’ espressione  dello  spazio  AtìMN , cioè 


ABMN-. 


à*/i 

A" 


2»  COS  ® — ai  — seu  a cos  ® 


Or  la  frazione  variabile  compresa  nella  parentesi  assume 

0 

la  forma  indeterminata  ^ quando  si  suppone  <b  = 0 , cioè 

quando  l’area  asintotica  ABMN  diviene  infinitamente  lunga  ; 
ma  per  la  regola  prescritta  nel  n.°  94  , applicata  dne  volte 
di  seguilo  , si  trova  eguale  a zero  : dunque  avremo 

AS. . BMBA  = £-  = -• 

2 * «r 


*530.  Finalmente  l'equazione  della  spirale  logarìtmica  , 

r =logr  = ~ , dandoci  du  — ^ r'dv=  ~ rdr  , 

° ta  2 2 la 


avremo  subito  per  l’ area  MaPM  ( fig.  55  ) compresa  tra  i 
raggi  vettori  ror  r , 


i f rdr  = Afr*  — r0*)  : 
2 laj r0  ila'  0 ‘ 


forinola  che  ci  presenta  il  prodotto  del  modulo  del  sistema 
cui  la  spiralo  si  riferisce  , pel  quarto  della  differenza  dei  qua- 
drali descritti  sui  raggi  vettori  r0  , r.  Il  perchè,  nella  spirale 
logaritmica  neperiana  l’area  compresa  tra  due  raggi  vettori 
e 1’  arco  intercetto  , è quarta  parte  della  differenza  dei  loro 
quadrati. 
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CAPITOLO  XI. 


Quadratura  delle  superficie  curve. 


531.  Per  trattare  primamente  delle  superficie  di  rotazione, 
ricorderemo  che  delta  u la  funzione  ignota  di  x che  esprime 
1'  area  della  superficie  generata  per  la  rotazione  dell’  arco  C.ìf 
( fxg.  29) , di  lunghezza  s , e di  equazione  y=af(x),  intorno 
all'  asse  delle  x , abbiamo  dal  n.°  224  , 


du  = 2 iryds  = 27ryl// dx*  -f-  dy*  = 2 irdxf(x) . V'  1 -f-  (fx)* . 

Dunque  indicando  al  solito  con  x0  l’ ascissa  0.4  relativa  al 
cominciamento  di  tal  superficie  , avremo 

u = 2*  P dxf[x) . V 1 + (fx)* . 

«/  *0 

532.  Passando  alle  applicazioni , ometteremo  la  paraboloide 
che  ha  poca  importanza  , e dipende  sempre  per  via  di  una 
integrazione  semplicissima  dal  trascendente  v . 

Per  l’ ellissoide , la  consueta  equazione  della  curva  gene- 
ratrice 


\ , dandoci  a*y*=b*(a* — »*) 


c/y“  b*x* 

C dx ’ a*v* 


sarà 


du=2«ydx  ]/  j/  n*-aLJ:x.=2«b<!l  j/  a*  - , 

chiamando  c l’eccentricità,  cioè  ponendo  a* — b*  = c*. 

Ora  la  formola  del  n.°  421  con  mutar  solo  x in  — ci  dà 


ex 

arcsen-r 

Oa 


e questa  espressione  si  annulla  con  x,  Duuquc  moltiplicandola 
per  — , avremo  per  la  superficie  u contala  dalla  circonfq- 

C 
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l enza  di  raggio  b , corrispondente  ad  x=Q  , 


2«b  pxcdx _ / . — c*x * , (x.  / c*x*  , a*  ca\ 

u= — / — 1/  a — — =irt>(  1/  a — are  sen  — )• 

Ci/oJ  a r a*  \ar  a*  c a*/ 

Da  questa  formola  , ponendo  x—a  e duplicando  il  ri- 
sultato , si  à per  la  superficie  di  tutta  l’ellissoide 

2ir6,H-2ira6  . - are  sen  - • 

e a 

In  conferma  , supponendo  b = a , 1’  ellisse  voltasi  in 
cerchio  , e posto  mente  che  allora 

fsaO  , e quindi  - are  sen  - = are  sen  - : - = ^=  f , (»i.  50) 

7 n c a a a 0 

si  ottiene  ira'  per  la  superficie  della  sfera  di  raggio  a : 
conforme  al  notissimo  teorema  di  Archimede. 

533.  Le  forinole  del  n.°  precedente  si  riferiscono  all' ellissoide 
allungata  , per  la  quale  «>&.  Se  per  contrario  fosse  ò^>« , 
il  differenziale  du  si  porrebbe  sotto  la  forma 


a , dx  / „ . b * — a*  „ 2*6  cilx  / , . ex* 

da  = 2ir b—l/  a*+  —■ =—  a?*  = 1/  « H — . 

a V a*  c a r a 


dinotando  sempre  c 1'  eccentricità  , cioè-  supponendo  nel  caso 
attuale  b * — «*  = c\ 

Or  r integrale  fdy^ c + xf=\V' c-f-y’-f  + •/) 


ex 


trovato  nel  n.°  427  , con  sostituire  — ad  y , ed  «*  a c , dà 


/cdxm  / , , c*x*  cxm  / t , c*x*  , u*  ,/t-x  /_*  | c*xa\ 

—V  “+ -iF=ì,V  *+-+n7+r+ir); 

quindi  siccome  questa  espressione  si  riduce  ad  — la  quando 

a;  = 0 , avremo  per  la  superfìcie  » contata , siccome  pocanzi  , 
dalla  circonferenza  di  raggio  b , 


\a  c 


à* . ex + 


) 


Dalla  formola  precedente  con  più  brevità  che  da  questa 
ai  desume  una  espressione  elegante  dell' intera  superfìcie  dcll  cl- 
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lissoide  schiacciata,  sostituendo  ad  co  successivamente  — a ed  « 
e poi  sottraendo  ( ».  480  ) un  risultato  dall’  altro.  Essa  è 

2*b'  + *ab.-l^  , 

c b — c 

e in  conferma  supponendo  b=a  , ci  riconduce  al  valore  4 ira* 
della  superficie  sferica  ; perchè  allora 

c = 0 , e quindi  = »x0  = 2,  ( ».  149  ). 

*834.  In  simil  modo  le  superficie  delle  iperboloidi  , sì  di 
una  che  di  due  foglie , dipendono  da  logaritmi  mediante  lo 
stesso  integrale  in  y , dianzi  richiamato.  Omettendo  le  loro 
espressioni  che  hanno  poca  importanza  , noteremo  solo  il  dif- 
ferenziale della  prima  di  tali  superficie.  Desumendolo  dall’  e- 
quazione  a*y'  = 6*( cc*  + a’) , si  Uova  essere 

2*6,  . / , . «*+6*  , , . 2*6.  / „ b'—a' 

—^<*xy  « H — ~T~X  : onc*e  paragonato  a ~dxy  a -j — -j— x , 

che  si  ebbe  considerando  l’ ellissoide  schiacciata  , si  scorge 
( indipendentemente. dai  loro  integrali)  che  se  b avesse  lo 
stesso  valore  in  amcndue , ed  a valori  diversi , allora  indicando 
con  * quello  per  esempio  che  si  riferisce  all’  iperboloide  , i 
detti  differenziali  si  potrebbero  scrivere  sotto  le  forme 

2*  bda>y  \ + a?*  , e 2 *bdxl/  \ + b^-oc'  , 

e quindi  sarebbero  identici  non  meno  essi  che  i loro  integrali 
presi  tra  gli  stessi  limiti , quando  fosse 

— — — — — — — , o piu  semplicemente, 

Questa  pertanto  è la  relazione  che  dee  aver  luogo  (e  che 
il  geometra  francese  Parent  assegnò  il  primo  ) , perchè  sieno 
Ira  loro  oguali  le  zone  corrispondenti  di  una  iperboloide  ad 
una  foglia  e della  iscritta  ellissoide  schiacciata  (amendue  di 
rotazione  ) avente  per  equatore  la  gola  della  iperboloide  : come 
Archimede  trovò  essere  per  la  sfera  od  il  cilindro  circoscritto. 

E in  conferma  , quando  b = a , oc  si  rende  infinita , l’ iperbola 
si  cangia  in  una  retta  parallela  all’  asse  delle  co  , e l’ ellisse 
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ilivien  cerchio  : ondo  è chiaro  che  si  riproduce  il  teorema  di 
Archimede. 

*535.  Per  fare  anche  un'applicazione  della  forinola  ’Uryds, 
considereremo  la  superficie  generata  per  la  rotazione  della 
cicloide  attorno  il  suo  asse  di  figura  DE , ( fìg.  38  ). 

A tal  fine  ponendo  DE=2,a  , DM=s  , DH—x  , HM=zy  , 
abbiamo  dal  n.°  296 

<ly  . tirrx  A//  V'i a — x J , K2 a — x 

— = tan MLQ  = 77—  = , donde  dy=. — dx  , 

dx  Ul)[/~X  * I/* 


c in  oltre  abbiamo  dal  n.°  300,  s = 2l/2a®. 

Ma  sulle  prime  integrando  per  parti  la  forinola 

du  — 2'nryds  si  à u = ’ìrf  ijds  — 2ir(j/s — f sdy)  : 

dunque  sostituendo  in  quest’ultimo  integrale  i notati  valori 
di  s e dy,  sarà 

w=ì2ir(i/s— iyUaJ’dxV''  2o — a?)=2ir 


32 

Questa  espressione  si  riduce  a — #a*  quando  x — 0 : 

u 

dunque  la  superficie  u del  conoide  cicloidale  , contala  dal 
vertice  D verrà  espressa  in  x ed  y per  la  formola 


u = + 2(2a— .n)V/2a(2a— x)-  8 «*)  , 

da  cui  ponendo  cc=2 a , ed  y=na  , si  desume  per  la  su- 
perficie curva  dell’  intero  conoide , il  valore 


§*r(3*-4)a,  = a,x45,  44651... 

O 


* 536.  Quando  un  contorno  piano  , continuo  0 discontinuo, 
non  è simmetrico  rapporto  all’asse  di  rotazione  tolto  per  asse 
delle  x , la  superficie  da  esso  generata  è allora  la  somma 
di  tante  parti  o zone  distinte  , quanti  valori  diversi  e reali 
ammette  y in  funzione  di  x : valori  che  si  debbono  desumere 
dall’  equazioni  delle  singole  parti  continue  del  contorno. 
Ciascuna  di  queste  zone  si  può  valutare  separatamente  ; ma 

Juando  si  cerca  l’insieme  delle  zone,  descritte  dalle  parli 
el  contorno  frapposte  a due  perpendicolari  all’  asse  , di  date 
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posizioni  , vai  meglio  integrare  la  somma  dei  loro  dille- 
renziali , a causa  delle  riduzioni  cui  essa  può  dar  luogo.  La 
forinola  da  usarsi  è allora 

*/>[»■(/< + (£)'+  V' +(£)'+  ] 

dove  i/,  , yt ...  esprimono  i detti  valori  di  y in  <r;  ed  cc0, 
sono  i valori  di  x relativi  alle  nominate  perpendicolari.  Essa 
diviene  più  semplicemente 

+ (è)  + ] 

quando  il  proposto  contorno  è simmetrico  riguardo  ad  una 
retta  parallela  all’  asse  di  rotazione  ( come  per  esempio  av- 
viene nel  caso  del  cerchio  ) , ciò  che  più  facilmente  può  dar 
luogo  a notevoli  abbreviazioni  , nascenti  dalla  natura  della 
equazione  di  cui  y, , y%  , . . . son  radici. 

Così  per  esempio  nel  cerchio  (fiy.  74)  espresso  dall'e- 
quazione 

x'+(y-R?=r'\  si  *.y.+y.=ZR,  e dxl/ 

quindi  la  formola  precedente  somministra  per  la  metà  del- 
l' anello  sferico  generato  da  quel  cerchio  , 

4ir Rr/*  — -dx...  =4ir Rr-^  ; 

«/«  2 

dal  che  l’ intera  superfìcie  dell’  anello  risulta  espressa  da 
4'?r*riì=2irr.2'ir/<t  cioò  dal  prodotto  della  circonferenza  ge- 
neratrice , e di  quella  descritta  dal  suo  centro. 

Considerando  poi  il  solo  valore  */,  = li  + \/ r*  — .c1 , si  à 

\^^^fX^=+r',X)-^rU+ì^  ■ 

valore  il  cui  doppio  dà  per  la  superfìcie  curva  del  torà 
2irr(2r-f-7r/f).  (a) 


(a)  Essendo  diverso  ii  rapporto  fra  R ed  r nei  diversi  Ordini  di  Ar- 
chitettura, non  sarà  superfluo  il  notare  qui  appresso,  in  funzione  soltanto 
Calc.Int.  55 
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Non  è superfluo  osservare  ( analogamente  a ciò  che  si 
disse  nel  n.°  226  ) che  in  tulle  le  Corniole  generali  della  su- 
perficie di  rotazione  , innanzi  trovate  , si  debba  sostituire  « 
a 2ir  quando  la  linea  generatrice  non  compiendo  sua  rotazione, 
i punti  di  essa  o del  suo  piano , distanti  dall'  asse  giacente 
nel  piano  stesso  per  1’  unità  , non  percorrono  l' intera  circon- 
ferenza 2ir  , ma  soltanto  una  parte  indicata  da  •sr. 

537 . Per  dare  qualch’  esempio  dove  i piani  che  terminano  la 
superficie  di  rotazione  non  sono  tutti  due  perpendicolari  all’asse 
della  medesima  , e per  aggiungere  anche  in  lai  modo  alle  misure 
dei  corpi  rotondi  trovale  in  Geometria , ci  occuperemo  del  tronco 
di  cono  retto  c di  cilindro  retto  , a basi  non  parallele. 

In  riguardo  al  tronco  di  cono  ADBnqm  ( fig . 76),  ne  avre- 
mo la  superficie  curva  più  speditamelo  che  noi  farebbe  l’in- 
tegrazione , combinando  la  proposizione  citata  nel  n.°  365 
con  la  proprietà  caratteristica  della  superficie  curva  del  cono 
retto  , in  virtù  della  quale  tulli  i piani  tangenti  della  super- 
ficie s‘  inclinano  sotto  lo  stesso  angolo  al  piano  della  base, 
fi  conseguenza  evidente  di  tali  proposizioni , che  qualunque 
parte  della  superficie  conica  stia  alta  sua  proiezione  sul  piano 
della  base  , come  1 unità  al  coseuo  del  nominato  angolo  , 
ossia  come  il  lato  del  cono  al  raggio  della  base  ; ma  projet- 
tando  la  sezione  ellittica  mqn  del  tronco  sul  piano  della  base» 
tal  projezione  è palesemente  uu’  altra  ellisse  in'q'n' , e la  diffe- 
renza in  forma  di  zona,  di  quest’ altra  ellisse  dalla  base 
circolare  rappresenta  la  projezione  della  superficie  curva  del 
tronco  : dunque  se  dicansi  lt  ed  L il  raggio  della  base  e il 
lato  del  cono  , e p e Q i semiassi  o'm' , o'q'  della  ellisse  m'q'ri  , 
la  forinola  r(R* — pQ)  esprimerà  la  projezione  della  superficie 
curva  del  tronco  su  quel  piano  , c in  conseguenza  sarà 


la  misura  di  una  tal  superficie. 


di  r , le  forinole  clic  danno  la  misura  della  superficie  curva  del  toro 

nei  varii  Ordini  , e clic  in  qualche  incontro'  potrebbero  esser  udii  : 

per  l’Ordine  toscano:  r*Xi23, 10593. . . 

per  l’Ordine  dorico  : r*Xl60, 61013. . . 

per  l’Ordine  ionico  : r*Xl74, 42787. . . 

pel  toro  inferiore  dell’Ordine  corintio  : r*x239, 56720. 

pel  toro  superiore  dello  stesso  Ordine:  r»x279, 04568. 
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Inoltre , siccome  il  primo  termine , nRL  , di  questa  for- 
inola esprime  ( per  un  notissimo  teorema  di  Geometria  ) la 
superficie  curva  del  cono  CADE  , ne  viene  in  conseguenza 

che  il  secondo  termine , dinoterà  la  superficie  curva 

li 

del  cono  Cmqn  ; ma  chiamando  P il  semiasse  maggiore  om 
dell’  ellisse  , base  di  questo  cono  , la  superficie  di  questa  base 
viene  indicata  (n.  518)  da  irPQ  , ed  abbiamo 

: *PQ  : : % : P : : Lp  : PR  : : (L  : R)(p  : P)  : : 

(Cn  ; nv)(nv  : nu)  : : Cu  : nu  ; 

e per  la  eguaglianza  degli  angoli  mCu  , nCu  abbiamo  da  un 
altro  teorema  di  Geometria  , 


Cn  : nu  : : Cui  : mu  : : Cm  + Cn  : ran  ; 


dunque  si  può  affermare  che  la  superficie  curva  del  cono  di 
rotazione  a base  ellittica  sta  alla  sua  base  , come  la  somma  del 
minimo  e del  massimo  lato  della  superficie  all'  asse  maggiore, 
della  base.  La  quale  proporzione  chiamando  M ed  A'  i detti 
lati  dà  per  espressione  della  superficie  curva  la  formola 


M+N 
2 P 


X icPQ  =2ir Qx 


Af-f-iV 

4 


che  vale  il  prodotto  della  circonferenza  del  cerchio  iscritto  alla 
base  ellittica  pel  quarto  della  somma  del  minimo  e del  massimo 
lato,  (a) 

•Nel  detto  modo  la  misura  della  superficie  curva  del  cono 
retto  a base  ellittica  si  è fatta  dipendere  da  quella  del  tronco 
a basi  non  parallele  ; ma  in  virtù  della  proposizione  citata 
nel  n.°  365  è facile,  e vale  la  pena  di  ritrovar  la  prima  di- 
rettamente. Infatti  la  superficie  curva  dei  cono  Cmqn  stando 
alla  sua  proiezione , cioè  all’  ellisse  m'q'n'  , come  l’ unità  al 
coseno  dell’  angolo  CBA  o vero  del!  angolo  Cns  ; e questa 
ellisse  stando  all’altra  mqn  , di  cui  è projezionc  , come  il 
coseno  dell’angolo  mns  compreso  tra  i piani  di  amendue  al- 


fa) Il  sig.  Mandoj  , professore  di  Algebra  superiore  nel  R.  Collegio 
Mi)  itare  è pervenuto  diversamente  a questi  medesimi  ed  altri  risultati 
concernenti  la  superficie  convessa  del  cono  vello  a base  ellittica , in  un 
Articolo  impresso  negli  Annali  delle  Opere  Pubbliche  pel  covrente  anno. 
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1 unità  , nc  risulta  che  la  superficie  curva  del  cono  in  parola 
stia  alla  sua  base  come  il  coseno  dell’  angolo  mns  a quello 

dell’  angolo  Cns  , cioè  a dire  come  — : ^ , ossia  come  nC 

nu  nC 

ad  nu  ; ma  per  essere  l' angolo  nCu  eguale  all’angolo  mCu  si  a 
nC  : nu  : : mC  : mu  : : mC  -j-  nC  : mn  , 

dunque  chiamando  ( come  prima  ) M ed  N quei  lati  , e P e Q 
i semiassi  maggiore  e minore  della  base  , lu  detta  superficie 

tornerà  espressa  ( come  sopra  ) da  x*r(>=27r()x — ^ — 

Dopo  ciò,  sottraendo  questo  risultato  da  nRL  che  dinota 
la  superficie  curva  del  cono  CADB  . rimane  per  quella  del 
tronco  mADBn  l’espressione 

nel  di  cui  uso  i valori  delle  retle  indicate  da  L , M , N , ed 
estranee  al  tronco  , si  possono  desumere  da  quelli  dei  lati 
del  quadrilatero  AmnB  , di  cui  chiameremo  m , n e y i la- 
ti Am  , Bn  e 1'  angolo  in  A o in  B , mediante  1’  equazioni 

i /**=(»» — «)*  + 4/T — i(m  + »)^cos'>'  + 4mncos*Y  , 

L cosy  — R , M—L  — m , N=  L — n.  ■ 

La  prima  di  queste  , di  2.°  grado  rispetto  a cosy  ( c che 
nasce  dall’ eguagliare  il  quadrato  di  mn  alla  somma  dei  qua- 
drati di  mt  e di  In  ) con  la  radice  minore  di  1 , quando  è 
tale  una  sola , e con  la  più  piccola  quando  amendue  son  tali , 
determina  1’  angolo  y del  quadrilatero  AmnB  , che  per  la 
natura  del  problema  debb’  essere  convesso  , ed  avere  uguali 
ed  acuti  gli  angoli  in  A e B ; appartenendo  l’altra  radice 
al  quadrilatero  non  convesso , che  nel  2.°  caso  può  costruirsi 
coi  medesimi  lati  m , n , 2 P , 2 II.  La  seconda  equazione 
poi  dà  L , donde  in  fine  M ed  N. 

* 538.  Se  in  vece  del  tronco  fosse  quistione  dell’ulna  conica 
indicata  per  metà  in  Aitici  o tìnvk  , la  projezione  della  su- 
perficie conica  di  essa  , cioè  a dire  Ain'li  o link  sarebbe  la 
somma  o la  differenza  di  un  segmento  circolare , c di  un 
segmento  della  projezione  della  sezione  obliqua  hyan  o kvn 
dell’ ugna  : projezione  che  ancor  essa  è uu  segmento  di  curva 
conica.  Desunta  dunque  tal  somma  o tal  differenza  di  segmenti 
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dalla  già  noia  quadratura  delle  curve  coniche  , si  avrà  la 
superficie  curva  dell’  ugna  dividendo  quella  somma  o diffe- 
renza pel  coseno  dell’  angolo  mAu  od  nfiv , il  quale  si  può 
conoscere  mediante  la  risoluzione  del  triangolo  mAu  od  nfiv, 
i cui  lati  si  possono  misurare  direttamente  sull’ ugna. 

539.  Riguardo  al  tronco  cilindrico  ADfingm  ( fig . 77), 
è bastevole  osservare  ohe  supponendo  esserne  Am  e fin  il 
maggiore  e il  minor  lato,  supponendo  mA'—nfi  ed  nlf—mA  , 
e infine  supponendo  passare  per  A'  e fi'  un  piano  parallelo 
alla  base  AD  fi  , emerge  un  novello  tronco  A'D’B'nqm  equiva- 
lente al  primo  nella  superficie  curva  non  meno  che  nel  vo- 
lume; ma  la  somma  di  amhiduc  costituisce  altresi  un  cilin- 
dro , e però  la  superficie  curva  di  questo  vicu  rappresentata 
da  2irr(m  + n)  : dunque  , senza  più , la  superficie  curva  del 
tronco  di  cilindro  retto  , dal  raggio  della  base  circolare  , r; 
e dai  lati  massimo  e minimo  , m ed  n , verrà  espressa  da 
'jfr(m-f-n).  E per  consimile  ragione  il  volume  del  tronco  sarà 
espresso  da  + n).  (a) 

*5i0.  È bastevole  ( dicevamo)  questa  osservazione  pel  tron- 
co di  cilindro  rello.  Pure  non  crediamo  superfluo  di  eseguire 
analiticamente  la  stessa  ricerca  , sia  perchè  il  procedimento 
della  integrazione  esce  non  poco  dall'  ordinario  c perciò  torna 
utile  ad  esser  notato  , sia  perchè  si  estende  ancora  al  caso 
dell’  ugna  cilindrica  , alla  quale  noi  andiamo  ad  applicarlo. 

Presi  per  assi  coordinati,  il  diametro  Ali  [fig. 78)  perpendi- 
colare alla  traccia  //A"  del  piano  obliquo  dell’  ugna  sulla  base  di 
questa  , la  tangente  della  base  in  A , ed  il  lato  AL  ; e dette 


(a)  Riflettendo  che  1'  ellisse  vien  divisa  da  ogni  suo  diametro  in  due 
parti  tali , che  ad  ogni  arco  elementare  di  una  è diametralmente  op- 
posto un  archetto  eguale  dell'  altra-,  c che  i settori  elementari , clic  hanno 
tali  archetti  per  basi  e per  comun  vertice  il  centro,  sono  tra  essi  egua- 
li ; non  sarà  difficile  il  darsi  ragione  che  le  conclusioni  relative  al 
tronco  di  cilindro  retto  a base  circolare  , siano  anche  vere  (piando  la 
base  del  cilindro  retto  è una  ellisse  : talché  chiamando  aeb  i semiassi 
di  questa  , e c il  rapporto  della  eccentricità  al  semiasse  maggiore  a , 
avrebbesi  per  la  superficie  curva  del  tronco  : 

4«E(c).!^±?=  2oE(c).(m  -f-  n)  , _ 
e per  volume  dello  stesso:  {«ab(m  + n). 
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inoltre  a e e le  parti  AH  ed  AL  tagliate  da  quel  piano  sugli 
assi  delle  x e delle  z , sarà 


1’  equazione  del  medesimo  piano.  Ma  per  un  punto  qualun- 
que M comune  a tal  piano  ed  al  cilindro  , e di  cui  sono 
coordinate  le  AP  , PQ  e QM , si  à pure 


— — • = cos  ACQ  = cos  *-  , e quindi  03=  r — rcos^  , 

dove  r ed  s dinotano  il  raggio  del  cilindro  e l’arco  AQ  : 
dunque  avremo 


s=c(f_f)=c(1_r  + :CoSi). 

Ma  è chiaro  d’  altra  parte  che  il  differenziale  della  superficie 
cilindrica  ALMQ  — u venga  espresso  da  sds  : dunque  sosti- 
tuendo a z il  precedente  valore  in  s , avremo 


du 


— zds  = c - cos  ds  , 


e quindi 


Da  questa  formula,  in  cui  s dinota  l’arco  AQ  , ed  iseii  ^ 

la  retta  QP  , si  desume  facilissimamentc  la  superficie  curva 
di  tutta  l’ugna  , espressa  per  metà  nella  figura.  Segnatamen- 
te, per  l’ugna  di  base  semicircolare,  prodotta  dal  piano  ECD, 
ed  in  cui  a=*AC  — r,  si  ottiene  il  risultato  semplicissimo 
ed  algebrico  c . 2r , che  vale  il  prodotto  del  diametro  della  base 

per  l’altezza;  c per  l’ugna  di  base  circolare  si  ha  ^ 

che  vale  il  prodotto  del  perimetro  della  base  per  la  metà  dcl- 
I'  altezza.  E siccome  aggiungendo  alla  superfìcie  curva  di 
quest’  ultima  , la  zona  compresa  tra  i piani  paralleli  indicati 
da  ReF  ed  uqm , e misurata  evidentemente  dal  prodotto  di  Bn 
per  2 irr , nasce  la  superficie  del  tronco  ADBnqm  , così  questa 
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superficie  verrà  espressa  da 

Kt +*)-*"  (*=**)• 

di  accordo  con  quel  che  si  ò trovalo  nel  n.°  precedente. 

*541.  Finalmente,  per  mostrare  la  utilità,  se  non  pure 
la  necessità  di  ricorrere  qualche  volta  alle  Tavole  ellittiche  , 
supporremo  che  avendosi  le  superficie  cilindriche  espresse 
dall'  equazioni 

(1)  w*  + z'=C'  , ed  »/  + z*  = c*  (2) 

e rappresentate  in  projezione  dai  quadranti  circolari  AC  e 
Bc  ( fig . 72)  , si  cerchi  l'arca  di  quella  porzione  della  prima 
superficie  , che  trovasi  racchiusa  nel  contorno  APDMB’A  , 
essendo  B’MD  la  curva  in  cui  s’ intersegano  le  due  superficie. 
Il  differenziale  della  superficie  u — A B MP  è apertamente 

du  = yV'ilx'‘  ; ma  dall’ equazioni  (1)  e (2)  si  desume 

x—VC1  — z*  donde  dv  = — ~'ì"'  , ed  y = Ve*  — z“  : 

Va*  — s« 

dunque  avremo 


Or  non  potendo  la  z esser  maggior  della  retta  Oc  — e,  siamo 
autorizzati  a porre  z = csen  9 , il  che  dandoci  dz  = cdq cos  9 , 
ne  risulta 

, c'dt pcos*®  c*rf<l>(l — sen*®)  , c 

du  = — = — - , dove  y = - • 

Vi  — y*sen*<p  Vi — y*sen*  <p 

I 

Questo  differenziale  trovasi  compreso  nella  formola  generale 
del  n.°  460  , onde  al  medesimo  si  potrebbe  applicare  il  pro- 
cedimento del  n.°  462  ; ma  più  semplicemente  , col  porre 

— — = AV  \ — Y,,sen,,9H , 

Vi — y*sen*<p  ri  — y*sen*<p 

esso  riducesi  ai  soli  trascendenti  ellittici  di  1*  e di  2a  spe- 
cie : poiché  da  questa  equazione  riguardata  come  identica  , 
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lo  coslanli  indeterminate  A a B risultano  espresse  da 


e si  lia  per  conseguenza 

du  = Cld*?\/\  — v‘sen-9  — [C*  — e»)- — d<f . ■ ■ ■ 

V 1 — y*scn*<p 

Intanto,  essendo  3 = 0 e 3 = c i limiti  fra  i quali  con- 
verrebbe prendere  l’ integrale  di  dii  espresso  in  3 per  avere 
la  superficie  richiesta  , quelli  dell’  integralo  da  trovarsi  in  © 

saranno  9=0  e 9=5  , stante  1’  equazione  z = cscn9;  e 

quindi  la  detta  superfìcie  sarà  espressa  dalla  forinola 


C'  E(r)  - ( C - c*)F(y) = C‘E(0  - ( C'  - OF  (0  • (a) 

* 542.  I precedenti  esempii  riferendosi  tutti  a superficie  di 
rotazione  , ci  resta  a trattare  delle  superficie  che  non  appar- 
tengono a questa  specie  , e la  cui  misura  ò ordinariamente 
la  più  difficile. 

Sappiamo  dal  n.°  365  che  se  per  una  data  superficie  sia 
pur  data  la  projezione  JIKL  ( fìg.  59  ) del  contorno  di  una 
sua  parte  sul  piano  delle  xy  , la  funzione  U di  co  = OV 
e di  y = OQ  , che  esprime  l’arca  projettata  in  MMtK. Nt  , 
ha  per  coefiicienle  differenziale  parziale  di  2°  ordine  relativo 
ad  x e y 1'  espressione 

dxdy  V dx*  dìj* 

Trattasi  dunque  di  desumere  da  questa  equazione  l’espres- 
sione di  U in  x e y , supponendo  date  l’ equazioni  della 
superficie  a misurare  c del  contorno  KKL. 

Supponendo  sostituiti  ai  coefficienti  differenziali  j-j:  e ^ 


(a)  Ogni  lunetta  cilindrica,  scolpita  a squadro  in  una  Volta  a botte  , 
loglio  via  dall’  intradosso  della  Volta  il  doppio  del  risultamelo  qui 
ottenuto. 
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i lor  valori  in  ao  e y forniti  (n.  104)  dall’equazione  della 
superficie , e dalle  sue  derivale  parziali  rispetto  a x e z , e 
rispetto  a t / e z , possiamo  riguardare  il  secondo  membro  * 
dell’ equazione  precedente  come  una  funziono  cognita  di  * 
e y , che  dinoteremo  con  ftx  , y)  ; ma  moltiplicando  l’equa- 
zione stessa  per  dy  , e scrivendo  il  risultato  sotto  la  forma 

JV 
d dx 

—dy=xdyf[x,y),  (1) 

si  vede  che  il  primo  membro  di  questa  equazione  esprime 
il  differenziale  di  — rispetto  ad  y , e che  in  conseguenza 

ha  per  integrale  rispetto  ad  y la  funzione  indicata  da  ~ : 

dunque  prendendo  altresì  l’ integrale  del  secondo  membro  per 
rapporto  ad  y ( come  se  x fosse  costante  ) avremo 

^=*fdyf{x,y)  + C. 

La  C di  questa  equazione  può  contenere  in  modo  arbitrario 
anche  la  x che  nella  integrazione  si  è tenuta  costante  , nella 
- ipotesi  che  non  si  debba  soddisfare  che  all’equazione  (1), 
talché  allora  si  può  scrivere  più  acconciamente 

=/*//(<■>.! I)+X.  (I) 

ritenendo  X come  simbolo  di  una  funzione  arbitraria  di  x. 
Nella  stessa  ipotesi  moltiplicando  l’ equazione  (2)  per  dx , e 
poscia  integrando  per  rapporto  ad  x , verrà 

U =/ dxf  dyf(x  , y)  +fXdx  + C ; 

ma  essendo  X una  funzione  arbitraria  di  x , tale  altresì  dee 
stimarsi  fXdx  ; e in  questa  seconda  integrazione  essendosi 
tenuta  costante  la  y , nulla  impedisce  di  riguardare  la  C 
come  uua  funzione  arbitraria  della  stessa  y : dunque  indi- 
cando per  vieppiù  chiarezza  queste  due  funzioni  arbitrarie 
con  $(a>)  e 4-(j/)  . avremo  finalmente 

Vssf  dxf  dyf(x  , y)  + $(m)  + My)  ■ 

Cale.  Ini.  òG 


/ 
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*543.  È questa  la  primitiva  generale  o completa  dell’ e- 
quazionc 

{*•*>•'* 


a derivate  parziali  di  secondo  ordine  , qualunque  sia  la  fun- 
zione di  a*  e y indicata  dal  secondo  membro  di  questa  equa- 
zione ; e in  essa  primitiva  ciascuno  dei  segni  f si  riferisce  alla 
sola  variabile  il  cui  differenziale  gli  è scritto  immediatamente 
a destra,  e i simboli  9 e >}.  sou  caratteristiche  di  funzioni  affatto 
arbitrarie  una  di  x l’ altra  di  y.  Ma  quando  la  funzione  f(x  , y ) 


è il  radicale  ]/ 1 + + ~rr  ridotto  in  x e y mediante 

V dx%  dy 

l’ equazione  di  una  superficie  , la  delta  primitiva  esprime  una 
parte  indeterminata  di  questa  superficie. 

Nel  caso  nostro,  la  parte  a misurare  della  proposta  super- 
ficie essendo  determinata , tali  ancora  conviene  che  sieno 
le  funzioni  9(0*)  e 4(y)  : o che  torna  lo  stesso  , conviene  che 
queste  funzioni  scompariscano  dal  risultalo.  Ad  ottenere  ciò 

bisogna  riflettere  , che  il  valore  di  — dx  relativo  a tutta  la 

uX 


zona  proiettata  in  debbo  aversi  moltiplicando  per  dx 

T integrale  di  dyf{x  , y)  preso  rispetto  ad  y , ed  esteso  dal- 
l’ ordinata  PM1  sino  all’  altra  P3ft , le  quali  ordinate  quando 
il  contorno  HKL  è continuo  e rientrante , sono  due  funzioni 
di  x fornite  dall’  equazione  di  esso  risoluta  per  rapporto  ad  y. 
Dunque  indicando  queste  funzioni  con  y,  o y„  l espressione 

della  zona  proiettala  in  sarà  dxl  dyf[x,y),  e 

»/  Vi 

dovrà  tenersi  come  una  funzione  della  sola  x. 

Per  avere  adesso  con  un’altra  integrazione  la  somma  di 
tutte  le  zone  consimili  , e formanti  insieme  la  superficie 
projettala  nell’area  HKL  , è chiaro  che  quest’ altra  integra- 
zione va  fatta  dal  minimo  al  massimo  dei  valori  di  x cor- 
rispondenti ad  HKL , i quali  valori  debbonsi  trovare  colle 
regole  conosciute.  Adunque  indicandoli  con  a?„  e cc» , avremo 
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ossia  , riponendo  in  vece  di  f{x  , y)  il  radicale  primitivo , 


dz * 
dy* 


#544.  Le  formole  fdxfdyf[x  , y)  e f'**  dx  f**dy  f[x  , y) 

«®o  1/  Vi 

si  chiamano  integrali  doppiì  , uno  indefinita  l’altro  definito. 
In  quanto  al  primo  , prescindendo  dai  termini  espressi  in  x 
solo  e in  y solo  . risulta  dal  n.°  94  che  esso  non  dee  va- 
riare invertendo  l'ordine  delle  due  integrazioni  successive 
eh’ è d’uopo  effettuare  per  rinvenirlo,  talché  può  affermarsi 
essere 


fdxf  dyf  (x  , xj)=fdyfdxf[x  , y)  ; 

e per  questa  ragione  le  due  integrazioni  si  notano  ancora 
col  simbolo  ffdxdyf[x  , y)  , o con  l’altro  f'dxdy [{co  , y). 

Riguardo  poi  all’  integrale  definito  doppio , non  si  è certo 
che  l’ ordine  delle  due  integrazioni  sia  indifferente  , se  non 
nel  caso  che  la  funzione  f{x  , y)  si  conservi  fluita  dal  minore 
al  maggior  valore  non  meno  della  x che  della  y.  Ciò  6i 
accorda  bene  con  le  teoriche  della  sezione  precedente,  e 
d’altra  parte  è confermato  dal  riflettere  che  la  superficie 
proiettata  nell’area  HKL  può  anche  riguardarsi  composta 
da  infinite  zone  consimili  a quella  proiettata  in  NIN,njil  , 
e contenute  fra  i due  piani  paralleli  a quello  delle  zx  , e 
lontani  dal  medesimo  per  la  minima  o la  massima  delle  y 
appartenenti  al  contorno  HKL.  Sicché  nel  detto  caso  può 
affermarsi  essere 


esprimendo  xt  o x,  i valori  di  x in  y desumibili  dall’  equa- 
zione del  contorno  HKL , ed  yQ , y»  la  minima  e la  massima 
delle  y appartenenti  al  medesimo  contorno. 

*545.  Quando  il  contorno  HniKMtM<»MiLH  è discontinuo 
come  nella  fig.  79,  dovendosi  conoscere  l’ equazioni  delle 
singole  sue  parti , saranno  cognite  altresì  le  coordinate  delle 
loro  intersegazioni , e la  minima  e la  massima  ascissa  del 
contorno  ; onde  la  figura  di  questo  farà  noto  quanti  e quali 
integrali  definiti  convenga  trovare  , per  desumere  quello  che 
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si  cerca  sommando  o sottraendo  gli  uni  dagli  altri.  Così , nel 

caso  della  nostra  figura  l’integrale  ff dxdy j/ 1 -f- ^ ^ 

va  calcolalo  \ ° da  pn  a pn  rispetto  ad  y , e da  OP0  ad  Ok 
rispetto  ad  x ; 2.°  da  tbt*  a «v  rispetto  ad  y , e da  Ok 
ad  01  rispetto  ad  x ; 3.°  e finalmente  da  PMt  a PMt  rispetto 
ad  y , da  01  ad  OP*  rispetto  ad  x : i quali  tre  integrali 
debbonsi  poi  unire  per  aver  la  superficie  projettata  nell’area 
HmKMxM„LIL 

* 546.  Per  addurre  un  esempio  che  non  esige  troppo  lunghi 
calcoli , c che  ci  offre  il  destro  di  praticare  una  trasforma- 
zione sovente  utilissima  , cercheremo  la  misura  della  superficie 
mentovata  sul  cominciar  della  pagina  272  , la  quale,  detto  C 
il  passo  dell’elica  AMC  . . . ( firj.  56  ) , torna  espressa  dall  e- 
quazione 

2ir  i-  =s  ajc  tan  - • 

0 x 

Da  questa  equazione  desumendosi 

dx Cy  di  C x 

dx  2»  ° dy  2*  x*-(-y* 

ne  risulta 

'+£.+%  -***  V ' 1 

Or  questa  duplice  integrazione  diviene  più  facile  , introdu- 
cendo l’angolo  XOQ—§  in  luogo  della  variabile  y cui  è 
ligato  per  l’ equazione  y = x tan  9.  Ma  rispetto  alle  variabili 
primitive  dovrebbe  supporsi  costante  la  x , quando  si  volesse 
integrare  da  principio  per  rapporto  ad  y ; dunque  nella  so- 
stituzione di  $ ad  y , ciò  che  si  dee  surrogare  a dy  dovrà 
nascere  differenziando  x tan  9 rispetto  alla  sola  9 , talché  sàrà 

dy  =2  • Ma  per  la  sostituzione  di  x tan  a ad  1/  si  ha 

•'  cos*  <p  . 1 T J 


4-  _£L_— 1/1  4-  ___ £!___  L|/  . » Ocosy» 
-h  y»)  V ’ \«%x%  scc* <f  xV  'L  ’’  1»'  ’ 
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dunque  avremo  per  valore  di  U in  x e 


v=f-%-  r dx  y/ 

«/COS *V?J  r 


®“4 


C*  cos"  9 


Per  conoscere  i limiti  delle  due  integrazioni , supponiamo 
cbe  la  parte  di  superficie  a misurare  sia  racchiusa  nel  senso 
dell’elica  tra  la  superficie  cilindrica  di  raggio  OA=R,  ed 
un’  altra  di  raggio  maggiore  R ; e nel  senso  della  genera- 
trice , tra  la  posiziono  OA  sita  nel  piano  XOY , e una  po- 
sizione particolare  distante  da  questo  piano  per  C'.  In  tale 
ipotesi  , se  si  fosse  conservata  la  variabile  y , l’ integrale 


relativo  ad  x si  dovrebbe  estendere  da  x = I /fi* — y*  sino 

ad  x=  V' li1' — y*  , essendo  «/“=  /i*  , ed  x*  -f-  y*  = il'* 
l’ equazioni  delle  nominate  superficie  cilindriche;  dunque  pol- 
la sostituzione  di  x tan  9 in  luogo  di  y , i limili  di  x in  <$> 
saranno  x=R cos$  ed  x=Kcos<$.  ltispetto  poi  alla  varia- 
bile 9 , cui  si  riferisce  la  seconda  integrazione  , i limiti  sono 
zero  e 1’  angolo  corrispondente  all’  altezza  C' , ossia  , in  virtù 

c 

dell’equazione  alla  superficie,  zero  e 


Dopo  ciò  , integrando  rispetto  ad  x coi  metodi  conosciuti , 
o colla  forinola  in  y trovata  nel  n.°  427  , e poi  mediante 
I’  equazioni  C = 2?ri? tany  = 2ir il'tany  introducendo  le  in- 
clinazioni y e y'  delle  due  eliche  estreme  al  piano  delle  x 
e y , si  avrà 


d<? 

cos*  <p 


A 


R’  cos 9 
flcos<p 


C*  COS*  <p 
4«*  ** 


d<? 

T 


ril^sec-/ — Rsecy  + R*  tan*y.?fi J*~j~seCy  ^ 
|_  i»(l-)-secy) 


In  questa  forinola  poi , essendo  costante  il  coefficiente  di  di? 

pi 

l’ integrazione  di  essa  rispetto  a 9 , tra  i limiti  0 e 2*  — , 

riduccsi  a cambiare  di?  in  quest'  ultimo  limile  : onde  la  di- 
mandata superficie  verrà  espressa  da 


ir 


R“  sccy’ — JR*  sec  y la  n"  y . / 


fl'(l  + secy')"| 

J?(l  -+- sec y)  J ’ 
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o più  semplicemente , c più  comodamente  pel  calcolo , da 


cv 

r cot  y' 

cot  y y'  y"| 

J 1 oaL  _ / /va} 

l^seny' 

1 1 • tUtrr  l • LUI • 1 

seny  2 2j 

eliminando  R ed  R mediante  1' equazioni  C = 2ir.Rtany  , 
C s=  2ir R1  tany'  , ed  avendo  riguardo  alle  formole  trigono- 
metriche 


sec  a cot  a 

tan*a  sena 


14-  sec  a 
tana 


i + cosa 
sena 


Attesa  la  natura  della  quistione  , la  formola  (E)  può 
aversi  come  bastantemente  semplice  ed  elegante  : essa  con- 
tiene le  inclinazioni  orizzontali  delle  due  eliche , limili  della 
superficie  , il  loro  passo  comune , e la  distanza  verticale  delle 
rette  che  sono  gli  altri  due  limiti  della  superficie,  (a) 

* 547.  Tra  le  superficie  di  2.°  grado  non  coniche  o cilin- 
driche nò  di  rotazione  , le  due  che  più  importa  saper  misurare 
in  alcune  applicazioni , sono  le  porzioni  di  paraboloide  iper- 
bolica terminate  da  quattro  rette  , e l’ ellissoide.  Or  noi 
ometteremo  la  quadratura  delle  prime  , che  nei  casi  anche 
i più  semplici  , senza  presentare  gravi  difficoltà  , esige  non- 
dimeno calcoli  soverchiamente  lunghi , e considerazioni  estranee 
alla  mera  integrazione  ; ma  non  sapremmo  tralasciare  la  qùa- 
dratura  dell’  ellissoide  , la  quale  comunque  sembri  opporre 
difficoltà  grandi  ad  essere  ridotta  alle  trascendenti  ellittiche , 
pure  in  quest’  ultimi  tempi  si  è riuscito  a ridurvela  con  suffi- 
ciente brevità  , per  mezzo  di  un  ripiego  felicissimo  ideato  dal 
signor  Catalan.  (b) 

Esprimiamo  come  altre  volte  l’ ellissoide  con  la  equazione 


che  dà  z'—  c® 


( 


(a)  La  superficie  elicoidica  della  vite  rettangolare , e quella  che  so- 
vente affettano  nel  loro  di  sotto  le  scale  a lumaca  di  pianta  circolare, 
sono  appunto  della  specie  considerata  : esse  dunque  si  potranno  va- 
lutare colla  formola  (E). 

(b)  LI  contenuto  di  questo  u.°ò  più  agevole  ad  intendersi  dopo  quello 
»lic  riguarda  la  cubatura  dei  solidi  che  non  sono  di  rotazione. 
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Le  derivate  parziali  dj  quest'  ultima  rispetto  ad  x e rispetto 
ad  y dandoci 


di  c*x  dz 

dx  a'z  ’ dy 


—• , risulta 
hi 


tfdxdijy\ 


r -r»  .1* 


t x*  V* 
a»  b » 


ma  non  può  eseguirsi  una  delle  due  integrazioni  senza  in- 
trodurre le  funzioni  ellittiche  , le  quali  poi  non  permettono 
l’esecuzione  dell' altra.  Ad  evitare  questo  sconcio  bisogna 
dunque  tenere  altro  modo. 

Conveniamo  , o piuttosto  limitiamoci  a voler  misurare  la 
metà  dell’ intera  superficie  : allora  i limiti  delle  due  integra- 
zioni son  determinali  dalla  traccia  di  essa  sul  piano  delle  x 

X%  ?/a 

e delle  y , cioè  dal  contorno  dell’ ellisse  — — =1.  0) 

Inoltre  per  fissare  le  idee  supponghiamo  a b >•  c , e 
dippiù  facciamo 


Così  avremo  : * <£  1 , /3  < 1 , /3  <£  * ; .(2  ) 

e la  superficie  richiesta  tornerò  espressa  da 

ahfpvn  \/ 1 ij|,v = «>//;  Mt. . 

dove  la  variabile  £ è determinata  per  l’ equazione 

• ossia  (Mt^r-w=c*-i . (« 


e i limiti  delle  due  nuove  integrazioni  sou  dati  dall’  equa- 
zione |*  + yi*  = 1 , (4),  che  risulta  dall’equazione  (11. 

Or  nulla  impedendo  di  consideraro  le  nuove  variabili  | , 
ri , £ quali  coordinate  rettangolari  di  un’  altra  superficie  e- 
spressa  per  l’ equazione  (3) , l’ integrale  ff(dAd%  può  riguar- 
darsi come  r espressione  analitica  di  un  volume  limitato  dal 
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piano  delle  ty\ , dalla  superficie  cilindrica  (4)  , e dalla  su- 
perfìcie (3)  la  cui  ordinata  sarebbe  Osserviamo  intanto  che 
facendo  muovere  un  piano  parallelamente  a quello  delle  , 
esso  in  virtù  delle  relazioni  (2) , non  incontra  la  superficie  (3) 
nell’  interno  del  cilindro  (4) , sino  a che  £ è minore  di  4 ; tocca 
questa  superficie  nel  punto  (0,0,1)  dell’  asse  delle  £ quando 
£ = 4 , e poscia  la  intersega  in  una  serie  di  ellissi , che  per 
un  valore  qualunque  di  £ maggiore  di  1 , hanno  per  semiassi 
paralleli  alle  % ed  alle  n ( veggasi  la  fig.  80  ) 


e questi  semiassi  ( che  si  desumono  colle  regole  ovvie  dal- 
l’ equazione  (3)  ) si  vede  che  divengono  eguali  tra  loro  ed 
all’  unità  quando  £ = oo . Così  essendo , possiamo  anche  mi- 
surare il  volume  indicato  dall’ integrale  prendendo 

per  elemento  di  esso  la  differenza  infinitesima  di  due  cilindri 
aventi  per  altezze  f e £+  c/£  , e le  cui  basi  sono  due  ellissi 
che  hanno  (518)  per  aree 

vXY , e r{XY+d.XY). 

Poiché  dunque  una  tal  differenza  , ridotta  al  4 ,°  ordine  col 
principio  fondamentale  (n.  27  ) del  metodo  degl’ infinitamente 
piccoli  , è v £d.XY,  l’integrale  rftd.XY  preso  tra  i li- 
miti 4 ed  oo  sarà  equivalente  all’  altro  //(dnd^  preso  fra  i 
limiti  risultanti  dall’  equazione  (4)  : e così , mediante  questo 
ingegnoso  ripiego  dovuto  al  signor  Catalan , un  integrale 
doppio  è trasformato  in  un  equivalente  integrale  semplice. 

Indicando  ora  l'uno  e l’altro  con  V,  l’integrazione  per 
parti  ci  darà 


- = c XY-fXYdZ - 


«f-1) 


s.ì  J'v 


(f-lK 


ma  non  potendo  essere  £ minore  di  1 , e con  ciò  di  * , è 
lecito  supporre  £ = — , dunque  avremo 


(£«-!)# 


v sen4 


(sen»y— *K)gy 


V(f~.*)(f-f3*)  * sen*9  \S »* — sen*  «p 
e mediante  questa  formola  sarebbe  certa  e cognita  la  ma- 
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mera  di  ridazione  alle  trascendevi  ellittiche  ( n.  462  ) , se 
non  si  volesse  che  queste  trascendenti  fossero  soltanto  della 
1.a  c della  2.*  specie  : le  sole  ridotte,  in  Tavole. 

A questo  fine  osserviamo  che  èssendo  identicamente 
sen*9 — <x’  = sen’9. (1  — /3S)  — (*’ — 0*sen*$)  , 

dividendo  per  sen*  9 . l/V — /3’sen*'9  sarà 

sen*<p — **  . 1 — V a’ — sen’  <r 

sen’ — (3’  sen’  <(>  1/ *a  — ;3a 5611“ 9 sen  ^ 

e per  tal  modo  il  secondo  membro  della  forinola  precedente 
diverrà 


o-n/i  ' ,T  . -/ 

c i1  — 3asenae>  ^ 


»l/a» — (9*  sen*  9 


1/9  ; 


l/»«_^sena<p  «/  sen,,P 

ma  quest'  ultimo  integrale  , trattato  pur  esso  col  metodo  per 
purti  si  trova  essere 

— cot^.l/** — £’sen’9 — /3a/  <j'fcos  y ...  • 

''  \/ a’  — fi*  senr<f> 

V 

dunque  il  valore  di  — verrà  espresso  tutto  in  9 dalla  forinola 

sen<p.(»»-f-j3,cosay— 1)  ^ ^p  <l<? ^p  rfycosV 

cos<p.l^ *a — 3asena©  ‘ 1/ a’ — |S’sen’<p  a* — ;j’sen’<p 

0 che  torna  lo  stesso  , da 

sen  <p . (**  -I-  (Sa  cos*  9 — -1  ) / * ( i — fi*  sen’  <p)d<p 

c°s  <P • f/'am  — son*"^  •'  1/ a — (3*  sen*  9 
ma  è inoltre  identicamente 

1 — /3*scn89  = (** — j3*sena9)+  ì — *’  , 
dunque  il  medesimo  valore  sarà  espresso  da 

” V ** — (3»sen*t() 


COS  <)) . I/' »* — jS1  seti’  (f 

o finalmente  da 


.(»*+^*COs“cp-i)  I9*  ! 1 —**/* 

l--,sen  V- 

1/T«  S'cn*»  * *«' 


seni? 

cos<p  .4^  **  — £3*  sen’  <p 


rito 


sen*9 
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Frattanto  , per  essere  I e oc  i limiti  di  ( , quelli  di 

sena,  in  virtù  dell’ equazione  £ = debbono  essere  * e 

1 * sen  tp 

zero  ; e ponendo  x:=seng  , quelli  di  9 debbono  essere  fx 
e zero.  Ora  nella  forinola  precedente  , la  parte  libera  dal 
segno  f assume  da  sen  9 = * , a sen  9 = 0,  il  valore 

,s  a (A/  A» Ti 

Vi  1 — «*)(!  — /3*)  = — ; e ponendo  - = — = k , il 

ttb  * bV a* — c* 

resto  di  quella  forinola  , adoperando  la  notazione  delle  fun- 
zioni ellittiche,  e invertendo  l’ordine  dei  limiti  ( n.  483) 
col  cambiamento  dei  segni  dei  due  integrali , prende  un  va- 
lore che  si  può  esprimere  in  k e ix  con 

sen|W.E(/v  , g) 4-cosg.colg.F(fc  , //). 

Dunque  unendo  i recati  due  valori , e moltiplicando  il  « 
tutto  per  ntub  ; la  metà  della  superficie  dell’ellissoide  verrà 
finalmente  espressa  da 

ite'  -{-  ir«6[sen  fx . E(/c  , g)  -(-  cos  a . cot  g . F [k  , /*)]. 

*548.  L'elemento  superficiale  indicato  da  dxcbj  l/'+g+S 

è infinitamente  piccolo  in  lutti  i sensi,  0 come  suol  dirsi,  in 
lunghezza  e in  larghezza  : per  ciò  nell’  uso  ordinario  di  esso 
fa  mestieri  di  due  integrazioni  successive  per  desumerne  la 
superficie  a misurare.  Al  contrario  , basta  una  sola  integra- 
zione quando  1’  elemento  è fluito  secondo  una  delle  sue  di- 
mensioni e infinitesimo  secondo  l’altra  , come  avviene  per  1 ele- 
mento della  superficie  di  rotazione  , compreso  tra  due  paralleli 

infinitamente  vicini , c indicato  ( n.  224  ) da  27ny  V doo*  -(-  rfy*  , 
ed  avviene  aucora  ‘per  f elemento  di  superficie  cilindrica 
terminato  da  due  lati  infinitamente  vicini  . e di  lunghezza 
finita  ed  eguale  0 diversa  per  un  infinitesimo  , il  quale  ele- 
mento trovasi  ad  evidenza  indicato  da  s V de*  + <hf  quan- 
do il  piano  delle  xy  sia  perpendicolare  ai  lati  del  cilindro. 
Or  siccome  lo  superficie  coniche  ammettono  pure  elementi 
consimili  , cioè  racchiusi  fra  due  lati  infinitamente  vicini  , 
ma  di  lunghezze  finite  , ed  eguali  0 diverse  per  un  infini- 
tesimo , enei  npr  provvedere  alla  misura  esatta  0 approssi- 
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mata  delle  tre  specie  di  superGcie  più  adoperate  , sarà  utile 
il  trovare  l’espressione  analitica  di' quest' ultimi  clementi,  la 
quale  non  è in  vero  così  semplice  come  per  le  superGcie  di 
quell' altre  due  specie. 

Preso  per  origine  delle  coordinate  il  vertice  della  super- 
Gcie conica  , si  desume  facilmente  dal  n.°  369  che  l’ equa- 
zione generale  della  superGcie  ammette  la  forma 


dunque  le  derivate  parziali  di  z rispetto  ad  a?  e rispetto  ad  y 
saranno 


Or  se  in  vece  della  variabile  y introduciamo  l'altra  ® me- 
diante l'equazione  j/  = ce.e,  siccome  nella  prima  iulegrazione 
che  si  dovrebbe  eseguire  sul  consueto  differenziale  di  2.°  or- 
dine espresso  in  x e y ( la  quale  supponiamo  riferirsi  ad  y) 
si  terrebbe  costante  la  x , così  nel  sostituire  o-\v  ad  y con- 
verrà surrogare  xda>  e non  xdw  + xdoc  a dy.  Avremo  dun- 
que per  tal  modo 


Ma  d’ altra  parte  l’ equazione  y = a>x  esprimendo  per 
ciascun  valore  di  ® la  projezione  di  un  lato  del  cono  sul 
piano  delle  xy,  il  far  in  essa  variare  ® e quindi  y indipendente- 
mente da  x accenna  con  evidenza  al  cangiamento  di  un 
Iato  in  un  altro  inGnitamente  vicino  : dunque  la  formola 


Inoltre  , dovendo  supporsi  che  la  parte  di  superGcie  co- 
nica a misurare  , e che  noi  supponiamo  cominciar  dal  ver- 


ffdxdy[/  \+d£y^=ff.cdxdiV  l+[^®)_®*>)]’-K<? '«)• 


4-(>(®)— ®9'(®)]a -f  (e'®)*  (1) 


esprimerà  l’elemento  angolare  della  superGcie  conica  ^ = $| 
dove  ® fa  le  veci  di  - • 


x 
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lice  , finisca  alla  intersecazione  di  tal  superficie  con  un’ al- 
lea data  , una  equazione  tra  x ed  a emergerà  da  quelle  delle 
due  superficie  e dall’equazione  y=ax  : da  essa  dunque  si 
caverà  x in  as , e fattane  la  sostituzione  in  (1) , s'integrerà 
il  risultato  dall’  uno  all’altro  dei  valori  determinati  di  a,  cor- 
rispondenti alle  posizioni  estreme  del  lato  del  cono  nel  settore 
di  superficie  tolto  a misurare. 

*349.  Nel  caso  semplicissimo  che  la  nominata  intersega- 
zione  sia  in  un  piano  parallelo  a quello  delle  x y , e la 
cui  distanza  dal  vertice  sia  c , si  può  avere  in  x e y una 
forinola  equivalente  alla  (1).  Allora  in  fatti  l'equazione  tra  a; 

ed  as  è c = x$(a>) , donde  9(®)  = - , e < .d®  = — ~ ; 

x x 

ma  per  essere  x = y-  , si  ha  da ; = — v ^ , dunque  sarà 

cdjc  — cdx 

o'(®)  = — - — -ì—  ; onde  colla  sostituzione  di 

‘ N ' x do»  xdy— ydx 

y xdy  — ydx  e 1 — cdx 

- x ’ x * ’ x ’ xdy — ydx 

in  vece  di  a> , da,  <^[a)  e $'(®)  , la  forinola  (1)  si  cangerà 
nell’  altra  elegante  e simmetrica  in  x e y 

i \ '(xdy  — ydx)*  + c\dx'  + d,f).  (2) 

È questa  l’espressione  dell’ elemento  della  superficie  co- 
nica avente  per  vertice  l’origine  delle  coordinate,  il  quale 
elemento  si  estende  in  un  senso  dal  vertice  alla  sezione  pro- 
dotta nel  cono  dal  piano  z = c , e in  un  altro  senso  re- 
sta compreso  fra  i lati  che  pongon  termine  ai  punti  ( x y) , 
( x + dx  , i/ -f-  dy)  di  detta  sezione.  Essa  nelle  applicazioni 
si  ridurrà  soltanto  in  x o soltanto  in  y mediante  1’  equazione 
della  mentovata  sezione  , che  nasce  ponendo  z = c in  quella 
della  superficie , e poi  s’ integrerà  tra  i valori  di  x o di  y , 
elio  corrispondono  ai  lati  estremi  del  settore  di  superficie 
conica  , tolto  a misurare. 

Così , nel  caso  che  la  curva  prodotta  nella  superficie  co- 
nica dal  piano  ’z  — c sia  il  cerchio  [a — > or>)“  + y*  = r* , eh’ è 
quanto  dire  nel  caso  del  cono  scaleno  (or—  nc)*  -f-c*y*  = r*z*  , 
il  differenziale  (2)  risulta  espresso  da 

dx  [r* — "(a  — ®)]a  • ... 

^ — (a — .r)* 
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e quindi  la  misura  di  tal  superficie  dipende  ( n.  434  ) dalle 
trascendenti  ellittiche. 

CAPITOLO  XII. 

Cubatura  dei  solidi  terminati  da  superficie  curve. 

~ 550.  Considerando  sulle  prime  i solidi  così  delti  di  rota- 
zione , sappiamo  dal  n.°  227  che  il  loro  elemento  racchiuso 
tra  due  piani  perpendicolari  all’asse  di  rotazione  e insieme 
delle  x , e distanti  dalla  origine  per  x e x-\-dx  , viene 
indicato  da  dv  — iey'dx.  Dunque  supponendo  che  il  solido 
proposto  a misurare , sia  pur  compreso  fra  due  piani  per- 
pendicolari al  dettò  asse  e la  intercetta  zona  superficiale  , 
avremo 

u = ic  f y'dx = ir  fX  (fx) \lx  , ( V ) 

dinotando  y—f(x ) l’ equazione  della  curva  , ed  x0  la  x cor- 
rispondente al  piano  dal  quale  il  solido  a misurare  si  suppone 
die  incominci. 

In  questa  forinola  poi  si  dovrà  ( n.  227  ) sostituire  ì -sr 
a t , quando  la  figura  generatrice  P0M0MP  ( fig.  66  ) non 
esegue  una  compiuta  rotazione  intorno  all’asse,  ma  i punti 
che  ne  distano  per  l’ unità  descrivono  l’arco  rss. 

551.  Ciò  premesso  , applichiamo  la  forinola  (K)  ai  solidi 
generati  dalle  curve  coniche  poste  in  giro  attorno  i loro  assi. 

In  1.°  luogo  , la  parabola  espressa  dalla  solita  equazione 
y2  = %ix  darà  pel  volume  contato  dal  vertice 

v — n r/  2axdx  = reax%=  7t.2ax.-  = ?ru*  - : 

«/0  2 J 2 

dal  clie  apparisce , che  ogni  segmento  ad  una  base  circolare 
della  paraboloide  di  rotazione  à per  misura  il  prodotto  della 
base  per  la  metà  dell’altezza. 

2.°  L’ equazione  y2  = — (2 ax-  qp  x2)  , la  quale  secondo 

che  si  fa  valere  il  segno  — , o il  + , esprime  una  ellisse  di 
assi  2a  , 2b  , od  una  iperbola  di  asse  traverso  2a  e di  se- 
condo asse  26  , ci  dà  in  simil  modo  pel  segmento  contato 
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tlal  vertice  corrispondente  ad  x = 0 : 

b » px  te  b%  

v = ir  — / ( 2aa?  rp  x*)dx  = 5 — x'  ( 3a  -+-  x) . 

Quindi  nel  caso  dell’  ellisse , cioè  del  segno  — , facen- 
do cc=2a  , avremo  \itub*  per  volume  dell'intera  ellissoide, 
che  sarà  allungata  quando  si  suppone  «^>6.  E siccome 
facendo  rotare  l’ellisse  attorno  l’asse  26 , e prendendo  questo 
per  asse  delle  x , l’equazione  della  curva  non  soffre  altro 
cambiamento  tranne  quello  di  a in  b , e di  b in  a , così 
mediante  lo  stesso  cambiamento  avremo  * va'b  per  volume 
dell’  ellissoide  schiacciata  , la  quale  per  ciò  sarà  maggiore 
della  prima  nel  rapporto  di  a a b.  (a) 

*552.  Non  si  potrebbe  procedere  allo  stesso  modo  per  l’i- 
perbola  posta  in  giro  attorno  l’ asse  2 b , che  non  incontra  la 
curva;  ma  siccome  prendendo  quest’  asse , per  quello  delle  a-, 

4* 

l'equazione  dell’iperbola  è,y*  =r  — (.»*+«*) , così  il  volume 

del  segmento  dell’  iperboloide  ad  una  falda , contato  dal  cerchio 
che  dicesi  gola  della  superficie  c che  corrisponde  ad  <r=0, 
sarà 

V~*  k/>  a')dx = Ì + 3a*)‘ 

Questo  segmento  può  dirsi  a due  basi , e l’espressione  di 


(a)  Con  la  forinola  generale  in  x del  segmento  eUissoidico , debita- 
mente combinata  con  - *06®  che  dinota  l’ intera  ellissoide  di  rotazione 

«J 

intorno  all’  asse  2 a , e con  1’  equazione  dell’  ellisse  generatrice  si  pos- 
sono agevolmente  verificare  i due  teoremi  qui  appresso  , che  sono  una 
estensione  di  quelli  stabiliti  nella  Geometria  elementare  intorno  al 
segmento  sferico  ad  ima  0 due  basi  parallele: 

- l.°  il  segmento  ad  una  base  di  una  ellissoide  di  rotazione,  pro- 
dotto da  un  piano  perpendicolare  all’  asse , pareggia  la  metà  del  cilin- 
dro di  egual  base  ed  altezza , insieme  con  un’  altra  ellissoide  simile 
alla  prima  , ed  avente  per  asse  di  rotazione  1'  altezza  del  segmento  ; 

2.°  il  segmento  poi  a due  basi  parallele  pareggia  il  prodotto  della 
semisomma  delle  basi  per  1’  altezza , insieme  pure  con  una  ellissoide 
simile  alla  intera  , ed  avente  per  asse  di  rotazione  l’altezza  dei  segmento. 
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esso  potendo  ricevere  la  forma 

* ^(*9  + «2)f + 2fft3f  =«ys^+2ff69|  , 

si  vede  che  pareggia  la  somma  di  tre  coni  di  altezza  eguale 
alla  sua  , ed  aventi  per  basi  uno  la  base  maggiore  del  seg- 
mento , e gli  altri  due  la  minore  , ossia  la  gola. 

*553.  In  generale,  adoperando  l’equazione  iya  = 2mx  + ncc9 , 
e supponendo  che  il  solido  cominci  dal  piano  corrispondente 
al  punto  (*  , /3)  della  curva  , si  ottiene  ' 


y*dx=*^'  (2mx-\-nx*)dx='rtm(xi — »2)+y(a;s — *3) 


= [ 3mn(x  + *)  + irn(ac2  -f-  xa.  + *a)  ] 


x — « 
: 3 


[ 


Smx-t-nx’  2ma  + n«*  lm:x-f-*)-i-n(x-(-a) 

* 3 +* 3 rff 5 — 


■1 


Ma  in  virtù  dell’equazione  alla  curva  i numeratori  di  que- 
ste tre  frazioni  esprimono  rispettivamente  il  quadrato  dell’or- 
dinata y , quello  dell’  ordinata  /3  , e il  quadruplo  quadrato 

*(•  1 y_ 

di  un’  altra  ordinata  , la  quale  corrisponde  all'  ascissa  — , 

ed  è perciò  equidistante  dall’  altre  due  : dunque  chiamando  k 
questa  terza  ordinata  , sarà 


e quindi  ogni  segmento  a due  basi  parallele,  del  solido  gene- 
rato da  una  curva  conica  posta  in  giro  attorno  ad  un  suo  asse 
trasverso , pareggia  tre  coni  aventi  la  sua  medesima  altezza , 
e per  basi  la  metà  della  base  minore  , la  metà  della  base 
maggiore  , e il  doppio  della  sezione  equidistante  dalle  due  basi. 
Questa  bella  proposizione  è dovuta  ad  E.  Torricelli  : essa  ha 
luogo  ancora  nel  caso  del  n.°  precedente  , ma  per  questo 
caso  dee  tenersi  più  semplice  l’ altro  enunziato  che  non  di- 
pende dalla  sezione  intermedia. 

* 554.  Per  dare  qualche  esempio  che  si  riferisca  a curve 
trascendenti , supporremo  in  primo  luogo  che  la  cicloide  ODO’O 
roti  attorno  il  suo  asse  di  figura  DÀ  [fig.  38).  La  misura 
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del  solido  generalo  presenta  qualche  difficoltà  , ma  col  favore 
dell’  integrazione  per  parti  ci  sarà  dato  superarla. 

Da  prima  osserviamo  che  per  essere  ( nota  del  n.  300  ) 
KM  = arco  DA' , e quindi  MH=HK+  arco  DA' , ponendo 

D 11=  x , llM=y  , Arco  Dà'=>  Arc.cos(a — x)  = z , 

sarò 

y=\// fax — x2+3 , e dysad.V / fax—  a)a+d.Arc.cos(a — x)=— — --- 

V'fax—x' 


Dopo  ciò  avendosi  con  una  prima  integrazione  per  parti 

wj'y%dx=irytx — firfxydx,  (I) 

quest’  ultimo  integrale  colla  sostituzione  de’  valori  di  y e dy 
ci  darà 

f xydy = ax*  — -\-f dx  \/ 2 ax — òc*.z.  (2) 

«5 

« 

Per  applicare  nuovamente  l’ integrazione  per  parti  a que- 
sta formola  , occorre  sapere  l’ integrale  fdx  V fax — a2.  A 
tal  fine  basta  osservare  che  si  à identicamente 


■ (a  — x)-dx 


f dx  1/ %ax  — aa=5  * — f 

V 2 ax-t-x*  J 1/ 2 ax — x* 

e che  però  applicando  ancora  il  metodo  per  parli  all'  ultimo 

integrale , che  si  pnò  scrivere  sotto  la  forma  /*  (a—x). 

J V' 2 ax — x* 

trovasi  l’equazione 

fdx V' fax — x*=nf—-  adx  • — (a — x)l/ fax — x-—fdx\/ fax — x* , 
**  v 2ax — x* 

la  quale  , per  essere  (».  420)  f -a<ìx — =Arc.cos(fl— x)^a, 

■■  " V 2<ix — x* 

dà  subito 

fdx V*  fax — x*  = ~ — V' fax  —"ài* . 

Ciò  posto,  applicando  il  metodo  per  parli  all’ integrale  con- 
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tenuto  nell'  equazione  (2) , da  principio  si  trova 
JdxV'ìax— o^.z=~—  - |(« — x) V iax — x*+^f[a — x)dzV/ ìax — j.  *; 
ma  ritornando  poscia  a dz  il  corrispondente  valore  in  x , si  à 
f{a  — x)dz  \/ 2«.r — x*  =fa(a  — x)dx  = o?x  — : 

dunque  sarà 

fdx \/ 2ax—x*.z=^-  — | (a — ,r)l/ 2<r.r— x*-\- ^ (2 ax—x?)  , 

e quindi  ritornando  successivamente  all’ equazioni  (2)  ed  (1), 
e sostituendo  per  z il  suo  valore  in  x ed  y tratto  dall’ equa- 
zione della  cicloide , avremo 

fxydy=  ^ ay'  + ~ a3*-f  i (2a— m)(2o® —yV 2 ax  - a?) , 

e finalmente 

•xj*  y'dx—'X |j|(2aj — a)y*~  (2a— x)(2aoc—  yV' 2ax— ®*)^J  , 

a motivo  che  questa  forinola  si  annulla  con  x.  ' 

Così  per  esempio , facendo  x—%a  ed  in  conseguenza  ty=ra , 
il  volume  dell’  intero  solido  generato  per  la  rotazione  della 
cicloide  intorno  al  suo  asse  di  figura  , risulta  espresso  da 

g (9**  — 16)a*  = asx38,13183... 

*555.  Daremo  ancora  un  altro  esempio  relativo  a curve 
trascendenti , supponendo  che  lo  spazio  BFMQ  ( Rg.  40)  , in 
cui  BFM. . . è la  curva  espressa  ( n.  301  ) dall'  equazione 
y = c~x* , roti  attorno  l’asse  OY.  L’elemento  del  solido  che 
ne  risulta  , considerato  come  funzione  di  y , sarà  ( n.  231  ) 
dv  — — xx'dy  ; ma  l’equazione  della  curva  , passando  come 
suol  dirsi  dai  numeri  ai  logaritmi  , dà  — x*  = ly:  dunque 
avremo  dv  = xly.dy  , e quindi  colla  integrazione  per  parti , 
v=-ie(yly—‘y)4mC;  ma  pel  solido  richiesto  l’integrale  dee 
cominciare  da  y — 1 , dunque  sarà 

v—«{yly—y+ 1). 

Questa  forinola  si  riduce  ( n.  149)  a x quando  y = 0 , 
Gale.  Int.  58 
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ma  allora  la  M(J  coincidendo  coll'  asintoto  OX  , il  solido 
generato  dallo  spazio  BMV . . . XOB  si  estende  all’ infinito  in 
lunghezza  e larghezza  ; dunque  ciò  non  ostante  il  suo  volume 
sarà  finito:  paradosso  analogo  a quelli  osservati  nei  n.*  510 , 
522  , ed  altri. 

* 556.  Quando  una  linea  piana  HU. . . VK  ( fig.  29  ) con- 
tinua o discontinua  , si  suppone  rotare  intorno  ad  un  asse 
OX  posto  nel  suo  piano  e preso  per  asse  delle  od  , la  misu- 
ra del  solido  generato  da  uno  spazio  come  CDNM  dipende 
( n.  227  ) dalla  integrazione  della  formala  — y])dw  ; e 
se  quella  linea  è discontinua  e chiude  uno  spazio  non  in- 
tersegato  dall'  asse  di  rotazione , si  deve  procedere  in  modo 
analogo  a quello  dichiarato  nel  n.°  545.  Quindi  nel  caso  di 
un  perimetro  come  M0MlMiXIm  ( fìg . 74)  che  chiude  spazio 
e si  rivolge  intorno  ad  OX , il  volume  ilei  solido  generato 
eia  questo  spazio  verrà  espresso  dall'  integrale  definito 


dove  x0  cd  Xa,  rappresentano  il  più  piccolo  valore  OP0  ed  il 
più  gran  valore  OP&  dell’  ascissa  x ; ed  y,  , y*  sono  i va- 
lori delle  ordinate  PM , , PM%  dello  due  linee  M0M,M » , 
MoM.Mv  , relativi  ad  una  medesima  ascissa  x. 

* 557.  Così  per  esempio  il  cerchio  espresso  dall' equazio- 
ne <r’  + (i/— ■/<)’  = r\  dà  per  y,  e y,  : 

y,  = R — V r*  — x*  , yte=  U -j- r* — x*. 

Quindi  yl  — y‘  = iR\/ r* — x ‘ , ed  in  conseguenza  si  à 
per  l’ intero  audio  sferico  generato  da  esso  cerchio  , 

r=27r /'  i/Ji/ccl/r* — xl~HitR  Pr  dsV' r* — x*=‘ì ir’r'R  , 

J O ./  0 

cioè  irr' • ZvR , in  virtù  della  formola  data  nel  n.°  421. 

Se  poi  si  considera  il  solido  generato  dalla  figura  mistilinea 
P0MJUtAlt,PmP0  , (fìg- 7 4),  si  avrà  pel  volume  di  esso: 

= ir  r(^r  fi+6  W*) . (a) 


(a)  Quest*  forraol*  dà  il  volume  del  toro  adoperalo  nei  varii  Ordini 
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558.  Supponiamo  ora  che  il  solido  a misurare  , senza  es- 
sere di  rotazione  abbia  come  quelli  che  lo  sono  la  proprietà , 
che  l’area  della  sezione  prodotta  in  esso  da  un  piano  per- 
pendicolare a qualche  retta  , venga  espressa  da  una  l'un- 
zione cognita  della  distanza  di  colai  piano  da  un  punto  fisso 
della  retta.  È chiaro  che  prosa  questa  retta  come  asse  delle  x 
contate  dal  punto  fisso  , e detta  f(x)  quella  funzione , sarà 
dxf{x)  il  volume  della  falda  elementare  del  solido  , racchiusa 
tra  le  sezioni  corrispondenti  ad  x e x + dx.  Il  perchè , se 
i limiti  del  solido  nel  senso  delle  x sieno  due  piani  amen- 
due  perpendicolari  all’  asso  , il  suo  volume  avrà  per  espres- 
sione l’ integrale  definito 

r*dxf(x)  , 

*7 

dinotando  x0  e x»>  i valori  di  x corrispondenti  ai  piani  limili. 

539.  Sia  per  esempio  l’ ellissoide  , espressa  dalla  solita 
equazione 


e rappresentata  per  ottavo  nella  figura  81.  Il  piano  QPR 
perpendicolare  all’  asse  delle  x , e distante  dal  piano  YOZ 
per  OP  = x , vi  produrrà  la  sezione  ellittica  QMR  , e i 
semiassi  PQ  e PR  di  questa  , desunti  dall’  equazioni  delle 
sezioni  principali  AQB  ed  ARC  verranno  espressi  in  x da 

U/?  — x'  e /a’ — x%.  Dunque  l’area  del  quadrante  el- 
littico MQPR  sarà  (n.  518)  quanto  ^7(0" — ®*)  ; e però  il 
volume  dell’ intera  ellissoide  avente  per  semiassi  a,b  ,c , verrà 
dato  dalla  forinola  -~rT  («* — x*)dx=-  irabc  , di  cui  son 


di  Arcbitettnra , allorché  fra  r ci  R si  stabiliscono  le  relazioni  volute 
dalla  natura  di  tali  Ordini  ; e in  questo  modo  , adottando  le  relazioni 
del  Vigno  li , il  detto  volume  trovasi  essere 

per  F Ordine  toscano r‘X  256,49926 . . . 

per  l’Ordine  dorico r*x  431,63999... 

per  l’Ordine  jonico r»x  507,60092. . . 

pel  toro  superiore  dell’Ordine  corintie.. . . r’Xl282, 33897.  . . 

pel  toro  inferiore  dell’  Ordine  stesso r'x  948,64049. . • 
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casi  particolari  quelle  che  esprimono  l' ellissoide  di  rotazione, 
e la  sfera,  (a) 

* Col  medesimo  principio  stabilito  nel  n.°  precedente  fa- 
remo ancora  la  ricerca  ( meno  per  altro  importante  ) del  vo- 
lume dell'  ugna  cilindrica , indicata  per  metà  da  AQKHLA 
( fig.  78  ) , e considerata  in  quanto  alla  superficie  curva  nel 
n.°  540.  E servendoci  ancora  degli  assi  coordinati  Ax,  Ay,  Az 
divideremo  l’ugna  in  falde  elementari  con  piani  perpendico- 
lari ad  Ax  ; poiché  questi  producendo  nell’ ugna  sezioni  ret- 
tangolari , la  parte  compresa  fra  i due  condotti  pei  punti  P 
e p,  infinitamente  vicini  fra  loro,  sarà  un  elemento  che  à per 
base  il  rettangolo  PQMN  prodotto  dal  primo  piano , e per 
altezza  Pp  ; e potendosi  riguardare  come  un  parallelepipedo 
( perchè  il  rettangolo  che  produrrebbe  il  piano  menato  perp 
diireriscc  infinitamente  poco  dal  primo  ) avrà  per  misura  yzdx 
quando  si  suppongano  AP  — x , PQ  — y , QM  = z.  Ma  po- 
nendo inoltre  AH  —a  , AL  = c , AB  = 2r  , e chiamando  r 
il  volume  della  suddetta  mezza  ugna , si  anno  per  equazioni 
«lei  cerchio  ADB  c del  piano  KIÌL 

y*  — 2 rx  — x*  ed  - -f-  - = \ , 

J a ' c 

dalle  quali  si  desumono 

y—  1/  2 rx  — x * e z = c-(a  — x)  : 
dunque  avremo 

dv  = yzdx  = - (a  — jr)l / 2 rx  — xm,dx  , 


(a)  Analogamente  alla  nota  del  n.’  551  osserveremo  qui  che  per 

mezzo  dell’  integrale  preso  fra  i limiti  zed  a,  c della  forinola  ^ *abc  si 

può  desumere  : che  il  segmento  ellissoidico  ad  una  base  , rappresentato 
in  quarta  parte  da  PQliA  , pareggia  la  metà  del  cilindro  di  egual 
base  ed  altezza  , insieme  con  una  intera  ellissoide  simile  alla  proposta, 
ed  avente  1’  altezza  stessa  del  segmento  per  asse  otnologo  a quello  cui 
è perpendicolare  la  di  lui  base.  E più  generalmente  : che  il  segmento 
a due  basi  , parallele  e perpendicolari  ad  uno  dei  tre  assi  principali  di 
una  ellissoide  non  di  rotazione  , eguaglia  il  prodotto  della  semi-somma 
delle  basi  per  l'altezza  , insieme  pure  con  una  ellissoide  simile  ed  avente 
l’ altezza  del  segmento  per  asse  omologo  a quello  cui  sono  perpendico- 
lari le  di  lui  basi. 
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e quindi 

v = C-J*  a(a — x)dx  \/  trx  — x* . 

Ora  essendo  identicamente 

f(a — x)dxV' %rx — af*=(a — r]fdxV  2rx — x%-\-f(r — x)dxV>2  rx — xm 

avremo  il  primo  di  questi  due  integrali  cambiando  b in  r in 

quello  di  dxV  2 bx — x * scritto  nel  n.°  422,  ed  avremo  il  se- 
condo giovandoci  dell’  equazione  y*  = 2rx  — xa , per  virtù 
della  quale  essendo  ydy  = (r  — x)dx , il  medesimo  si  cangia 
nel  monomio  y*dy  , e quindi  à per  integrale 

■fi/5  , o tornando  alla  variabile  x , r(2nr — x*)* . 

Dopo  ciò , moltiplicando  la  somma  di  amendue  gl’  integrali 
c 

per  - possiamo  scrivere 

r=^ £(«— 2rx — re . sen^-^-f-f  ( 2rcc — as*)*jj  • 

c 

Questa  formola  riducesi  a - - r*(r — à)  quando  x=o  ; quando 
poi  x=u  diviene , fatte  le  riduzioni  , 

^[(«— — a*  + ~r\a—r) arc.sen^^  ; 

e però  sottraendo  un  valore  dall’  altro  , o raddoppiando  il 
residuo  avremo  per  l’ intera  ugna  cilindrica  , avente  per  frec- 
cia di  sua  base  , a ; per  raggio  della  stessa  base  , r ; c per 
altezza  o maggior  lato , c , la  formola 

£(«’ — 2f(r-f-3r*)l/ 2ar — a*+3ra(n — r)^+arcsen  - — • 

Questo  risultamento  diviene  ^ bt*  quando  a = 2r  , dal 

che  si  desume  ( come  si  potea  prevedere  ) che  l’ ugna  di  base 
circolare  à per  misura  il  prodotto  della  base  per  la  metà 
dell'altezza.  Notevolissimo  poi  è il  caso  in  cui  a—r  ; poiché 

la  delta  formola  riduccudosi  a ~ ir*  = \ 2/-* , ne  consegue 
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che  1’  ugna  di  base  semicircolare  sia  cubabile  , ed  abbia 
per  misura  il  prodotto  del  quadrato  del  raggio  della  base  ( o 
del  cilindro  ) per  due  terzi  dell’  altezza  ; o pure  il  prodotto 
del  rettangolo  circoscrittibile  alla  base  pel  terzo  dell’ altezza,  (a) 
* Per  dare  un  altro  esempio  dello  stesso  genere  , ma 
che  dipende  dalle  funzioni  ellittiche , torneremo  ai  cilindri 
retti  ( fìg . 72)  espressi  ( n.  541)  dall’ equazioni 

(1)  x'  + z'=>C%  , ed  y'  + z'=c\  (2) 

e cercheremo  la  misura  del  solido  AOBB'MDcQBOA. 

La  sezione  prodotta  in  questo  solido  dal  piano  PRQ  pa- 
rallelo a quello  dello  ocy  , e distante  da  esso  per  la  OR=z, 
6 il  rettangolo  PRQM , i cui  lati  RP  ed  RQ  sono  la  a;  e 
la  y corrispondenti  alla  z , e quindi  per  virtù  dell-  equa- 
zioni (1)  e (2)  vengono  espressi  in  z dai  radicali  V’c* — z* 
e V' c* — z*.  Dunque  la  falda  elementare  del  solido  proposto 

sarà  — z*.l / C*  — z*  , e il  volume  di  questo  solido 

verrà  espresso  dall’  integrale  definito 


Or  non  potendo  z sorpassare  la  retta  Oc  = c , sarà  le- 
cito supporre  z=csen$  , di  che  risultando  dz±=cd$cosy  , 

ed  ai  limiti  0 c c di  z corrispondendo  i limili  0 e ^ di  $ , 

il  solido  in  parola  tornerà  espresso  in  $ dall’  integrale 

< r 

c'cC  dy  cos*  1 —7*  sen*  9 , dove  7*  tiene  le  veci  di  4^- 


(a)  Questo  solido  presenta  la  singolarità  di  avere  insieme  cultabile 
il  volume  e quadrabile  la  superficie  curva  , che  nel  n.°  540  si  trovò 
eguale  al  prodotto  del  diametro  della  base  per  1’  altezza.  E qualora  s° 
ne  volesse  uno  vieppiù  singolare  perchè  fornito  ad  un  tempo  delle  tre 
condizioni  : di  avere  , cioè  , cubabile  il  volume  , quadrabili  le  facce  pian0 
non  meno  die  curve  , e rettificabili  gli  * pigoli  , sarebbe  tale  ogni  ci" 
lindro  avente  per  base  perpendicolare  ai  lati  una  figura  terminata  da 
archi  di  parabole  rettificabili,  combinati  0 no  con  linee  rette;  avendo 
dimostrato  nel  n.°  517  che  tutte  le  parabole  sieno  quadrabili. 
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Per  ottenerlo  sotto  forma  da  potersi  valutare  collo  Tavole 
ellittiche  , dinotiamo  il  radicale  con  R , o supponiamo 

fRd<Sf  cos*$  = .4sen 9 cosi?.  R-\-BfRd<$  + Cf^~  , 

dove  A , B , C esprimano  costanti  ignote  , e da  trovarsi  in 
modo  che  la  supposta  equazione  sia  identica. 

Da  prima , differenziando  e dividendo  per  di?  , si  ottiene 

R cos*  9 =.<4  (cos*  9 — sen*  9)  R — Ay%  sen  °^0s  1 _j_  gfi  4.  £ ; 


indi  , liberando  da  rotti  e sostituendo  ad  /<*  il  suo  valore  , 
si  trova  cos*9(l — 7asen*q>)  = 

.4(cos*9-sen19)(1-y*sen*9)-.4r*sen,9cos“9-f-.B(l-y*sen,9}-f-C , 
e finalmente  scrivendo  \ — sen*9  in  vece  di  cos*9 , ed  egua- 
gliando parlitamente  fra  loro  i termini  costanti  dei  due  mem- 
bri, quelli  moltiplicati  per  sen*9,  e quelli  moltiplicati  per  sen4?, 
nascono  1’  equazioni 


A + B+C=\  , 2,4(i+y*)  + flya=4+y*  , 3,4* 
per  la  risoluzione  delle  quali  si  ottiene 


’3’*  = 


i+y* 

3y* 


Tornando  dunque  alla  supposta  equazione  identica  , essa  di- 
verrà tale  realmente  colla  sostituzione  di  questi  valori  di 
A , B , e C;  onde  avremo 


J ' Rd9cos*9=^lfsen9cos9-f  — ^r/^- 

li  primo  termine  di  questa  forinola  si  annulla  per  amen- 
due  i limiti  dell'  integrale  di  cui  si  tratta  , e gl’  integrali 
contenuti  negli  altri  due  termini  , presi  tra  gli  stessi  limiti 
si  cangiano  nei  trascendenti  ellittici  e completi  di  4*  e di  2* 
specie:  dunque  adoperando  i simboli  in  uso  ( n.  474  ) per 
questi  trascendenti  , moltiplicando  il  tutto  per  c'C  , e resti- 
tuendo a v*  il  suo  valore  , il  volume  del  solido  richiesto 
verrà  espresso  da 

1c[(C-+C-)b(|)-(C-_c-)f(0].  (a)  . 


(a)  Il  doppio  della  differenza  tra  questo  volume  e quello  del  cilir*- 
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iiGO.  La  .soluzione  generale  del  problema  delle  cuba  ture 
esige  1’  uso  dalla  Corniola  di  2.°  ordine 

</*K 

— dxdy  = zdxdy  = f(x  , y)dxdy  , 

ritrovala  nel  n.®  366  , e questa  in  modo  affatto  simile  al 
dichiarato  nei  n.'  5 42  , 543  e 544  dà  pel  solido  in  forma 
di  cilindroide  , avente  per  base  lo  spazio  HKL  ( fìg.  59  ) , 
e per  faccia  opposta  quella  parte  della  superficie  z=*f(x,y) 
clic  vien  projettata  in  detto  spazio  , 1’  uno  o l'altro  integrale 
definito 

• »>  =J2"  ■ »)  • 

dove  x0  , x*, , yt  , yt  , ed  y0  , y»  , oct  , <r,  hanno  i mede- 
simi significati  che  nei  n.!  543  e 544. 

*561.  11  caso  pii»  semplice  per  rapportò  alla  superficie 
s — f(x  , y) , è quando  questa  superficie  è piana  , cioè  a 
dire  quando  s = «x  + j3y  -f-  c ; ma  siccome  senza  fissar 
nulla  circa  la  figura  HKL  non  se  ne  potrebbe  desumere 
alcun  che  di  utile  , sarà  meglio  limitarci  al  caso  che  la 
detta  figura  sia  dotata  di  ceutro , per  dimostrare  che  ne 
sarà  parimente  dotata  la  faccia  opposta  , e per  trovare  in 
tal  caso  la  misura  del  tronco  cilindrico  obliquo  , indipen- 
dentemente dal  Calcolo  integrale  , e più  generalmente  che 
non  si  fece  nel  n.°  539. 

Rappresenti  OX  una  perpendicolare  alla  traccia  AB  ( fìg.  82  ) 
del  piano  della  sezione  obliqua  su  quello  della  sezione  retta 
HKL  ; e supponendo  essere  AC  la  traccia  del  piano  medesimo 
sul  piano  XOZ  perpendicolare  ad  AB , si  vedrà  agevolmente 
che  ogni  retta  (mn  , m'ri)  menata  pel  punto  (c  , c')  sulla  se- 
zione obliqua , resterà  divisa  per  mezzo  in  questo  punto , se 
parimente  si  supponga  divisa  la  mn  in  c.  Tal  sezione  avrà 
dunque  per  centro  il  punto  (c  , c‘). 

Inoltre,  supponendo  mm"=vn' , ed  n'n"  ==  gm  , la  ret- 
ta m"n"  sarà  la  traccia  verticale  di  un  piano  parallelo  e 


dro  retto  avente  per  base  il  quadrante  BOc  e per  lato  AO , esprime  il 
vano  delle  lunette  scolpite  a squadro  nelle  Volte  a botte  : quali  si  os- 
servano nelle  navate  di  alcune  Chiese. 
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distante  dal  piano  fìAX  pel  doppio  della  ve'  , nè  quel  piano 
varierà  praticando  una  costruzione  analoga  su  qualunque  altro 
diametro  (rs  , rV).  Dunque  un  secondo  tronco  obliquo  di 
cilindro  , in  tutto  eguale  al  proposto  , emergerà  dal  prolun- 
gamento di  questo  sino  al  piano  indicato  dalla  m"n"  ; ma  la 
solidità  del  cilindro  terminalo  dai  piaui  li. IX  ed  m"n"  è al 
certo  misurata  dal  prodotto  dell’area  llh'L  per  la  retta  yc"  : 
quella  dunque  del  tronco  in  quistione  lo  sarà  dal  prodotto 
dell’area  stessa  per  la  retta  cy , di  che  si  desume  che  la 
solidità  di  un  tronco  cilindrico , le  cui  basi  abbiati  centro  , si 
può  avere  moltiplicando  la  sezione  retta  del  cilindro  iter  la 
congiungente  dei  centri  delle  basi  ; il  quale  enunciato  , se  ben 
si  rifletta  , sussiste  ancora  quando  niuna  dello  basi  è per- 
pendicolare ai  lati  del  cilindro  , come  quaudo  le  basi  vengono 
indicate  dai  piani  m'ti  e g'v'  , bastando  solo  che  esse  non 
s’ in  tersegli  ino.  (a) 

562.  Per  dare  intanto  un  esempio  facile  del  caso  in  cui 
la  doppia  integrazione  sombra  necessaria  , supporremo  che 
I’  equazione  generale  z = f(pc  , y)  divenga 

s — C + xx  -+•  Py+~  . 

esprimendo  così  una  paraboloide  iperbolica.  Si  ha  in  tal  caso 

fdxfdyf(x  , y)  =fdxf  (c  + **  + Py  +‘7)  dy  , 

e integrando  rispetto  ad  y trovasi 

f (c  + «r  + % + dy  - (C  + *x)y  + (fi  + j ’ 

Or  se  nel  senso  delle  y supponiamo  che  il  solido  si  estenda 
da  y = 0 ad  y = b , cioè  a dire  che  i limiti  della  faccia 
curva  siano  le  linee  precettate  in  OA  (fiy.  83  ) , e in  BC  pa- 
rallela ad  OA  e distante  da  essa  ger  b , le  yt  c y , della 


(a)  Questo  teorema  riceve  una  maggiore  estensione  in  Meccanica , 
dove  si  dimostra  che  ai  centri  di  figura  delle  basi  possano  sostituirsi 
(quando  non  v’ à tali  centri)  due  altri  punti  notevolissimi,  detti  gen- 
iti di  gravità  dette  basi  medesime. 

Cale.  Ini.  ' 59 
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forinola  generale  ( n.  560  ) corrisponderanno  a 0 e b . e sarà 

+ *® 4- + f)J‘ 

Dopo  ciò  , effettuando  la  seconda  integrazione , si  avrà 

yi  £c+  ** + + *)]  dx = bx  [c+* f , 

e supponendo  del  pari  che  il  solido  si  estenda  nel  senso 
delle  x da  x = 0 ad  x = OA  = a , talché  la  faccia  curva 
abbia  per  gli  altri  suoi  limiti  le  linee  projettale  nella  OY , 
e nella  AC  parallela  ad  OY  e distante  da  essa  per  a , sarà 

f\  [c+».t  + ^{(3+ 7)]* =«f’(c+»5+4  + £)- 

Ora  in  virtù  dell’  equazione  alia  superficie  , abbiamo  da 
una  parte  che  le  linee  proiettate  in  OA  , AC , CB  , BO  so- 
no delle  rette  indicate  nella  figura  da  O'A'  , A'C' , C'B'  , B'O'  ; 
e da  un’  altra  parte  abbiamo  che  il  fattore  compreso  nella 
parentesi  del  risultato  definitivo  equivale  ad  un  quarto  della 
somma  delle  altezze  AA'  , BB' , CC' , 00'  ; poiché  da  quella 
equazione  si  desume 

AA'  = C + on  , BB'  = C + pb  , 

£C'  = C + m + /3Ò  + j , 00'  = C , 

e quindi 

AA'  -f-  BB'  4-  CC1  + 00' „ , «a  , fib  , ab 

4 — 2 T i ± 4c  : 

dunque  il  volume  del  prismoide  retto  avente  per  base  un  ret- 
tangolo , e per  faccia  opposta  una  parte  di  paraboloide  iper- 
bolica terminata  da  un  quadrilatero  storto  , è un  quarto  del 
prodotto  della  base  per  la  somma  dei  quattro  spigoli  ad  essa 
perpendicolari:  teorema  notevolissimo  e affatto  simile  a quello 
che  negli  elementi  di  Geometria  si  stabilisce  per  la  misura 
del  tronco  di  un  prisma  retto  a base  triangolare,  (a) 


(a)  Il  solido  qui  considerato  è uno  di  quelli  che  in  talune  opere  da 
Costruzione  si  riferiscono  ai  tagliamenti  e riempimenti  di  terre  ; e la 
misura  di  essi , indipendente  dal  Metodo  integrale , può  leggersi  nel 
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*563.  Applicando  la  forinola  generale  delle  cubature  al 
solido  di  rotazione  consideralo  nel  n.°  555  , si  arriva  ad  una 
conseguenza  sin  qui  non  ocoorsa  giammai , e perciò  degnis- 
sima di  attenzione. 

L’ equazione  in  x , y , e z della  superficie  curva  appar- 
tenente a colai  solido  colle  regole  stabilite  nel  n.°  370  tro- 
vasi essere  z * e-**-»'  ; dunque  la  forinola  delle  cubature 
darà 


ffzdxdy  = ff  e'-**-?*  doody  — fu~*'  dyf  e~x*  dx  , 

ed  è chiaro  che  ad  avere  il  quarto  del  solido  , generato 
dallo  spazio  infinitamente  lungo  BMU...XOB  ( fig.  84)  , 
e projetlato  nello  spazio  angolare  infinito  XOY , bisognerebbe 
integrare  er^'dx  da  x^O  ad  x—<x>  , e detto  .4  il  risultato 
bisognerebbe  integrar  ptfnmente  Aer~**dy  da  j/=0  ad  y—  oo  ; 
ma  essendo  A indipendente  da  y , non  è dubbio  che  il  se- 
condo integrale  sia  A * : dunque  il  quarto  del  solido  in  pa- 
rola sarà  A* , ossia  ^ vr~x' dx^  . Ma  dal  citato  n.°  555 
abbiamo  cho  un  tal  solido  è rappresentato  da  n , dunque 


c /rv“‘fa,y ■ % • ° 


00  X»  ; ^ " 


nostro  Trattato  sulla  misura  delle  Volte , pubblicato  nel  1833.  Coloro 
i quali  amano  le  applicazioni  geometriche  del  Calcolo  sublime  , trove- 
ranno bene  di  che  soddisfarsi  nel  citato  libro , mediante  un  gran  nu- 
mero di  escmpii  svariatissimi , e che  non  mancano  di  utilità. 

Il  solido  stesso  di  cui  è parola  presenta  la  singolarità  di  esser  cu- 
babile,  quantunque  una  delle  sue  facce  sia  una  superGcie  curva  , a 
simiglianza  dell’  ugna  o spicchio  cilindrico  di  base  semicircolare  , con- 
siderato nel  n.°  539.  La  detta  faccia  però  non  è altrimenti  quatlrabile 
( come  quella  del  mentovato  spicchio  ) , e la  misura  di  essa , preceduta 
da  osserrazioni  sulla  imjtorlanza  geometrica  ed  artistica  delle  porzioni 
di  paraboloide  iperbolica  , terminate  da  quattro  rette  costituisce  il  sog- 
getto di  una  nostra  Memoria  inserita  nel  VI.0  volume  degli  Atti  della 
nostra  R.  Accademia  delle  Scienze  per  l’anno  1811. 

Inoltre  , non  essendo  ancora  { per  quanto  io  sappia  ) conosciuta  qual 
sia  la  minima  superficie  curva  e continua  terminata  da  un  quadrilatero 
storto  ( non  ostante  l’ altezza  cui  toccano  al  presente  la  Geometria  c 
l’Analisi),  in  un’altra  Memoria  inserita  nel  l.°  volume  della  nuova 
serie  dei  medesimi  Atti , per  l’ anno  1832 , si  leggono  le  nostre  con- 
getture tendenti  a provare  che  la  richiesta  minima  superficie  sia  ap- 
punto quella  della  paraboloide  iperbolica  determinata  dal  quadrilatero. 
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Or  in  questa  conclusione  vi  ha  di  singolare  l essersi  valutato 
un  integrale  definito  senza  dipendere  , anzi  senza  neppur 
conoscere  l’ integrale  indefinito  : il  che  accenna  ai  lauti  mezzi 
escogitati  jn  quest’  ultimi  tempi  dai  geometri , per  la  ricerca 
dei  primi  integrali  indipendentemente  dai  secondi. 

* 564.  Se  per  facilitare  le  integrazioni  convenisse  preferire 
la  forinola  in  coordinate  polari  ( n.  367  ) 

d*V  1 

■ dfjdv—  r3  sentì  db  tls  , 
dOd’o  J 

si  sostituirebbe  primamente  ad  r il  valore  in  6 ed  a> , cavato 
dall’  equazione  della  superficie  curva  che  termina  il  solido  , 
e passando  in  seguito  alle  integrazioni  , i limiti  di  queste  sa- 
rebbero differenti  secondo  che  il  pplo  5 un  punto  interiore 
od  esteriore  al  solido. 

Quando  il  polo  è un  punto  interiore  al  solido  , se  prima 
s'integri  rispetto  a 0 , e tra  i limiti  0 e -ir,  nascerà  il  vo- 
lume dello  spicchio  compreso  fra  i piani  menati  per  la  retta 
fissa  07  ( fìtj.  60  ) , e corrispondenti  agli  angoli  x ed  ® + tisi, 
c l’ espressione  analitica  di  questo  spicchio  elementare  sarà 

— dm/  r3 sonfl  <10.  . 

O t/  O 


Il  perchè  integrando  poscia  il  risultato  rispetto  ad  s , e fra  i 
limiti  0 c 2ir  ,*cioè  a dire  sommando  tutti  i mentovati  spic- 
chi , posti  intorno-intorno  alla  retta  07. , si  avrà  il  volume 
dell’  intero  solido  , che  nel  dichiarato  modo  può  indicarsi 
coll’  integrale  doppio  e debilito 


sen6  dO . 


Se  altri  integrasse  prima  rispetto  ad  tra  i limiti  0 e 2?r, 
otterrebbe  una  làida  del  solido  , in  forma  d’ imbuto  , intercetta 
alle  due  superficie  coniche  aventi  per  asse  comune  OZ , e 
per  angoli  tra  quest'asse  e i lati,  0 e 6 -)-  dO.  Questa  falda 
elementare  verrei)}*'  espressa  da 


^ dO senO  /^2  r3.ls  , 

3 t/  o 


c più  semplicemente  da 


?cr3scn0.(/6 

u 


quando  il  solido  fosse 
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(V.  lutazione  , essendo  allora  r (unzione  (Iella  sola  0 , in  vir- 
tù dei  n.‘  369  c 114  ; onde  integrando  poi  rispetto  a 6 , fra 
i limiti  0 e r , si  tornerebbe  ad  avere  lutto  il  solido  nella 
somma  di  tutte  le  falde  consimili  aU'anzidetta.  In  quest’ altro 
modo  il  solido  può  nei  due  casi  indicarsi  con  i due  integrali 

sen0^'  rzdat>  , | sen0  d0 . 

* 565.  Per  dichiarare  il  caso  del  polo  esteriore  al  solido 
notiamo  anticipatamente  che  quando  le  coordinare  r , 0 , a si 
suppongono  appartenere  ad  un  punto  interno  dei  solido  a mi- 
surare, l'elemento  di  questo  può  supporsi  infinitamente  piccolo 
anche  nel  senso  delle  r , c viene  allora  espresso  da 

— — — tir  dù  dai  = r*  sen0  dr  dQ  da>.  (a  ) 

drdOdv  v 

Or  con  questa  forinola  si  dà  al  problema  delle  cubature  una 
soluzione  più  generale,  poiché  applicabile  a qualunque  posi- 
zione del  polo  rispetto  al  solido.  Nel  tempo  stesso  però  i li- 
miti delle  integrazioni  sono  generalmente  più  complicati. 

Dinotiamo  con  r,  e r»  due  funzioni  date  di  0 ed  ai , con 
0,  e 0,  due  funzioni  parimente  date  di  ® , e in  fine  con 
x,  cd  x,  due  angoli  dati.  Allora  la  forinola  precedente  , in- 
tegrata da  principio  rispetto  ad  r da  r = i\  ad  r = r,  , 
indi  rispetto  a 0 da  0,  sino  a 0,,  e finalmente  rispetto  ad  a> 
da  <e  = *,  ad  <E  = *a  ; darà  il  solido  compreso  da  una  parte 
fra  le  superficie  aventi  per  equazioni  r = r,  ed  r = t\  , da 
un  altra  parte  fra  le  superficie  coniche  (b)  aventi  per  asse 


(a)  In  egual  modo  , f elemento  di  2.’  ordine  di  una  superficie  pia- 
na riferita  ad  assi  rettangolari  sarebbe  dxdy  e quello  di  3.°  ordine 
di  un  solido  riferito  parimente  ad  assi  rettangolari  sarebbe  dxdydz , 
quando  ,r , y nel  primo  caso  , ed  x , y , z nel  secondo  appartenessero 
ad  un  punto  interno  all'  area  della  superficie  , od  al  solido.  G laddove 
quella  superficie  piana  fosse  riferita  a coordinate  polari,  sarebbe rdrd»' 
i’  elemento  di  2.°  ordine  di  essa  , quando  r ed  « si  prendessero  per 
eoordinate  di  un  punto  interno  alla  medesima. 

(li)  Tali  può  dirsi  che  siano  i significati  geometrici  dell*  equazioni 
b—r*l,  e 0 = 9j,  perchè  la  superficie  conica  imiliippante  il  solido 
avendo  il  suo  vertice  nel  polo , la  sua  equazione  in  x , y , ; sarebbe 
omogenea  ( n.  369)  rispetto  a queste  coordinate,  la  cui  origine  suppo- 
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comune  la  retta  OZ , per  comun  vertice  il  polo , e per  equa- 
zioni 0 = 0f  e 0 = 09  ; e finalmente  tra  due  piani  condotti 
per  quell'  asse , e inclinati  al  piano  fìsso  7.0  X sotto  gli  an- 
goli ed  Allora  dunque  il  solido  verrà  espresso  dall’  in- 
tegrale triplo  e definito 

/***  das  C *(/0sen0  /*r*rVr. 

«/  *i  1/  1/  rl 

Nel  caso  in  parola  , se  la  superficie  chp  racchiude  il  so- 
lido è continua  e convessa  , per  ogni  sistema  di  valori  di  0 
ed  <»  il  raggio  vettore  r avrà  generalmente  due  valori  reali 
esprimenti  r,  ed  r,  , i quali  perciò  si  desumeranno  dall’e- 
quazione i ?(r  , 0 , ffl)  = 0 della  superficie.  Inoltre  , l’equazione 
della  superfìcie  conica  , inviluppante  il  solido  , ed  avente 
per  vertice  il  polo  , la  quale  può  indicarsi  con  4(0  , ®)  = 0 , 
per  ogni  valore  di  m ne  darà  , generalmente  parlando  , due 
reali  di  0 , che  saranno  quelli  indicati  da  6,  e 0,.  E final- 
mente , supponendo  menati  per  l’ asse  fisso  ( e sottinteso  al- 
tresì esteriore  al  solido  ) due  piani  tangenti  a questo  solido, 
le  loro  inclinazioni  al  piano  fisso  daranno  gli  angoli  indicati 
da  *,  e 

*566.  Osservazioni  analoghe  alle  precedenti  si  appliche- 
rebbero alla  forinola 


— — = r*  sen  0 . dbda> 
dOdv 

ritrovata  pure  nel  n.°  367  per  le  porzioni  della  superficie 
sferica  di  raggio  r , ma  noi  ci  contenteremo  notare  che  per 
qualunque  superfìcie  di  rotazione  riferita  a coordinate  polari  , 
il  cui  polo  si  trovi  nell’  asse , e l’ angolo  0 sia  riferito  a 
quest’asse  , l’elemento  di  l.°  ordine  , compreso  fra  due  pa- 
ralleli infinitamente  vicini , venga  espresso  dalla  formolo 

db  =*  2irr  sen0 . \/ tir * -J-  r*  db'  ; 
do  1 ' 


niamtt  essere  nello  stesso  punto  ; il  perchè  , sostituendo  ad  x ,y,  z i 
loro  valori  in  r , 8 e *,  Scritti  nel  n.°  114  , la  r andrà  via,  e re- 
steranno due  equazioni  fra  0 ed  ®. 
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e 1'  elemento  di  2.°  ordine , terminato  da  due  paralleli  e da 
due  meridiani , infinitamente  vicini  tra  loro  sì  gli  uni  che 
gli  altri , torni  espresso  dalla  formola 

. dOrf®  ==  r sen0.  d®  + r*rf0*. 

dòa/o 

La  prima  di  queste  forinole  nasce  immediatamente  dall'al- 
tra ini  coordinate  ordinarie  , 2i rxds , trovata  nel  n.°  224  , 
osservando  che  per  essere  qui  la  OZ  l’ asse  di  rotazione  , 
cOl’  angolo  contenuto  dal  raggio  vettore  r con  quell’  asse  , 
si  ha 

x =aM’0=r seno  , e pel  n.*  312,  ds  = l//rfr*-f-rVO*. 

L'altra  formola  poi  si  desume  dalla  prima  osservando  , 
che  il  suddetto  intero  elemento  di  primo  ordine  , sta  alla 
parte  di  esso  contenuta  fra  due  piani  inclinati  al  piano  ZOX 
sotto  gli  angoli  « ed  ® + d®  , nel  rapporto  di  2ir  a da. 

*567.  Inoltre  avendo  osservalo  nel  n.°  564  che  nello  su- 
perficie di  rotazione  riferite  a coordinate  polari , il  raggio 
vettore  r può  stimarsi  funzione  della  sola  0 , ne  viene  in 
conseguenza  che  1’  elemento  , anche  di  1.°  ordine  , della 
superficie , in  forma  di  fuso  , contenuto  fra  due  meridiani 
infinitamente  vicini , verrà  espresso  dall’  integrale  per  rapporto 
a 0 del  suddetto  differenziale  di  2.°  ordine  , cioè  dalla  formola 

^ da  = da fr  scn0  \/ dr * -f-  r* r/0*. 

(I/O 

Dunque  , se  la  superficie  torna  in  sò  stessa  , tutta  la  sua 
area  verrà  indicata  da 

2^n/0scn0|/^  + r'; 

la  zona  compresa  tra  i paralleli  corrispondenti  a due  valori 
determinati  di  6 , che  chiamiamo  ed  <x,  , verrà  espressa  da 

2,/ye^f/^  + r-  ; 

e il  fuso  contenuto  fra  due  meridiani  inclinati  1'  uno  all'altro 
sotto  P angolo  w , sarà  espresso  dall’  uno  o dall’  altro  integrale 

*y>  ^ r*  > 
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secondo  che  il  fuso  termina  in  due  punii  dell’  asse  di  rota- 
zione , o in  due  paralleli. 

*5G8.  Ciò  suppone  che  il  polo  sia  interno  o nel  concavo 
della  superficie  , poiché  quando  n è al  di  fuori  o dalla  parte 
convessa  , la  misura  di  tutta  la  superficie  o di  (ina  sua  zona 
può  esigere  la  conoscenza  dell’angolo,  che  l'asse  di  rotazione 
l'orma  colla  tangente  dal  polo  alla  curva  generatrice  della 
superficie.  E nell’uno  e nell’altro  caso,  se  quest’ angolo  am- 
mette diversi  valori  reali  , o se  ad  uno  stesso  valore  di  6 
corrispondono  diversi  valori  reali  di  r , la  quadratura  di  tutta 
o parte  la  superficie  può  esigere  clie  si  facciano  più  integra- 
zioni , per  indi  unirne  i risultati. 

Del  resto , fra  le  precedenti  espressioni  in  coordinate  po- 
lari la  più  importante  è quella  di  d3V , recata  nel  n.°  565  , 
e la  sua  importanza  si  fa  principalmente  sentire  in  alcune 
ricerche  di  Meccanica  , relative  a tutt’  altro  che  cubature  ; 
poiché  in  ordine  a quest’  ultime  é quasi  sempre  più  comodo 
1’  uso  delle  formole  espresse  in  coordinate  ordinarie. 


\ 
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* SEZIONE  TERZI 

l lleriori  dottrine  relative  alla  ricerca  e agli  usi 
degl’  integrali  definiti. 


CAPITOLO  XIH. 


Trasformazioni  degl'  integrali  definiti. 

569.  Un  integrale  definito  può  , senza  cangiar  di  valore  , 
trasformarsi  in  un  altro  di  limiti  dati  e diversi  dai  primi  , 
di  die  ò conseguenza  il  cangiamento  della  funzione  sotto- 
posta al  segno  f.  Viceversa  , può  trasformarsi  in  un  altro 
la  cui  variabile  sia  una  data  funzione  della  prima  , di  elio 
poi  conseguita  il  cangiamento  dei  limiti.  Or  queste  trasforma- 
zioni potendo  esser  utili  nella  ricerca  degl'  integrali  definiti  , 
mediante  una  scelta  di  limiti  o di  variabili  più  acconce  al-  . 
V uopo , noi  esporremo  in  questo  capitolo  i principii  dai  quali 
esse  dipendono. 

Sia J '*dxf(x ) l’ integrale  proposto,  c vogliansi  cangiare 

i limiti  a , * negli  altri  b , p,  niuno  dei  quattro  essendo  infinito. 

La  relazione  da  stabilirsi  tra  x ed  un'  altra  variabile  g 
dovrà  esser  tale  , che  dia  y=b  quando  x = a , c dia  y=P 
(piando  x=*.  Basterà  dunque  supporre  scmplicissimamentc 
x = my-\-n  , e determinare  m , n colle  riferite  condizioni  , 
«piasi  dovesse  trovarsi  1’  equazione  della  retta  che  unisce  i 
punti  («,&),(*,  (3).  Or  quelle  condizioni  dandoci 


ne  risulta 


a = mb  n , * = nifi  + ” > 

np  — xb 


■ ’1  = 


donde 


x — a , ai—  xb 

X — Il  -1 — ' 

p—bJ~  p — b 

Culo.  Ini. 


P-b  ' 

ÉL 

e dx 


p-b 

60 


•l'J- 
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Dunque  sostituendo  queste  espressioni  di  x e dx  nel  proposto 
integrale  , avremo 


570.  Quando  nei  primi  o nei  nuovi  limili  entra  l’ infinito, 
cioè  a dire  quando  per  un  valore  finito  di  x debb’  essere 
infinito  y , o viceversa  , non  si  raggiugne  lo  scopo  con  una 
equazione  della  forma  x = my  + n , la  quale  in  linguaggio 
geometrico  esprime  una  retta  ; ma  richiamando  al  pensiero 
che  in  una  curva  dotata  di  asintoto  , e che  abbia  per  asse 
delle  x una  parallela  a questo  asintoto , all’  ascissa  infinita 
corrisponde  una  ordinata  finita  , si  affaccia  subito  l’ idea  di 
stabilire  tra  x e y una  equazione  della  forma 

cm/4-  mx  + ny  — p , • (!) 

che  rappresenta  una  ipterbola  di  secondo  grado  , i cui  assi 
coordinali  sono  paralleli  ai  suoi  asintoti.  Allora  se  si  voglia 
che  i primi  limiti  sieno  a e oo  , e i nuovi  sieno  0 e I , 
avremo  a soddisfare  le  due  condizioni  ; 1.®  che  per  x = a 
sia  y = 0 ; 2.®  che  per  co  sia  y=  \.  Si  adempie  alla 
prima  con  la  sémplice  sostituzione  di  a e 0 in  vece  di  x e y 
nell' assunta  equazione  (1),  e subito  si  ha  ma—p.  (2) 
Per  soddisfare  poi  con  eguale  facilità  all’  altra  condizione  si 
risolva  l’equazione  (4)  rispetto  ad  y,  onde  aver  l'altra 


y 


n- f-x  ’ 


0 


piuttosto  .ÌJ  sa 


e da  questa  colla  sostituzione  di  1 e oo  in  vece  di  y e od  , 
emergerà 

1 = — m , (3) 

qualunque  valor  finito  si  abbia  n.  Adunque  facendo  per  sem- 
plicità n = 0 , e per  l’ equazioni  (.2)  e (3)  essendo  m=— 1 , 
e p = — a , f equazione  (1  ) diverrà 

xy — x = — a , donde  x — — — , e dx  = ■.■;*** 

* l-y’  (1  — y)* 

Sicché  per  la  sostituzione  di  questi  valori  di  x , di  dx  e dei 
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nuovi  limiti  nell’  integrale  proposto  , avremo 

/(rq)  ■ (») 

571.  Importa  notare  che  in  questa  equazione  , come  in 
tutte  quelle  che  presentano  il  segno  f o il  segno  d , non  si 
ha  diritto  di  sostituire  alle  lettere  qualunque  valor  partico- 
lare si  voglia  nell’  espressioni  soggette  ai  delti  segni  , ciò 
che  si  ha  diritto  di  fare  dopo  eseguite  le  operazioni  indicate 
da  quei  segni  ; e possono  spezialmente  indurre  in  errore  quel- 
le sostituzioni  che  cangerebbero  la  forma  della  relazione 
stabilita  fra  x e y nella  ricerca  della  equazione , come  sono 
le  sostituzioni  dello  zero  o dell’  infinito.  Quindi  niuna  mera- 
viglia che  la  precedente  equazione  sia  come  in  difetto  quando 
si  suppone  a = 0 ; ma  per  questo  caso  , partendo  ancora 
dall’  equazione  (1)  si  arriva  con  ragionamento  analogo  alla 
formola 

*)'  (C) 

572.  Inoltre  l’equazione  (B)  è più  semplice,  e non  sem- 
bra accordarsi  con  quella  che  si  legge  nel  n.°  483  , 5°  ; ma 
ciò  non  è altramente  indizio  di  errore , potendo  uno  stesso 
integrale  definito  prender  forme  diversissime  per  la  diversità 
della  relazione  che  si  stabilisce  tra  la  variabile  primitiva  e 
la  nuova  , (a)  ; nel  caso  attuale  poi  la  maggiore  semplicità 

(a)  Fra  l’ equazioni  trascendenti  acconce  alla  considerazione  dell’  in- 
fluito merita  riguardo  la  esponenziale  y=zmtP* , dove  le  indeterminate  m 
ed  n possono  servire  a soddisfare  alle  condizioni  dei  limiti.  In  tal  modo 
colla  sostituzione  y==e*  , da  cui  x—ly,  si  ottiene 

e colla  sostituzione  y=e~'r  , donde  x=  — ly , si  trova 

Per  conseguenza , la  somma  dei  due  risultati  darà 

yiz  ? [n,y) + f- ,y>]  • 

Partendo  ancora  dalia  equazione  y = m«"J  , trovasi  pure  mediante  la 
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doli’  equazione  (Bj  si  dee  attribuire  a che  1 indeterminata  n 
dell’equazione  (1)  , cui  polca  darsi  qualunque  valor  finito 
si  è supposta  zero.  Tornerebbe  l’ equazione  del  citato  n.°  sup- 
ponendo n = \. 

573.  Passando  agl’  integrali  definiti  doppii , facciamo  prima 
osservare  che  quando  tutti  i limili  sono  costanti  , e non  si 
cangia  se  non  l’ordine  delle  integrazioni , i limiti  di  ciascuna 
rimangono  gli  stessi , talché  si  ha 

_dyf(x  , y)  =fbP  dyJ**dxf[<o  , y).  „i(J  (i!l 

Difalti  l’integrale  indefinito  ffdxdyf[x  , y)  può  considerarsi 
( n.5G0  ) come  la  espressione  di  un  volume  contenuto  dal  piano 
delle  x e y , dalla  superficie  avente  per  equazione  z = fix,y)  , 
e da  una  superficie  contiuua  o discontinua  ma  generabile  da 
una  retta  parallela  all’  asse  delle  z ; ed  allora  sì  1’  uno  che  1’  al- 
tro integralo  definito  doppio  rappresenta  il  prismoide  avente 
per  base  il  rettangolo  misurato  dal  prodotto  (« — a)(/3  — 6). 

574.  Ciò  posto,  quando  nell' integrale J'  dxj  P dyf{  x , y) 

si  vogliono  cangiare  i limiti  a , * , b , p nei  rispettivi  altri 
m , fj  ,n  , v , e son  finiti  i primi  e i secondi , basta  supporre 
x = pu  + q , y=rv  + s,  (4) 

e determinare  le  costanti  p , q , r , s mercò  le  condizioni 
x — a , u—tn  ; x = x u = « ; y — b , v ==n  ; y = (3  , v = v. 
Difatti,  in  virtù  dell’ equazioni  (1)  e della  precedente  osser- 
vazione , si  ha  successivamente 

Jl*<'xJ'bPdyf(x  , V)=j'*dxj'\dvf{x  , re + ,)4= 

/'  di'/  rdxff.c  , /t+s'i  = / dv/'^  indù  flou  -f-  o , ru  s) 

' n *s  a ' xs  n **  m 

— pr/^du/  dv  flou  -f-  n , rr-f-s). 
s tri  n 


sostituzione*  + , la  formula 

JT  dxM-=  ~Jl° y « “t/T y A* W • 

colla  quale  assegnando  a 6 un  valore  piccolissimo  , può  con  faciltà 
ritrovarsi  il  valore  approssimativo  dell’  integrale , giovandosi  delle  for- 
male e delle  teoriche  dichiarate  nei  numeri  483 , . . ; 4t>0. 
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575.  Quando  poi  entra  i’  infinito  nei  limili  primitivi  o nei 
nuovi  , se  non  si  vuole  uscire  dall’  equazioni^  algebriche  , 
queste  possono  essere  tra  oc  ed  u , e tra  y e v di  forma  si- 
mile a quella  adoperala  nel  n.°  570,  E in  generale  , fun- 
zioni qualunque  della  sola  u e della  sola  a , come  9(11}  , 4(t’)> 
che  soddisfacciano  alle  condizioni  dei  limiti  relativi  ad  co , 
e dei  limiti  relativi  ad  y , possono  surrogarsi  a queste  varia- 
bili , sostituendo  in  pari  tempo  du^'(u)  e dv4-‘[v)  a dx  e~dy  ; 
e così  nasce  la  forinola 


dvvmoA)  ; (D) 

che  può  stimarsi  acconcia  pel  cambiamento  delle  variabili  x e y 
nelle  altre  u e v , quando  le  forme  adottate  per  le  funzio- 
ni 9(u)  e 4(r)  sieno  tali  da  risultarne 


9(m)  = <*  , 9(fA)==*  , 4(n)  = 6 , 4(v)  = 0. 

576.  Supponiamo  ora  che  non  per  cangiare  i limiti  , ma 
per  agevolare  le  integrazioni  , 0 per  altre  vedute  si  voglia 

nell’  integrale  J dxj  . dyf[x  , y)  surrogare  alla  variabi- 
le y , rapporto  - a cui  dovrebbe  farsi  la  prima  integrazione 
tenendo  la  x per  costante  , una  data  funzione  non  di  v sola 
ma  di  x e v , indicata  da  ~i[x  . v)  : di  che  abbiamo  due 
particolari  esempii  nei  n.‘  546  e 548.  In  questo  caso  , dy  si 
dee  avere  differenziando  rispetto  alla  sola  v l’ equazione 
y=’t(x  , e)  ; e l’integrazione  relativa  a v , dovendo  menare 
alla  stessa  funzione  di  x che  si  avrebbe  senza  surrogare  ad  y 
la  funzione  '{'(a? , v) , è chiaro  che  dopo  questa  surrogazione  dee 
farsi  dal  valore  di  v in  x desunto  dall’  equazione  ir(£c,t’)=9(a;1, 
sino  al  valore  di  v in  x cavato  dall’equazione  ,n)  = 4(;»): 
e però  il  nuovo  integrale  si  potrà  esprimere  colla  forinola 


1/  a L ' 


d* 

’do1 


(E) 


577.  Essendo  questa  la  formola  in  che  si  cangia  il  pro- 
posto integrale  definito  ai  supporre  y = i'(a) , 0)  , è chiaro 
che  per  etletlo  della  medesima  supposizione  l’integrale  indefinito 

fdxf  dyf{x  , y)  si  volterà  nell’  altro  fdxfdv—  f[pc  , ffa.i')]. 

Or  si'  in  quest' ultimo  iuvcrliamo , come  è permesso  (544) 
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I’  ordine  delle  integrazioni  scrivendolo  sotto  la  forma 


potremo  surrogare  anche  ad  x,  cui  si  riferisce  la  prima  in- 
tegrazione tenendo  per  costante  v , una  data  funzione  $ di  u 
e v ; e così  amendue  le  variabili  x e y del  primitivo  integrale 
indefinito  si  troveranno  surrogate  dalle  altre  u e v.  Ma  diffe- 
renziando l’ equazione  x = $(«  , v ) rispetto  alla  sola  u si 

ha  dx  = ^du  , dunque  l’ integrale  in  « e v si  potrà  espri- 
mere brevemente  colla  formula 


sostituiscano  ad  a;  e y i valori  in  u e v cavati  dall’ equazioni 

m = <f(u,  t>)  , 2/=f(®  , t'). 

578.  Per  avere  intanto  una  forinola  con  che  mutare  simul- 
taneamente , anzi  che  successivamente  , le  due  variabili  pri- 
mitive , quando  in  realtà  si  vogliono  mutare  tutte  due  , di- 
notiamo con  4{u  » t>)  dò  che  diverrebbe  ^(cc , v)  nel  sosti- 
tuire <f(u  , v)  ad  x , talché  i valori  dati  di  x e y in  u e o 
sieno  espressi  da 


L'equazione  , v)  sarà  identica  , e le  sue  de- 

rivate parziali  rapporto  ad  u e rapporto  a v , avuto  riguardo 
all’  equazione  x = $(Lti  , v ) , sarauno 


fdvfdx^f[x  , *(»  , «)]  , 


® = 9(u  , v)  , !/  = 4(«  , «). 


(F) 


ma  eliminando  — tra  queste  derivate  si  ha 


dtp  di'  dt p di  dtp  di 


u . > -1 1> 
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e si  dovrà  tenere  come  identica  l' equazione 

= (H) 


579.  Se  nell’  integrale  primitivo  in  x e y insieme  colla 
funzione  f(x  , y)  o senza  di  questa  .si  contenessero  i simboli 
delle  sue  derivate  parziali , sarebbe  facile  esprimerli  diretta- 
mente in  « e v senza  prima  trovarne  le  espressioni  in  co  e y. 
Infatti  ponendo  f{x  , y)=z  , la  z dovrà  considerarsi  come 
una  funzione  implicita  di  u e v in  virtù  dell' equazioni  (F)  ; 
dunque  pel  n.°  62  avremo  le  equazioni 


dz 

du 


dz  dx  dz  dy  dz dz  dx  dz  dy 

dx  du  dy  du  ’ dv  dx  dv  ' dy  dv  ’ 


le  quali  risolute  per  rapporto  a ^ e ^ c‘  danno 


dz  dy  dz  dy  ■ dz  dx  dz  dx 

dz  du  dv  dv  du  dz dv  du  du  dv 

dx  dx  dy  dx  dy  ’ dy  dx  dy  dx  dy 

du  dv  dv  du  du  dv  dv  du 


580.  Dopo  ciò  per  le  cose  dette  nei  n.‘  542  e 560  il 
nuovo  integrale  in  « e v , qual’  è indicato  da  (G) , esprimerà 
il  volume  terminato  in  lutto  o in  parte  dalla  superfìcie  avente 
per  equazione  z = f(x,y);  e la  formola  per  la  quadra- 
tura di  tutta  o parte  questa  superficie  , venendo  espressa  in 

x e y da  ffdxdy  ]/ 1 + , trasformata  in  u e v 

porterà  sotto  il  segno  ff  il  prodotto  di  dudv  pel  radicale 


// dx  dy  dx  dy\ * . / dy  dz 

V \du  dv  dv  du)  ‘ \rfe  du 


dz  dx 
du  dv 


dz  dx\* 
dvdu)  ’ 


avuto  riguardo  all’equazione  identica  (H) , e bene  inteso  che 
nel  fare  le  integrazioni  successive  i limiti  delle  variabili  u e v 
siano  quelli  che  convengono  ai  limiti  del  volume  e della  su- 
perficie. Noi  qui  non  facciamo  parola  della  dipendenza  dei 
limiti  di  u e v da  quelli  di  x e y , perchè  supponiamo  trat- 
tarsi di  integrali  indefiniti  ; ma  non  vogliamo  tralasciar  di 
osservare  che  alcune  volte  i primi  limiti  si  appalesano  quasi 
spontaneamente.  Così  per  una  superficie  continua  e rientrante , 
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c pel  volume  da  essa  circoscritto , so  dalle  coordinate  ordi- 
narie si  passi  alle  polari  mediante  1’ equazioni  ( n.°  114) 

a>  = rsen0cos®  , y=rsendsen®  , z=rcos9  , 

e se  il  polo  si  supponga  essere  un  punto  interno  alla  super- 
ficie , i limiti  delle  integrazioni  ad  eseguire  per  aver  tutto 
il  volume  o tutta  la  superficie  saranno  Oe*  per  6 , 0 e 
per  ® ; perchè  in  questo  modo  si  vengono  a considerare  tutti 
i punti  della  superficie,  la  quale  si  distende  tutto  all’intorno 
del  polo.  È poi  facile  il  verificare  che  mutando  u e v in  0 
e ® , e riguardando  r come  una  funzione  delle  stesse  de®, 
le  formole  e l’ equazioni  precedenti  diano  per  la  superficie 
l’ integrale 

ffrdd  d®  \/(r'+  ~)  sen*  0 + g * 

che  completa  le  formole  notate  nei  n.'  367  , 565  , 566  e 567. 

581.  Se  si  trattasse  in  particolare  dell’ ellissoide  avente  per 
semiassi  a , b , c , il  cangiamento  di  variabili  più  acconcio 
ad  evitare  la  irrazionalità  di  z in  x e y sarebbe  quello  che 
risulta  dall’  equazioni 

x — ascn u cose  , y = b sen u sen v , z—ccosu. 

Con  queste  il  volume  e la  superficie  tornano  espresse  rispet- 
tivamente da  abefft In dv  sen  u cos*  u , e da 

ff  du  dv  sen  u . V a*b%  cos*  u + c*  (a*  sen*  v -j-  6“  cos*  t')  sen*  u ; 

onde  anche  per  la  difficile  ricerca  della  superficie  si  ha  il 
vantaggio  di  poter  effettuare  almeno  la  prima  integrazione 
indipendentemente  dai  trascendenti  ellittici  : vantaggio  che 
non  si  avrebbe  colle  variabili  primitive.  E per  l’ intero  vo- 
lume e l’intera  superficie  dell’ ellissoide , ilimiti  delle  varia- 
bili sono  ancora  da  u=0  ad  u—ir  , e da  o=0  a v = 2 
perchè  tra  questi  limiti  le  x , y , z prendono  tutti  i valori 
che  loro  possono  competere  per  la  natura  dell’  ellissoide  , 
cioè  da  a a — a , da  b a — b , e da  c a — c. 

< * 
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* CAPITOLO  XIV 

Differenziazione  e integrazione  sotto  il  segno  J\  e loro 
usi  nella  ricerca  degl'  integrali  definiti. 

.">82.  Le  funzioni  implicite  di  una  variabile  x , considerate 
sul  principio  del  calcolo  differenziale  , erano  tali  che  a dive- 
nire esplicite  occorreva  e bastava  la  risoluzione  dell’  equazioni. 
Esse  dunque  differiscono  essenzialmente  dalle  funzioni  implicite 
di  r indicate  dai  simboli 

y=ff{x  , z)ds  , y=i/^  f{x  , zjdz  , y —/^  f(x  , z)dz  , 

le  quali  per  divenire  esplicite  han  bisogno  di  una  integrazione 
indefinita  o definita  per  rapporto  ad  un’altra  variabile.  Que- 
ste funzioni  presentano , come  si  vede . due  variabili  x e z ; 
ma  la  z che  è tenuta  come  variabile  nella  integrazione  , si 
riguarda  come  costante  nella  differenziazione  ohe  poscia  sup- 
ponghiamo  volersi  fare  rispetto  ad  x.  Oltre  a ciò  , essa  z 
non  sussiste  effettivamente  dopo  la  integrazione  , se  non 
quando  trattasi  d’  integrali  indefiniti  ; ma  scomparisce  affat- 
to (n.°  479)  nel  caso  d’integrali  definiti,  come  quelli  indicati 
dal  secondo  e dal  terzo  dei  suddetti  simboli. 

583.  Per  desumere  lutti  i casi  della  differenziazione  che 
vuol  farsi  dal  più  generale  , considereremo  la  fnnzione 

’ 

dove  i limiti  u e v si  riguardano  come  funzioni  di  x. 

Supponghiamo  descritta  una  curva  che  abbia  per  ascissa  z , 
o per  ordinata  la  funziono  f[x  , s)  , dove  x si  tiene  come 
una  quantità  indeterminata  , ma  costante  rispetto  a z ; e per 
fissare  le  idee  ammettiamo  che  per  un  valore  qualunque  di  x 
la  curva  sia  LMR  ( fig . 85)  , e i limiti  u e v siano  rappre- 
sentati dalle  ascisse  OP  , OQ.  Allora  , supponendo  che  f(x  , z) 
varii  con  legge  di  continuità  da  : = m sino  a z =r  , il  va- 
lore di  y,  corrispondente  a quel  medesimo  valore  di  x sarà 
indicalo  ( n.°  543)  dall’area  PMNQ. 

Ciò  posto  , dipendendo  y da  u , v ed  x , il  differenziale 
di  y verrà  formato  ( n.°  64  ) della  somma  dei  differenziali 
Cale.  hit.  Gl 
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che  si  avrebbero  facendo  variare  u sola  , v sola  , e x sola. 

* • da 

Variando  u sola  , cioè  a dire  OP  di  Pp  = du  = — dx  , si 

ex 

stimano  rimaner  le  stesse  la  OQ  e la  curva  LMR  ; per  ciò 
l’area  PMNQ  si  cangia  in  jmNQ  e subisce  la  diminuzio- 
ne PMmp , la  cui  misura  può  stimarsi  (n.°  222)  essere  Pp.PM 

= ^ dx.ffu  , x).  Similmente  variando  v sola  , ossia  OQ  di  Qq 
dx 

sadv=—  dx,  si  riguardano  invariate  OP  e la  curva  LMR  ; 
onde  l’ area  PMNQ  divenendo  PMnq  , prende  T incremen- 
to QNnq  misurato  da  Qq  .QN  ~ — dx.f(v  , x).  Variando  in 

line  x sola  , ossia  il  parametro  della  curva  di  dx  , la  cur- 
va LMR  si  cangia  nell'  altra  Xptp  infinitamente  vicina  alla 
prima , e le  OP  , OQ  stiinansi  rimanere  le  stesse  ; perciò 
l’aumento  infinitamente  piccolo  MfxvN  che  quell’  area  riceve 
toma  espresso  (n.1  22,  223  e 481  ) da 

Adunque  unendo  insieme  i tre  notati  differenziali  parziali , 
e dividendo  per  dx  sarà 

584.  Questa  formola  generale  , nel  caso  in  cui  i limiti  u 
e v sono  costanti  ed  espressi  da  a c b diviene 

(H) 

talché  allora  dee  stimarsi  indifferente  l’ordine  delle  due  ope- 
razioni indicate  dai  simboli  d ed  f,  cioè  la  differenziazione 
relativa  ad  a;  e la  integrazione  relativa  a z. 

In  questo  medesimo  caso  , derivando  per  rapporto  ad  x 
la  formola  (H)  si  ottiene 

e nulla  impedendo  di  proseguire  allo  stesso  modo  la  deriva- 
zione per  rapporto  ad  x , si  à generalmente 

dn  rh  n \a  /">&"■  f{x  , z) 

77'Ja  fix’z)d“—Ja  — — dz.  (K) 
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Quantunque  più  semplice  dei  precedenti  merita  di  essere 
notato  il  caso,  in  cui  si  cerca  la  derivata  di  una  equazione 
tra  le  variabili  u , v , e la  funzione  implicita  di  esse  indicata 

semplicemente  da  J wf(x)dx . Allora  , dopo  ciò  che  fu  detto 

nel  n.°  99  , basta  saper  trovare  la  derivata  di  quella  funzio- 
ne implicita  , il  che  è facilissimo  ; poiché  supponendo  per 
poco  fdxf[w ) =F(cc) , da  una  parte  si  à 

y?da>f[co)=  F(t>)-F(u), 

e da  un’altra  parte  si  à 

f(x)=F'{x) , donde  f(u)  = F'(u)  , f(c)  = F'(t>)  , 

dal  che  risulta  immediatamente 


jfu  ^xf[x) d[F(p) — F(tt)] 


du 


du 


! A»)-  (a) 


585.  Quando  trattasi  dell’  integrale  indefinito  e completo 
di  f(x  , z)dz  , questo  integrale  si  può  scrivere  sotto  la  forma 

r* ({x,z)d*+X  . (b) 

♦/  a 

potendo  essere  a un  qualunque  valor  particolare  , ed  X di- 
notando una  funzione  arbitraria  di  x.  Ma  essendo  « e z in- 
dipendenti da  x,  abbiamo  per  la  formola  (li) 


(i) 


dunquo  facendo  astrazione  dalle  funzioni  che  completano  gf  in- 
tegrali , può  affermarsi  che  ancora  negl’  integrali  indefiniti 
sia  indifferente  l’ ordiue  delle  due  operazioni  indicate  dai  sim- 
boli f e d.  (c) 


(a)  Ha  data  occasione  di  aggiugnere  agli  altri  questo  caso  una  Me- 
moria dell’egregio  professore  F.  Padula  , inserita  nel  11.0  volume  della 
nuova  serie  degli  Atti  della  R.  Accademia  dette  Scienze  , non  ancora 
pubblicato. 

(b)  Questa  maniera  di  scrivere  l’ integrale  indefinito  e completo  me- 
rita attenzione , perchè  alcune  volte  torna  utilissima. 

(c)  In  questo  caso  può  dimostrarsi  con  faciltà  I’  assunto  senza  far 
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Ora  nel  caso  attuale  e nel  precedente  (K) , questo  differen- 
ziare una  forinola  per  rapporto  ad  una  variabile  . mentre 
prima  dovrebbesi  integrarla  per  rapporto  ad  una  variabile 
diversa , tra  limiti  indipendenti  dalla  prima  variabile , è quella 
operazione  che  dicesi  differenziazione  sotto  il  segno  f,  e che 
Leibnitz  chiamò  differentiatio  de  curva  in  cxirvam. 

586.  Supponiamo  ora  che  si  voglia  non  più  la  derivata  ma 
si  bene  la  primitiva  indefinita  rispetto  ad  x della  funzione 
implicita  di  x simboleggiata  da  fdzf[x  , 3)  ; 0 pure  che  si 
voglia  la  primitiva  rispetto  ad  x tra  i limiti  a ed  * della 
funzione  implicita  di  x simboleggiata  da 

J^dzf{x  , 3). 

È chiaro  che  tali  primitive  saranno  indicate  da 

fdxf dz  f[x  , z ) , Q J'u  dxj ^ dzfix  , 3)  ; 

ma  dai  n.1  544  e 573  abbiamo 

fdxf dz  f(x  , 3 ) —fdzfdxf[x  , s)  , e 

f\lxf\lz{{x  , 3)=J'h?dzJ'a'dxf{x  , 3)  : 

dunque  sarà  lecito  integrare  per  rapporto  ad  una  variabile 


capo  da  considerazioni  geometriche.  Infatti , derivando  per  rapporto  a z 
P equazione 

y=Sf\x  » *) dz  , si  ha  = ftx  , z), 

e poscia  derivando  quest’  ultima  per  rapporto  ad  x , viene 
d*ij  __  d f x , :) 
dxdz  dx 


Ma  dal  n.°  9\  sappiamo  che 

d-y-  d — 

d*y  d2y  d.c  , dx  d ftx  , 3) 

-.—7-=  Tj~  -j—  . dunque  — -=  — ’-X- 

dxdz  dzdx  dz  dz  dx 

c quindi  passando  alle  primitive  rapporto- a z , 

d,J  _ fdftx  ,')  d.  d 


«>J  _ /’tfj 
dx  J 


dx 
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la  l'unzione  suggella  ad  un  segno  f relativ  o ad  un’  altra  va- 
riabile , sì  quando  le  due  integrazioni  sono  indefinite  , si 
quando  sono  definite  ina  i limiti  di  ciascuna  variabile  sono 
indipendenti  dall’  altra  variabile. 

ò87.  Ciò  premesso,  uno  dei  mozzi  più  fecondi  ed  acconci 
per  la  ricerca  di  nuovi  integrali  definiti  consistendo  in  ap- 
plicare la  differenziazione  o la  integrazione  sotto  il  sogno  f a 
cogniti  integrali  definiti , noi  coiniucercmo  dallo  scrivere  qui 
appresso  ( con  nessuna  o brevi  dichiarazioni  j i più  notevoli 
di  quest’  ultimi  , desumendoli  dai  corrispondenti  integrali  in- 
definiti con  la  regola  data  nel  u.°  480  , che  non  lascia  di 
essere  il  mezzo  più  generale  e ordinariamente  più  semplice 
di  trovare  gl’integrali  definiti. 


f \i  dx  = , /**  x*dx  = 

lllfl  </j 

/• dx  1 dx 

%/  aetix  ’ i/o 


1 

OT  + 1 

1 

a ' 


per  in  -f-  I 0 

per  a >■  0 , 


= - are  tan 

a 


x 

a 


dx 


a 


Ò88.  Dal  n.°  447  abbiamo 


Jv 


x'dx 


x'~'V/ ax — x*  ^ (2r — 1 )a 


2 r 


/xr— ‘ dx 
V'  ax—x * 


ax — x 

ina  la  parte  Ubera  dal  segno  f nel  secondo  membro  svanisce 
per  x — 0 , e per  x~a\  dunque 

rdx  (2 r — 1)<j 


r — 1 ,a  xr~ldx 

2 r / ./ 

o v ax — x* 


Così  essendo  , se  per  brevità  dinotiamo  con  Ar  ed  Ar_t  que- 
sti due  integrali  definiti  , avremo 


A'— ~ —A^ 
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Da  questa  forinola  ponendo  successivi  r=\  , =2,  =3,... 
e richiamando  che  A0=  ( -=ir  , si  desume 

t/  o 1 


Vox — x% 

1 i 3 . 1.3  , 


A,  = -a-4,1 


2 

1.3.5 

' 2.1.6 


asir  , 


yi  a dx 

— - - 

O K(<lc  — * )(1  — m) 

^+l^+o‘M-+ro'M-+ecc- 

dunque  sostituendo  i notati  valori  di  A„  , A, , A. , 4, , ecc.  sarà 

dx 


/: 


o V[ax  — x’(l  — *x) 

« [• + ©■*» + (rj)*  + (Ixl)'  *v  + “1  • 

Questa  serie  , mediante  il  carattere  stabilito  nel  n.  197 
si  appalesa  convergente  quando  a*  1 , come  accade  nella 
quistione  meccanico  in  cui  si  à bisogno  del  proposto  inte- 
grale definito,  (a)  Essa  dunque  può  surrogarsi  per  approssi- 
mazione a questo  integrale  , che  altrimenti  si  dovrebbe  espri- 
mere con  trascendenti  ellittici. 

589.  Le  forinole  (11)  e (12)  del  n.°  453  col  cangiamento 
di  m in  — m ci  danno 


/ 

/ 


<£re  “"“senno? 


ni  sen  n.r  + n cos  nx  ^_uu. 


dx  e~MX  cos  ìix  = — 


m+n 
m cos  nx  — n sen  nx 


TTLT 


m 


-n* 


dunque  nella  ipotesi  di  m positivo  avremo 

/ °°f lx  c-nuc  sen  nx *=  e=BM,co6  «a* 

,/o  m+n  i/o 


m 


(a)  La  (juistione  meccanica  alla  quale  si  accenna  è la  determinazione 
del  tempo  nella  discesa  dei  gravi  per  archi  circolari , nel  vuoto. 
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È osservabile  che  supponendo  convergere  m a zero  , que- 
st’ integrali  definiti  convergono  rispettivamente  ad  - e a zero  ; 

e che  ciò  non  ostante  assumono  valori  indeterminati  quando  m 
è precisamente  zero  , perchè  allora  divengono 

dx  cos  nx . 

590.  Nelle  formole 

senm_,a;.cosx  m — 1 r.  , 

f da  scnmx— — h — — fdxsen  x , 


m 


fdx  cosmoc  = 


cos,,l— 1 oc . son  x 


m 
m — 1 


•I f dxcosm~%X  , 

1 m ^ 


che  sono  le  due  prime  del  n.°  456  5 la  parte  libera  dal  se- 
gno f si  annulla  per  x ® 0 , e per  x = ^ ; dunque  avremo 

tra  questi  limiti 

« « 

f*  dx  senm  x — f 2 dx  senn—a  or  , 

J o m J o 

£ £ 

C%  dx  cosmaj=^=^  C%  dx  cos"-sx. 

J o m ,/  o 

Ora  imitando  il  procedimento  del  n.°  588  con  porre  una  volta 
m = 2 , =4  , =6  , ccc.  e un’  altra  volta  m = 3 , = 5 , ecc. 
ed  osservando  che 

* m ~ 

J'*dxsenx=  * = dx  cosa?  da>  = \ * 
si  ottiene,  per  m intero  e dispari , espresso  meglio  da  2i-f  1 , 

f\x^^x=f\x cos*,+1  x = 3 ^,7'//.^)  ; 
e per  m intero  e pari  , espresso  meglio  da  2t , si  ottiene 


/»2  . a,  /*®  , ai  1.3.5...(ii  1)  * 

Jo  dxsenìix~Jg  dxco^x  =*  5X6^ 2 


(B) 
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* 591.  Andiamo  ora  a dimostrare  cbe  al  crescere  i il  rap- 
porto degl’ integrali  definiti  (A)  e (B)  converga  verso  l'unità. 

Per  due  valori  consecutivi  di  i , come  a dire  per  i ed 
i + 1 , i valori  del  primo  integrale , indicati  da 


/ 


dx  sen2,M  1 x e 


/ 
•/  0 


dx  senSi+3.r 


hanno  un  rapporto  espresso  da 


2i+2 
2i+3  ’ 


e perù  convergente 


ad  1 a seconda  che  cresce  i ; ma  se  nell’  altro  integrale  si 
piglia  per  esponente  di  sen<r  il  numero  2i'-f  2 . intermedio 
ai  due  2i-f-1  e 2i  -f-  3 presi  per  esponenti  di  sen  x nel  primo 

* 

integrale,  quest’ altro  integrale,  indicato  da J''1  dx sen“+s x , 

è senza  dubbio  di  valore  intermedio  ai  dne  precedenti , sic- 
come sen8*+a£c  è intermedio  a seni,+1  x , e sen2'^3#  : dun- 
que se  il  rapporto  dei  due  primi  à per  limite  4 . viemag- 
giormente  sarà  1 il  limite  del  rapporto  di 


f *dx  sen*i+1iT  a dxsexfi'^x. 

t/  0 o 


Così  essendo  potremo  scrivere 


f*  1.3.5. . .(2i — 1) 

3.5.7. 

.(2H-1)1 

|2  2.4.6...  2t 

2.4.6. 

2i  j 

cioè  a dire 


* 1. 3.3.5. 5.7... 

2 2.2.4  4.6.6...  6 


2.2.4.4.66.. . 

1.3. 3. 5. 5. 7. .  . : 


risultamento  curioso  e notevole  , dovuto  a Wallis. 

592.  Un  altra  cosa  utile  a notare  circa  gl’  integrali  deGniti 
(A)  e (B)  è che  i medesimi  convergano  a zero  crescendo  i, 
ciò  che  basterà  dimostrare  per  uno  di  essi  dopo  aver  provato 
che  il  limite  del  loro  rapporto  è 1.  A tal  fine  osserviamo 
che  gl’  inversi  dei  valori  che  prende  il  primo  nel  porre  suc- 
cessivamente i=1,  = 2 , = 3 . ...  sono  i prodotti 


4 + 


O+DO+D’O+DO+iX'+ì). 
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1 

1 


1 + i 

2 ~ 4 


2 ^ 4 ' 6 ’ 


ma  la  somma  ^+^  + £ + ecc.  converge  verso  l’infinito  , per- 
chè identica  all’ altra 

!['  +ì  + G + s)  + (5  + 5 + f + §)  + ecc']  ' 

dove  le  quantità  racchiuse  nelle  parentesi  eccedono  sempre  { ; 
dunque  con  più  ragione  quei  prodotti  convergeranno  all'in- 
finito , e i valori  dell’  integrale  convergeranno  a zero. 

593.  Veniamo  ora  alla  pratica  della  differenziazione  sotto 
il  segno  f.  E iu  primo  luogo  essendo  pel  n.°  587 
*oo  dx  « 


/: 


«f 

: 2 rt" 


2 Va 

avremo  , per  la  formola  (K)  del  n.°  584  , 

dx  . /* oo  dn(x*-)-a)~l 


dn  /»  oo  dx 

T~n  / -77*  0SSia  / 

danJ0  x*-\ -a  i/o 


/ 


da", 
oo  1.2.3. 


da’1 


ilx  = 


dx 


eh’  è quanto  dire 

1 oo  dx 


« dn.a~a 
2 


da” 


1.3,5. . ,(2n  — 1)  r 
2 V+i  2 


r 

•/  O 


X* 


■°) 


in-t-x 


1.3.5. . .(2n — 1)  * 

2.4.6.. .  2«  2fi,,4"i  : 


risultato  malagevole  ad  ottenersi  diversamente. 
594.  In  simil  modo,  essendo  pel  n.°  587 


/ 


00 

e~ax  dx  = «— 1 
oo  dP — 1 e — aj: 


avremo 


di'-1  ptx 

daP-'Jo  1 


dx— 


daP~l 


dx 


-JT 


xp-\  e-^dxi 


1.2.3...  (p-i) 
aP 


Si  suole  esprimere  con  Legendre  per  T(p)  l’ integrale 

J'o  xP~ie~xdx,  o l’altro^  dx^l^y  che  si  desume  dal 

primo  cangiando  aHn  <?-*;  ed  esso  , quando  è il  se- 
condo degl’  integrali , che  Legendre  chiama  euleriani  da  che 
Cale.  Ini.  02 
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Eulero  Tu  il  primo  ad  occuparsene.  Dunque  supponendo  «=  1 
nella  forinola  precedente  , avremo  por  la  gamma  di  Legcndre 

r(p)=1 .2.3. . (p—  I) , o inoltre  x^er** dx  = X~  , 

ogui  qualvolta  p sia  intero  e positivo. 

595.  Passiamo  finalmente  alla  pratica  dell’  integrazione  sotto 
il  segno  f. 

° /*i  1 

Essendo  per  oom dx  = — — , se  moltiplichia- 

mo i due  membri  per  dm , e poscia  integriamo  per  rapporto 
ad  m fra  i limiti  p c v , avremo 


PV dm/*1  xn dee  = /**  dx  f * xm dm=f  - * -dx 

%/  I*  o O V f*  «/  0 (X 


dm 

*s  fi  m-bl 


v-f-1 


f + 1 ’ 
ri1 


dove  è da  osservare  che  l'integrale  indefinito y — — — dx  è 


incognito , e che  ciò  nondimeno  si  è potuto  conoscerne  il 
valore  tra  i limiti  speciali  0 ed  1 : osservazione  comune 
anche  agl’  integrali  del  n.°  seguente. 

596.  Moltiplicando  per  da , e poscia  integrando  per  rap- 
porto ad  a , e fra  i limiti  6 e c i due  membri  dell' equazione 


/>» 

Jo  ‘ 


dx  i 


si  ottiene 


/: 


X 


dx  = l ; 


Trattando  similmente  l’equazione 


si  a 


r 

r- 


e~ar  cos  xx.dx- 


a 

V-b**  ’ 


-cos  *x.da}y  = il— — — ; 


e in  egual  modo  V equazione 

s: 

j. 


sen*j?.dir  ! 


a*-b»B 

„ /»oe  e—1 ix—  e~ex  . . c b 

da  / sen*x.ax=arctan arctan- 

o X * » 

Quest’ ultima  al  supporre  6 = 0 e c=oo  diviene 
ioo  sen*x 
x 


/•Cw  3VM  "HK  | « 

/ dx  s=  -j-  - , 

«/o  X 2 
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risultamento  notevole  percliò  non  dipende  da  a.  se  non  nel 
segno , che  vuol  essere  il  + quando  a è positivo , e il  — 
quando  * è negativo , a motivo  clic  nel  valore  da  coi  si  è 

desunto,  la  tangente  - è +oo  nel  primo  caso,  o — oo  nel 

secondo , essendo  sottinteso  che  c è positivo  al  pari  di  b. 

597.  Potendo  essere  così  utile  nella  ricerca  degl’  integrali 
definiti  , la  differenziazione  o la  integrazione  relativa  ad  al- 
cuna delle  costanti  indeterminale  che  trovansi  nella  funziono 
soggetta  al  segno  f , faremo  brevemente  vedere  , seguendo  la 
scorta  di  Lcgendrè  , come  si  possano  introdurre  o rendere 
più  numerose  tali  costanti. 

Sia  l’integrale 

y^°°dao^{xj=A  : 

spezzando  il  corso  della  variabile  in  due  parti  , una  da  0 
ad  zza , e l’altra  da  m a oo  , avremo  (n.*  483  ) 


y*mdx$(x)  +^°°  dx  <p(a>)  = A . 


Or  se  nel  primo  di  quest'  integrali  facciamo  x — mz  , e nel 
secondo  x = ^ , avremo  dopo  facili  riduzioni 


jt*  [ *<"»> + s ♦ (t)]  - i '■ 

integrale  dove  si  ravvisa  la  costante  m che  non  era  nel 
proposto. 

Viceversa  , da  un  integrale  definito  fra  0 ed  1 , se  ne 
può  dedurre  un  altro  fra  0 e oo  con  una  costante  dippiù. 
infatti  se  nell’  integrale 

dx  4.(33)  = B si  ponga  xt=~^  , 

dove  n è una  costante  indeterminata  , si  avrà  facilmente 


dx  1 

(1+»S)* 


598.  L’ uso  degl’  integrali  definiti  doppii  fe  anche  un  arti- 
fizio , usato  pel  primo  da  Laplace  , c che  riesce  felicemente 
a dare  alcuni  integrali  definiti  , difficili  ad  ottenersi  con 
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altri  metodi.  È chiaro  che  ogn’  integrale  definito  semplice 

/jl  * 

XJx  si  possa  far  dipendere  in  infiniti  modi  da  un  inte- 
grale definito  doppio  , sia  perchè  si  potrebbe  moltiplicare 
per  un  altro  di  egual  valore  e di  forma  diversa  , come 

/°  Ydy , ed  il  prodotto  , per  la  natura  di  ogn’  integrale 
definito  (n.  481  ) , non  sarebbe  diverso  dall’ integrale  doppio 
fa  XdXfa  l'dy  ; sia  generalmente  perchè  X si  può  in 
molliplici  modi  scrivere  sotto  forma  di  un  integrale  definito. 
Or  supponendo  che  questo  integrale  sia  P **  f(x  , y)dy  , il 

risultato  della  sostituzione , cioè  » !/)%  ^ io 

generale  identico  a fh'  l*xJ f*  dxf[x  , y)  , e può  bene  av- 
venire che  le  due  integrazioni  non  eseguibili  giusta  il  primo 
ordine  possano  eseguirsi  giusta  il  secondo  : e quando  ciò 
avvenga  ognun  vede  che  il  problema  è risoluto. 

Sia  per  esempio  l’ integrale  definito  e~x‘  dx  : lo  ri- 

durremo ad  un  integrale  doppio  moltiplicandolo  per  l’altro 
di  egual  valore  dy  , e 1'  integrale  doppio  sarà 

/QO  QQ 

e~*'dx J e-y'dy,  o vero,  cacciando  e-**  sotto  il 

secondo  segno  f,  / 00  dx  / 00  . Or  questo  facen- 

dovi  y—lx  si  volta  (ri.0  576  ) nell’altro 

£*dxj'™  e-^+O  xdt  , 

il  quale  invertendo  l’ ordine  delle  integrazioni  diviene 


p°°dt  n 

t/o  «/  o 


e-f+'V*  xdx. 


Ma  per  le  formole  conosciute  abbiamo 

/»  1 t— 

e-d i 

2 1+1» 
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e quindi 


fr  e— (i  xdx 


2(1-1 -n  ' 

dt 


•oo 


dunque 

/ 00  dt  f 00  e^^'xdx  = f z — -.  - . , 

1/  o t/  o t/  o 2(1  + 11)  4 

ed  essendo  questo  il  quadrato  del  richiesto  integrale , avremo 

~ , di  accordo  col  n.°  563. 

599.  Finalmente  nella  ricerca  degl’  integrali  defluiti  può 
essere  anche  utilissimo  1’  uso  circospetto  degl'  immaginar»  , 
in  quanto  conduce  talvolta  con  somma  speditezza  a risultati 
che  per  altra  via  si  otterrebbero  lentamente. 

Sia  per  esempio  da  trovarsi  l’ integrale 


r 


dx  cos  2nx . e~- **. 


Surrogando  a cos  2 nx  la  sua  espressione  in  esponenziali  im- 
maginarli (n.°  120),  esso  diviene 

'-Jp  dx -f -ìf^dx , 

o pure , moltiplicando  e dividendo  per  c— "*  a fine  di  rendere 
quadrati  perfetti  gli  esponenti  di  c sotto  i segni  f, 

^e— n*^00  rfxcr-t*— 4 Le-n^p^  fa  e-{x+n\/^\)*  . 

ma  nel  n.°  precedente  si  è trovato^* 00  c~x* dx  = , e ciò 

prova  ancora  clic  ™ dx  er^'i1  = ^ , perchè  dx  è ugual- 

mente differenziale  di  x e di  x-j-c,  qualunque  sia  la  co- 
stante c : dunque  sostituendo  ±nl/ — 1 a c , l’espressione 
precedente  del  cercato  integrale  diverrà 

C 30  dx  cos  2 nx . e-**  =a  e-** . 

«/  o 2 
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♦CAPITOLO  XV. 

Applicazioni  analitiche  degl  integrali  definiti. 

Fra  le  molteplici  applicazioni  analitiche  degl’integrali  de- 
finiti , le  tre  delle  quali  andiamo  a trattare  qui  appresso  ci 
sembrano  le  piìi  importanti. 

1.  Determinazione  del  resto  delle  serie  di  Taylor  e di  Stirling. 

600.  Nell’ espressioni  dei  resti  delle  serie  di  Taylor  e di 
Stirling  , date  nel  capitolo  XVII  del  Calcolo  differenziale  , 
intervenendo  una  frazione  incognita  6 o 0Z  , dovrà  tenersi 
come  un  notevole  miglioramento  della  teorica  riguardante 
quelle  serie  lo  esprimere  i detti  resti  con  quantità  tutte  co- 
gnite. Or  questo  si  ottiene  con  una  delle  più  facili  applica- 
zioni del  Calcolo  degl'  integrali  definiti  ; e con  ciò  si  viene 
anche  a dare  una  nuova  dimostrazione  dèlie  fòrmole  di  svi- 
luppo. 

Infatti , essendo  evidente  che 

fdz  f\x  + h — z)  - — f[x  + h - *) , 
avremo  subitamente 

f* dzf{x + h- z)= f(x  + h) — f(x)  , 

o quindi 

f(x  + h)  = f{x)  +f’1  dzf'(x+h—z).  ( 1 ) 

Questa  formola  ci  mostra  sin  da  ora  qual  sia  il  resto 
dello  sviluppo  di  f(x  -f-  h ) , allorché  questo  sviluppo  vuoisi 
arrestare  al  primo  suo  termine  f[x).  Or  procederemo  innanzi 
colla  integrazione  per  parti  : questa  ci  dà 

fdz  f'[x  + h — z)  = sf'(x  + h -*■  z)  -\-fzdzf"(  x + h — z)  , 
e definendo  l’ integrale  fra  i limiti  0 ed  li  , 

/ dzf\x  + h—z)  =hf[x)  -}-  P zdz  f"(x  + h — z)  ; 

9 t/  O 
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dunque  sostituendo  nella  forinola  (1)  avremo 

f(x  + h)=>f(x)  + hr(x)+y^hzdzr(cc  + h-z)  , (2) 

dove  lo  sviluppo  di  Taylor  si  scorge  esteso  al  secondo  ter- 
mino , e completato  da  un  integralo  definito. 

In  egual  modo  l’ integrazione  per  parti  dà 

/2dZ.r(®+/^)-Yrx®+^)+5/2,^r>+^), 

e fra  i limiti  0 eh 

dunque  sostituendo  ancora  nella  formola  (2)  , avremo 

r(®+A)=/(aJ)+fcr(®)+^rT®)+^^VS/"'(®+A--a); 

e nulla  impedendo  di  procedere  innanzi  allo  stesso  modo  , 
sarà  generalmente 

/|,+i)-/(,)+if(»)+"f(.)+ÌH»H-  •+ 

formola  che  ci  presenta  la  serie  di  Taylor  protratta  innanzi 
quanto  si  vuole , e completata  da  un  integrale  definito. 

601.  Da  essa  , ponendo  ac  — 0 ed  h=s  x , si  desumo  la 
serie  di  Stirling  terminata  egualmente  da  un  integrale  de- 
finito , 

fi*) =Ko)+®f(o)+£r(«)+£3  /*»+••  •+ 

iTR^+nqH .)  : 

e per  tal  modo  i resti  delle  serie  di  Taylor  e di  Stirling , 
che  indicheremo  rispettivamente  con  R e r tornano  espres- 
si da 
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602.  Queste  espressioni  presentando  integrali  definiti,  pos- 
sono come  questi  essere  trasformate  in  altre  equivalenti , cam- 
biando i limiti , o la  variabile  a cui  si  riferisce  l’ integra- 
zione. Ci  limiteremo  a notare  che  ponendo  z = ht  in  B , 
e z=xt  in  r , esse  divengono 

In  fine  con  questa  seconda  espressione  di  R , e con  por- 
re /»  = y—x,  dove  y è una  nuova  indeterminata,  lo  svi- 
luppo di  Taylor  dà  la  formola 

f{y)  = fix)  + [y — «O/» + 1 (y — «07"(«0  H f 

2.3.  ’.{n-T)  rn)h  + t(<B—y)l  . 

che  ad  eccezione  del  resto  si  accorda  perfettamente  colla  (I) 
del  n.°  192. 

2.  Sviluppo  delle  funzioni  in  serie  trigonometriche. 

603.  Supponiamo  che  la  funzione  f[x)  pei  valori  di  oc 
compresi  tra  dati  limiti , che  da  principio  supporremo  esse- 
re 0 e vr  , si  conservi  finita  , e possa  esprimersi  con  una 
serie  convergente  della  forma 

f(x)  =3  A , sen  x -f-  ^»sen  2a?+  A,  sen  3aH + A{  sen  ix  + ecc. 

e proponiamoci  di  determinare  i coefficienti  A,  ,At , A, , ... 
Moltiplicando  la  supposta  equazione  per  da?  senta?  si  à 

dw  sen  ix . f[x)  =3  At  dx  sen  x sen  ix  -{-A*  dx  sen  2x  sen  ix  + 
A,dx sen  3 a- sen  t‘®+ . . . j4,  sen’  ix  -f-  ecc. 

0 questa  si  dee  tenere  sussistente  come  la  proposta  per  lutti 

1 valori  di  x compresi  tra  0 e *.  Dunque  integrando  fra 
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questi  medesimi  limiti  avremo 

J*  * dx$enix.[(x)=A^'  "‘dx$QRxscnix-{-AtJ'  (/®sen2®seni® 

+A-f’  rf®sen3®sent®H — -AtJ^dx  sen*  icc+ecc. 
Or  col  metodo  indicato  nel  n.°  454  si  à 
f dar  sen  ix  sen  i‘x  = jrf  da >cos  (i  — i‘)x — dx  cos  (i  4-  t')x 


senfi — i')x 
2 (i-0 


2d 

sen  (i+i')x 
2(i-f-»') 


e quindi  si  scorge  che  per  valori  diversi  di  i e t'  questo  in- 
tegrale è nullo  fra  i limiti  0 e ir.  E dal  n.°  456  avendosi 
l’ integrale  indefinito 


f dxsea'ix  — 


x 

2 


senix.costx 

2Ì 


ne  consegue 


rf®sen*i®  = 


« 

2 


dunque  sarà 

2 /jit 

A.  = - j dx  sen  ix.  f[m)  , 
da  cui  si  desumono  con  tanti  integrali  definiti 
At  — \x/X*  dx  senx.f(x)  , A„  = \ dxscn%x.f(x) , ... 


604.  Allo  stesso  modo  , supponendo  che  la  funzione  f(x) 
abbia  valore  sempre  finito  fra  i limiti  0 e «r  di  w , e si  possa 
sviluppare  in  una  serie  convergente  della  forma 

f[x ) = A0+  .41cos®4-^»cos2as  + • • -A,,  cosi® + 
i coefficienti  A0  , A,  , A% , saranno  dati  dall’ equazioni 

Ao=±/?dxf(x) *.  = LO  dxcosix  .f(x). 


Cale.  Ini . 


63 
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3.  Forinole  o teoremi  di  Lagrange  , e di  Fourier. 


605.  Scrivendo  i valori  di  A,  , A,  , A,  , ...  trovati  al 
u.°  603  nella  serie  quivi  considerata,  si  ottiene  la  formola 

f(x)=^  j^senx^  "darsena? . f{x)-^n2x/'*dxseQ%x.f(x)-irecc . J 

che  sussiste  per  tutti  i valori  di  x compresi  fra  0 e ir  , e 
che  mutando  (com’ò  lecito)  in  z la  a?  esistente  sotto  i se- 
gni f,  può  ricevere  la  forma  compendiosa 

f(x)  = ^ . sen  .W~  dzsen  iz . f(z ) , (K) 

indicando  colla  caratteristica  2 la  somma  di  tutti  i valori  che 
prende  la  sottoposta  funzione  senùcy  * dzsenis.f[s)  nel  dare 
a t tutti  i valori  interi  e positivi  da  1 a oo. 

Supponendo  ora  x = ^x'  e z=^z  , la  detta  formola 
compendiosa  diviene 

ma  in  questa  nulla  impedisce  di  sopprimere  gli  accenti  , e 
di  indicare  dopo  ciò  nuovamente  con 

f[x)  e f(z)  le  funzioni  iilx) e '(lz)  ■■ 
dunque  sarà 

flx ) = - sen  — x j ° dz  sen  — s f(z ) , (L) 

per  tutti  i valori  di  x compresi  fra  0 ed  a.  Or  quest’ altra 
formola , o teorema  che  dir  si  voglia , è dovuta  a Lagrange 
che  la  pubblicò  nelle  antiche  Memorie  dell'  Accademia  di  Turino. 

606.  Scritto  il  teorema  di  Lagrange  sotto  la  forma 

,,  . 2 _,00  * ite  /»a  ite 

f(x)  = -2,.  -sen— x/  dz  sen  — z./m , 
supponiamo  che  « converga  all  infinito.  Richiamando  che  t 
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si  estende  da  1 a oo  per  ciascun  valore  di  a , dee  parer 
chiaro  che  per  infiniti  valori  di  a e di  t la  quantità  — possa 

riguardarsi  come  una  indeterminata  variabile  , e 1'  altra  - 

a 

come  infinitesima  e differenziale  della  prima  , a motivo  che 
- = --  — — ; dunque  indicando  tali  quantità  con  « 

a a a 

e da-  , ed  osservando  che  allora  il  segno  5 si  volta  (n.°  48 1 ) 
in  f,  avremo 


f(x)  — - Z^00  da.  sen  mx  dz  scn  cts  f(z)  : 

*ts  0 o 


e così  il  valore  della  funzione  f(x)  tra  i limiti  0 e oo  di  a> 
si  troverà  espresso  da  un  integrale  definito  doppio  , quando 
però  si  ammetta  che  questo  integrale  , i cui  limiti  superiori 
sono  infiniti  , abbia  nondimeno  valor  finito  del  pari  che  f(x). 
La  forinola  non  sussisterebbe  se  l’ integrale  divenisse  infinito 
senza  divenirlo  anche  la  funzione  f{x). 

607.  lp  modo  analogo  a quello  tenuto  nel  n.°  precedente 
dalla  serie  e dall’ equazioni  scritte  nel  n.°  604  si  desumerebbe 
da  principio  la  formola 

f(x)  dzf(z)  + ? co  sòr y^*  dz  cos  iz . f(z) , 

indi  col  cambiare  eresio  -a?  e -s  la  formola 

a a 

dz^ +asr  co3T°i/r  dzco3^*-f(z)  • 

che  sussiste  fra  i limiti  0 ed  a di  a»,  compresi  questi  limiti; 
e da  ultimo  col  far  convergere  a all’  infinito  si  desumerebbe 
la  formola 


f(x)  = cos  X dz  cos  *5  • fiz)  ■ 

808.  Una  formola  vieppiù  generale  di  quella  di  Lagrange, 
cd  espressa  da 

f(x)  = \ Z*00  (dscosa(s — x).f(z)  , (F) 

° «/  “OO 
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fu  dipoi  ritrovata  da  Fourier  ; e il  Deflers  ne  à data  la  se- 
guente dimostrazione  brevissima  e diretta. 

Sia 

V ~ IX*00  dt/^°cx> dz  cos  *(s — *)  • fa)  • 

Invertiamo  l’ordine  delle  integrazioni  , ed  effettuando  quella 
relativa  ad  * , che  in  allora  è la  prima  , contentiamoci  da 
principio  di  estenderla  da  0 ad  « : il  risultato  di  questa  in- 
tegrazione sarà 


JT  '</*  C0S*(3  — x)- 


sen*(z  — x) 
z—x 


e quindi  ci  sarà  lecito  scrivere 

1 /"OO  sen*{z — a:)  , N 

y = - / dz -f(z) , 

purché  si  esprima  convenevolmente  che  nella  funzione  sotto- 
posta al  segno  f debba  essere  *=  ».  Or  ponendo  a que- 
sto fine 

«(z  — x)  =£  , si  à 3 — 0-  + ^ , e dz  = — , 


di  che  risulta 


e quando  si  pone  a = oo  viene  f^x  -f  ^ = f[x)  eccetto  pei 
valori  di  £ infiniti  ancor  essi  ; ma  si  può  fare  astrazione  da 

S6D  £ 

questi  valori , perchè  il  fattore  -j— , che  allora  è infinita- 
mente piccolo , rende  pure  infinitesima  la  parte  corrispondente 
dell’  integrale , a motivo  che  l’ integrazione  cade  sopra  un 
infinitesimo  di  secondo  ordine  : dunque  al  supporre  « «=*  oo 
1’  equazione  precedente  dee  tenersi  ridotta  ad 

Ma  essendo  pel  u.°  59o  , 

/’oojyscnf  «■  . /*oo  t sen{ 

/ de— — = -,  ne  risulta  / d?  — — = ir 

o * { 2 •/  — oo  f 
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a motivo  che  non  cambia  segno  con  ( , e quindi  l’ in- 
tegrale dee  prendere  lo  stesso  valore  da  0 a oo  che  da  — oo 
a 0 ; dunque  finalmente 

y — ;/(»)■«  — /(*)• 

609.  Noi  abbiamo  tralasciati  varii  particolari  concernenti  la 
forinola  di  Lagrange  , e l’ altra  (K)  che  la  precede  nel  n.°  605 
perchè  ci  sembrano  sconfinare  cogli  elementi.  Il  primo  e 
forse  il  più  rilevante  di  essi  è la  ricerca  del  limite  al  quale 
crescendo  i converge  la  serie  indicata  dal  secondo  membro 
della  formola  , limite  che  trovandosi  essere  generalmente  f(oc), 
si  assicura  legittima  la  supposizione  per  noi  fatta  sul  co- 
minciar del  n.°  603  circa  la  convergenza  della  serie.  Un 
tal  limite  però  non  è altrimenti  f(x) , ma  si  bene  0 pei  va- 
lori 0 , ir  , 2ir  , . . . , — ir  , — 2ir , ...  di  a; , ondechè  la 
formola  non  sussiste  per  questi  valori  speciali , come  sussiste 
per  tutti  quelli  compresi  tra  essi , e pei  quali  la  funzione  f[x) 
si  conserva  finita  e varia  con  legge  di  continuità.  E se  re- 
stando finita , accada  che  per  un  valor  particolare  a passi  di 
botto  da  un  valor  finito  ad  un  altro,  cioè  a dire  se  ai  va- 
lori a — aj  ed  a + a>  di  x , dove  a>  può  supporsi  arbitraria- 
mente ed  anche  infinitamente  piccola  , corrispondano  valori 
di  f(x)  diversi  tra  loro  per  una  quantità  finita  , allora  il 
limite  al  quale  converge  la  serie  a seconda  che  x avvicinasi 
ad  a non  è f(a)  , ma  si  bene  la  semisomma  di  quei  duo 
valori  della  funzione. 

610.  É inoltre  a riflettere  che  la  serie  è una  funzione 
periodica  di  x , laddove  la  funzione  f[x)  può  benissimo  non 
esser  tale.  In  conseguenza , quando  questa  funzione  non  si 
annulla  pei  valori  speciali  0 , * , 2ir , ...  — ir , —2 * , ... 
la  curva  (fig.  86)  espressa  dall’equazione 

sen  ixf*  dz  sen  iz . f(z) 

sarà  formata  di  archi  disgiunti , e posti  alternamente  dalle 
due  parti  dell’  asse  delle  x : e in  tal  modo  la  serie  non 
dando  pei  punti  di  separazione  o di  rottura , come  ad  esem- 
pio B e 6 l’ordinata  AB  e l'altra  .46,  ma  la  loro  semi- 
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somma  cbe  in  valore  algebrico  è 0 , si  desume  che  i pumi 
A , A'  , ...  At  , A„  ...  possano  in  certo  modo  riguardarsi 
come  punti  isolati  della  curva. 

611.  Non  è lo  stesso  della  prima  formola  scritta  nel  n.°  607 

che  altresì  pei  valori  0 , ir , 2#  , . . . , — ir  , — 2ir  , 

di  oc  ha  per  limite  f[x).  Perciò  , osservando  che  la  serie 
indicata  dal  secondo  membro  è insieme  una  funzione  perio- 
dica e pari  di  co  , la  curva  ( fig.  87  ) espressa  dall’  equazione 

y = - y"*  dz  f(z)  -f-  ? 2;^°  cos  ixj* 00  dz  cos  iz . f(z) 

non  avrà  punti  di  rottura  corrispondenti  a quei  valori  di  x , 
e inoltre  giacerà  simmetricamente  rapporto  all’  asse  delle  y. 

612.  Dopo  ciò  non  si  durerà  pena  ad  intendere,  che  la 
linea  ( fig.  88  ) di  cui  l’ordinala  corrispondente  ad  un’ascissa 
qualunque,  fosse  la  semisomma  di  quelle  che  nelle  dette  due 
curve  corrispondono  alla  medesima  ascissa  , verrà  composta 
da  un  sistema  di  archi  disgiunti  . . . B^B,  , YB  , B’B"  , ... 
e dalle  parti  . . . AtO  , AA! ....  dell’  asse  delle  x , comprese 
tra  le  ordinate  dei  punti  dove  questi  archi  restano  interrotti. 
L’equazione  poi  di  cotal  linea  sarebbe  y — 

dxseaiz.f[z)+cosix^  </zcostz./|z)J 

o pià  semplicemente , 

y = £»W  + ; dzcosi(s—x)-f(z)  • 

passando  sema?  e costa?  sotto  i segni  Jk,  e riducendo  colle 
note  forinole  trigonometriche. 
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SEZIONE  QUARTA 

Integrazione  dei  differenziali  a più  variabili,  e deli' equazioni 
differenziali  a due  variabili. 


CAPITOLO  XVI. 


Integrazione  dei  differenziali  di  primo  ordine 
a più  variabili. 


613.  Dopo  aver  integrati  finora  i differenziali  delle  funzioni 
di  una  sola  variabile,  e per  ciò  della  forma  dxf{x) , è natu- 
rale che  si  passi  alla  integrazione  di  quelli  i quali  contengono 
più  variabili. 

Siano  da  principio  due  queste  variabili  , proponendoci  di 
integrare  l’ espressione 

Pdx  + Qdy  (1) 

in  cui  P=oì(x  , y)  , e 0=4(®  , y ). 

Osserviamo  innanzi  tratto  che  non  sempre  vi  ha  ( come 
altrimenti  potrebbe  credersi)  una  funzione  di  x e y , di  cui 
la  proposta  espressione  sia  il  differenziale.  Infatti  dinotando 
con  u questa  funzione  , dovrà  essere  pel  n.®  69 


(2) 


onde  siccome  abbiamo  (n.°9i) 


d*u 


d*u 


dydx 


, bisognerà  che  sia 


(C) 


dxdy 

dP^_dQ 
dy  dx 

Se  dunque  le  funzioni  P e Q non  verificano  questa  equa- 
zione di  condizione  , non  vi  sarà  funzione  di  x e y che 
abbia  per  differenziale  la  espressione  Pdx  -f-  Qdy  , comunque 
semplice  questa  si  fosse.  Ma  per  contrario  noi  andiamo  a 
vedere , che  quando  la  detta  condizione  è adempiuta  la  fun- 
zione cercata  esiste  necessariamente  , e la  sua  determinazione 
si  riduce  ad  integrazioni  da  farsi  per  rapporto  ad  una  sola 
variabile , o , come  suol  dirsi , alle  quadrature. 
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Moltiplicando  la  prima  dell'  equazioni  (2)  per  dx , e poscia 
integrando  rispetto  ad  co  si  ottiene 

u=  fX  Pdx  + Y , 

«/  *0 

dove  per  x0  è lecito  sostituire  qualunque  valor  particolare  , 
ed  in  luogo  di  una  semplice  costante  abbiam  potuto  scrivere 
una  funzione  arbitraria  di  y indicata  da  Y , perchè  l’ inte- 
grazione si  è fatta  rispetto  ad  x ; ma  non  si  deve  credere 
che  questa  funzione  Y sia  del  tutto  arbitraria  , dovendosi 
anche  soddisfare  la  seconda  dell’  equazioni  (2).  E in  fatti  , 
derivando  l’equazione  precedente  per  rapporto  ad  y si  ha 
( n.o  585  ) 

du  /**  dP  , . dY 

dy - Jxa  dy  X dy  ' 

o pure,  in  virtù  dell’equazione  (C)  , 


o finalmente 

~ = Mcv,y)-^x0,y)+d^. 

Ma  per.  la  seconda  dell’  equazioni  (2)  abbiamo 

dunque  converrà  che  sia 
d Y 

, y)  = 0 , donde  F=  / 4-(a?0  , y)dy  -f  C , 

ay  y» 

e si  potrà  scrivere  per  y0  qualunque  valor  particolare. 
Quante  volle  dunque  l’ espressione 

<$>(» , y)dx+\{x  , y)dy  , o vero  Pdx  + Qdy 
è che  tale  si  verifichi  la  condizione 


d.<t[x  ,y)  d.Sdjc  ,y) 

dy  dx 


o vero 


dP dQ 

dy  dx  ’ 


sarà  essa  integrabile  , e la  sua  funzione  primitiva  completa 
o generale  verrà  indicala  da 


<^x,y)dcv-irj'*\{x0,y)dy-\-C,  ò da^  Pdx 
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dove  per  xa  ed  y0  6 lecito  scrivere  due  costanti  particolari 
qualunque  , e C dinota  una  costante  arbitraria. 

Nel  caso  in  quislione  , che  ò ancora  il  più  ovvio , con 
ragionamento  ben  facile  si  può  dimostrare  che  la  primitiva 
ammette  la  forma  vieppiù  semplice 

fPdx  +fQydy  + C , o puro  fQdy  +/PJx  -f  C , 

dove  0 indica  i termini  di  Q dipendenti  dalla  sola  y,  e Px  i 
termini  di  P dipendenti  dalla  sola  x. 

Ed  in  vero  , esistendo  per  ipotesi  una  funzione  « di  a? 
e y , che  differenziala  dà  Pdx  + Qdy  , tutti  i termini  di  u 
affetti  da  x son  quelli  che  colla  differenziazione  debbono 
dare  Pdx  : essi  dunque  si  troveranno  con  la  integrazione 
di  Pdx  per  rapporto  ad  x ; c per  completare  u , cioè  a dire 
per  aver  i termini  di  u affetti  solo  da  y , basterà  integrare 
per  rapporto  ad  y la  parte  di  Qily  indipendente  da  x , che 
è quella  per  noi  indicata  con  Qydy.  Sicché  la  regola  per 
integrare  la  forinola  Pdx  4-  Qdy  quando  è un  differenziale 
esatto , riducesi  ad  integrare  Pdx  rispetto  a x , e la  parte 
di  Qdy  indipendente  da  x rispetto  ai/,  ed  unire  i due  ri- 
sultati e una  costante  arbitraria  ; o pure  si  riduce  ad  inte- 
grare Qdy  rispetto  ad  y , e i termini  di  Pdx  indipendenti 
da  y rispetto  ad  x , riunendo  poscia  i due  risultati  ed  una 
costante  arbitraria. 

*6  li.  La  diflìcoltà  non  cresce  col  numero  delle  variabili 
indipendenti.  Sia  per  esempio  l’espressione 

Pdx  4-  Qdy  4-  Rdz  , (1) 

dove 

P = $(x  ,y  ,z)  , (>=  4(a?  , y , z)  , R = x(*  , y , z). 

Osservando  pria  di  lutto  che  essa  non  può  essere  il  diffe- 
renziale completo  di  veruna  funzione  di  x , y , z senza  essere 


Pdx  4*  Qdy  , Pdx  4~  Rdz  , Qdy  + Rdz 

i rispettivi  differenziali  della  medesima  funzione  per  rapporto 
ad  co  e y , ad  x e 3 , e ad  y e s v ne  vengono  quali  con- 
seguenze del  caso  precedente  le  tre  equazioni  di  condizione 


dP_  dQ  dP__dR  dQ  _ <1R 
dy  dx  % dz  dx  'di  dy 
Cale.  Ini.  (il 


K 
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le  quali  sono  da  tenersi  necessarie  e in  uno  sufficienti  per 
la  integrazione  dell’espressione  (1). 

Infatti , ammesso  che  le  medesime  sieno  soddisfatte  , se 
chiamiamo  u la  cercala  funzione  di  co  , y , % , avremo 


e dovendo  essere  primamente 

i/u 

— dx  = Pdx  , 


integrando  questa  equazione  per  rapporto  ad  oc,  avremo 


u=  T*  Pdx+v.  (2) 

1 /X0 

In  questa  il  simbolo  v dinota  una  funzione  delle  sole 
variabili  y e z tenute  costanti  nella  integrazione  , e la  stessa 
deve  determinarsi  per  modo  che  si  abbiano  ancora 


du 

di 


R. 


^Perciò  , adoperando  la  derivazione  sotto  il  segno  f,  e 
avendo  anche  riguardo  all'  equazioni  (C) . avremo 


_ px dP  , , do  pxdQ  ,,  do  \ I do 

0 =/»,  Txix+Ta=Q-  '*)+3f  • 

K=ri-ix+~=f 

J x.  dz  ^ dz  «/ 


xdR  , , do 

-dx- 1»  — • 
x0  dx  dz 


=il— X(a?0,y,z)+—  , 


e quindi  sarà  necessario  e sufficiente  che  la  funzione  v sod- 
disfaccia alle  due  condizioni 


Yy  - Mxo  .y  > z)  . y=xìxo  .!/.*)  ; 
or  questo  richiamandoci  al  caso  precedente , avremo 

«•=/  y4(®0  . y . z)%  + />*x(a-0  , y0  , z)dz  •+■  C , 

'S  y»  *o 

e quindi  tornando  all'equazione  (2)  sarà 
u=^%{x,y,z)dx+J^-\.{x0,y,  z)dy+/^\{x0 , y0  , z)dz  + C. 
Questa  è dunque  la  funzione  primitiva  della  proposta  espres- 
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sionc  differenziale , quante  volte , si  verificano  lo  tre  condi- 
zioni di  sopra  notate.  Essa  può  trovarsi  integrando  l.°  ri- 
spetto ad  « la  Pdx  ; 2.°  rispetto  ad  y i termini  di  Qdy 
indipendenti  da  x ; 3.°  rispetto  a z i termini  di  Rdz  indi- 
pendenti da  ® e da  y.  Ed  alla  somma  dei  tre  integrali  si 
unirà  una  costante  arbitraria. 

In  simil  modo  il  caso  di  n variabili  si  ridurrebbe  al  caso 
di  n — 1 , purché  i coefficienti  P , Q , R , ...  rendessero 
soddisfatte  le  condizioni  esprimenti  che  le  derivate  di  secon- 
do ordine  della  funzione  cercata  , prese  in  tutti  i modi  per 
rapporto  a due  variabili  diverse,  siano  indipendenti  dall’ordine 
delle  differenziazioni  : il  che  fa  che  il  numero  di  tali  con- 

dizioni  sia  -1— — • 

2 


CAPITOLO  XVII. 


Nozioni  generali  sull’  equazioni  derivate  o differenziali 
a due  variabili , e sulle  loro  primitive. 

615.  Equazione  derivata  o differenziale  di  una  data  equa- 
zione primitiva  è non  solo  quella  che  si  ottiene  colla  deri- 
vazione o differenziazione  immediata  di  questa  , ma  ogni 
altra  desunta  in  qualunque  modo  dalla  primitiva  e dalla  sua 
derivata  o differenziale  immediata.  Tra  questi  modi  è spe- 
zialmente osservabile  quello  che  consiste  in  eliminare  una 
delle  costanti  racchiuse  nella  primitiva  t tra  questa  e la  sua 
derivala  o il  suo  differenziale  immediato  ; e ciò  perchè  il 
risultamene  della  eliminazione  essendo  lo  stesso  per  tutti  i 
valori  particolari  della  costante  eliminata  , ognun  vede  chu 
ha  una  significazione  iuQnitamente  piu  generale  della  pri- 
mitiva. L' equazione  differenziale  cosi  ottenuta  è di  primo 
ordine  , al  pari  di  quella  che  nasce  dalla  differenziazione 
immediata , ma  può  essere  di  grado  superiore  al  primo  ri- 
spetto ai  differenziali  delle  variabili.  Inoltre  essa  torna  di- 
versa se  si  elimina  una  diversa  costante. 

In  simil  modo , se  si  differenzia  n volte  di  seguito  la 
primitiva  , si  potranno  eliminare  fra  essa  e le  risultanti  equa- 
zioni n delle  ccslanli  nella  medesima  contenute  , avendosi 
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così  una  equazione  differenziale  dell’  ordine  nuim*  , racchiu- 
dente n costanti  di  meno;  e si  avrebbe  una  equazione  diffe- 
renziale diversa  ma  del  medesimo  ordine  ne,imo  , supponendo 
maggiore  di  n il  numero  delle  costanti , o cangiando  una  o 
pi  fi  delle  n costanti  da  eliminarsi  tra  le  medesime  equazioni. 

Fissate  che  siano  le  n costanti  da  eliminarsi  , la  derivata 
dell’ordine  n,  che  è il  risultamento  della  loro  eliminazione 
tra  la  primitiva  e le  n derivate  successive , è una  sola  ; ma 
quelle  dell’ ordino  n — 1 , in  ciascuna  delle  quali  esiste  tut- 
tavia una  sola  di  tali  costanti , sono  come  queste  di  nume- 
io  n : dunque  la  detta  derivata  dell’  ordine  n , e con  n co- 
stanti di  meno  della  primitiva  , può  riguardarsi  come  de- 
sunta da  n derivate  diverse  dell’  ordine  n — 1 con  la  eli- 
minazione di  una  sola  costante  ; ■ e viceversa  , la  primitiva 
con  n costanti  dippiù  della  derivata  di  ordine  n , può  desu- 
mersi dalle  dette  n derivate  dell'ordine  n — 1,  eliminando  fra 
queste  gli  n — I coefficienti  differenziali  che  vi  si  contengono. 

Gl  6.  Equazione  derivata  poi  semplicemente  detta  fra  la 
variabile  x c la  funzione  y è ogni  equazione  tra  x , y , 

~ . —■  , ecc.  scritta  in  un  modo  assolutamente  arbitrario  ; 
dx  dx* 

e per  conseguenza  , equazione  differenziale  semplicemente  detta 
fra  le  stesse  cr  ed  y è ogni  equazione  tra  x , y , dx  , dy  , ecc. 
omogenea  per  rapporto  alla  caratteristica  d considerata  corno 
una  quantità. 

617.  Reciprocamente,  integrale  semplicemente  detto  di 
un  equazione  differenziale  qualunque  a due  variabili  6 ogni 
equazione  tra  queste  variabili , o , in  linguaggio  geometrico , 
è ogni  curva  che  rende  soddisfatta  l’ equazione  differenziale. 
Nondimeno  si  vogliono  distinguere  con  attenzione  l’ integrale 
conìpleto  o generale  , l’integrale  particolare  , e f integrale  sin- 
golare. Il  primo  è quell’  integrale  che  racchiude  n costanti 
arbitrarie , ossia  n costanti  dippiù  che  non  sono  nell’equazione 
differenziale  ; il  secondo  è quello  che  nasce  dall’  integrale 
generale  attribuendo  valori  particolari  ad  una  o più  delle 
costanti  arbitrarie  ; il  terzo  finalmente  è quello  che  non  è 
contenuto  nell' integrale  generale,  quali  che  siano  i valori 
particolari  dati  alle  costanti  arbitrarie. 

Per  esempio  l’equazione  nix  -f-  yihj  = dy\ /xm  -f-  t/* — a* 
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divisa  poi  radicale  dà  subito  per  suo  integrale  completo  l’e- 
quazione 

\^x'-\-y* — am  = y-^-C,  ossia  x * — a*  = 2Cy-f-C*, 

la  quale,  stante  la  C arbitraria  dinota  infinite  parabole  avenl  i 
per  parametro  È poi  un  suo  integrale  particolare  l’equa- 
zione <r* — a*  = 0 , che  esprime  due  rette  , e nasce  dall’  in- 
tegrale completo  ponendovi  C= 0.  Ma  oltre  ai  già  detti  in- 
tegrali essa  vien  pure  soddisfatta  dall’  equazione  +y'=a' , 
che  dicesi  ed  è realmente  un  suo  integrale  singolare  , o , come 
anche  suol  dirsi  una  di  lei  soluzione  singolare  ; perchè  espri- 
mendo un  cerchio , non  nasce  nè  potrebbe  nascere  dall’  inte- 
grale completo  col  dare  a C un  valor  costante  particolare  , non 
essendo  possibile  che  una  parabola  si  volli  in  cerchio  mediante 
una  particolare  determinazione  del  parametro. 

618.  Bisogna  inoltre  osservare  , di  accordo  con  quel  elio 
abbiam  detto  sul  finir  del  n.°  615  , che  una  derivata  dell' or- 
dine n",M0  ammette  n integrali  dell’  ordine  n — 1 , ciascuno 
con  una  costante  dippià , i quali  diconsi  integrali  primi  di 
essa  ; e che  laddove  questi  fossero  noti , basterebbe  eliminare 
tra  essi  gli  n — 1 coefficienti  differenziali  che  vi  si  conten- 
gono per  aver  l’ integrale  completo  o generale  , che  porte- 
rebbe n costanti  dippià  e quindi  arbitrarie  , e che  dicesi  an- 
cora integrale  primitivo  od  ne,im0  . 

619.  Ciò  posto  convien  sapere  che  non  è dell’ equazioni 
come  dell’  espressioni  differenziali.  Nel  primo  ordine , per 
esempio,  abbiam  veduto  ( n.°  613)  che  l’ espressioni  diffe- 
renziali non  sono  punto  integrabili  se  non  si  verifica  una 
certa  condizione  ; ma  , per  contrario  , è dimostrato  che  1’  e- 
quazioni  differenziali  a due  variabili  , di  ordine  qualunque 
ammettono  sempre  un  integrale  generale  : e noi , limitandoci 
qui  a considerare  1'  equazioni  di  primo  grado  rispetto  al  diffe- 
renziale di  y dell’  ordine  più  elevato  , ce  ne  possiamo  assi- 
curare facilmente  per  via  di  considerazioni  geometriche  , le 
quali  potrebbero  anche  fornire  una  soluzione  approssimativa 
del  problema. 

Scrivendo , come  è possibile  , l’ equazione  differenziale  di 
primo  ordine  sotto  Ja  forma 

(*) 
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possiamo  rappresentare  la  prima  volta  co  e y colie  coordinale 
rettangolari  ÒP0 , P0M0  ( fig.  89  ) di  lunghezze  arbitrarie  ; e 

l’equazione  (1)  determinando  il  valore  di  ^ corrispondente 

a quelli  di  co  e di  y , conosceremo  la  posizione  della  retta  M0T0 
che  s’inclina  all’asse  OX  sótto  l’angolo  la  cui  tangente  tri- 
gonometrica è il  detto  valore. 

Su  questa  retta  preso  il  punto  M,  vicinissimo  ad  M0  , ci 
saranno  cognite  le  sue  coordinate  OP , , P,M,  , e dandoci 
queste  mediante  la  stessa  equazione  (1)  un  secondo  valore 

di  , sapremo  parimente  la  seconda  retta  SI,  T,  inclinata 

ad  OX  sotto  l’angolo  che  ha  per  tangente  trigonometrica  questo 
secondo  valore.  E nulla  impedendo  di  proseguire  allo  stesso 
modo , è manifesto  che  il  poligono  MoMfl,  . . . avrà  per 
limite  una  curva  ( prossimamente  rappresentata  dallo  stesso 
poligono  ) di  cui  le  coordinate  e loro  differenziali  rendono 
soddisfatta  la  proposta  equazione. 

620.  In  simil  modo  partendo  dall’  equazione  di  secondo 
ordine 

potremo  la  prima  volta  assumere  ad  arbitrio  x , y e ~ : 

ciocché  equivale  a prendere  dove  più  si  vuole  un  punto  M0 
della  curva  con  che  intendiamo  soddisfare  all’equazione  (2) , 
e come  si  vuole  la  tangente  S10T0  di  essa  in  tal  punto.  Allora 

• (Ì 

questa  equazione  determinando  il  valore  di  , sarà  deter- 

dx% 

minato  altresì  il  raggio  del  cerchio  osculatore  della  curva 
in  }Ia , per  la  nota  formola  che  lo  esprime  in  e ; 

(XX  (XX 

onde  un  arco  picciolissimo  M„M,  di  tal  cerchio  farà  conoscere 
approssimativamente  il  punto  M,  consecutivo  ad  M0. 

Dopo  ciò  le  coordinate  OP,  , P,M,  del  M,  , e la  tangente 
trigonometrica  dell'angolo  che  la  tangente  al  detto  cerchio  in  M, 
forma  coll'asse  OX  , presi  rispettivamente  per  novelli  valori 

di  00  ' y e % ' determineranno  mediante  l'equazione  (2)  un 
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secondo  valore  di  ^ , corrispondente  al  secondo  punto  M,  : 

il  che  servirà  a trovarne  similmente  un  terzo , e così  di  seguito. 
È dunque  palese  , che  il  poligono  . . . così  formato 

avrà  per  limite  una  curva  ( rappresentata  da  esso  con  ap- 
prossimazione più  grande  ancora  che  nel  caso  precedente  ) 
capace  di  soddisfare  alla  proposta  equazione. 

621.  Questo  metodo  di  costruire  approssimativamente  l’e- 
quazioni  differenziali  a due  variabili  , il  quale  si  potrebbe 
con  faciltà  estendere  agli  ordini  superiori  al  secondo  mediante 
le  cose  dichiarate  nel  n.*  264 , ci  fa  in  altro  modo  vedere  che 
V equazione  primitiva  avrà  una  costante  arbitraria  quando 
l’ equazione  differenziale  è di  primo  ordine , ne  avrà  due 
quando  è di  secondo  ordine  , e così  di  mano  in  mano.  In- 
fatti nel  primo  caso  è arbitrario  il  primo  punto  della  curva , 
eh’ è quanto  dire  sono  arbitrarli  i valori  di  ®0  e y0  ; nel 
secondo  sono  insieme  arbitrarii  il  primo  punto  e la  tangente 

in  esso  , vai  dire  x0  , y0  e (I).  ; e così  di  seguito  : le 

quali  circostanze  equivalgono  ad  altrettante  costanti  indeter- 
minate delle  corrispondenti  primitive.  In  conclusione  dunque 
non  v’  à equazione  differenziale  a due  variabili  , che  non 
ammetta  un  integrale  generale. 

CAPITOLO  XVIII. 

Integrazione  dell'  equazioni  differenziali  di  primo  ordine  a due 
variabili , immediata  o mediante  la  separazione  delle  variabili. 

622.  Quando  nell’ equazione 

Pdx  + Qdy  = 0 , (1) 

dove  P = q(x  , y)  e Q = . y) , si  veriGca  la  condizione 

dP  dQ 
dy  dx  * 

il  primo  membro  di  essa  è (n.°  613)  il  differenziale  della 
espressione 

y>  ,y]dx-\-/^lr[xa,y)dy+C , 0 yeTOi/^x  Pdx  Q»dy  -t-c. 
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Allora  dunque  avremo  senza  più  la  primitiva  generale  del-  ' j 

J’ equazione  (1)  eguagliando  a zero  questa  espressione  , cioè 
a dire  scrivendo  l’ equazione  ‘ j 

/ * <p(*  , y)dx  + 0 , y)dy  + C= 0 , 

t/  *0  Vo  |( 

o pure  M 

f*  Pdx  +/J  Qtdy  + C = 0.  " 

C23.  Fatta  poi  astrazione  da  questo  caso  , la  prima  idea  x 

che  si  affaccia  alla  mente  per  la  integrazione  dell’  equazio- 
ne (1)  è quella  di  separarne  le  variabili  , cioè  a dire  di 
ridurla  ad  un’  altra  della  forma 

dx$(x)  + dyf(y)  = 0 ; 

perchè  la  primitiva  completa  di  questa  è ad  evidenza 
fdx  $(®)  +fdy1r{y)  + C—  0. 

Ecco  ora  i principali  casi  nei  quali  tal  separazione  si  può 
effettuare.  >i 

II  primo  è quando  l’equazione  proposta  (I)  à la  forma 

AT dx+  XtY%dy=0  , 

dinotando  ( come  altre  volte  ) X , A”,  funzioni  della  sola  x , , 

ed  Y , Yt  funzioni  della  sola  y.  Infatti , dividendo  questa 
equazione  per  XtY , si  ha 

£*,+£*,=<) , | 

che  è una  equazione  a variabili  separate.  3 

624.  Il  secondo  caso  ha  luogo  quando  la  proposta  equa-  c 

zione  (1)  è omogenea  per  rapporto  allo  variabili.  Allora  di- 
notando con  Axhyk  , Bxmyn , . . . i coefficienti  di  dx  0 dy 
nei  vari  termini  dell’  equazione , avremo 

h + k = m+n=  - ■ ■ =g  , f 

esprimendo  con  g il  grado  costante  di  tutti  i termini  per 
rapporto  a x e y. 

Supponendo  y = zx,  i detti  coefficienti  divengono  < 

Ax^z  ~ Ax^zk  , Bxm~*~nzn  = Bx3zn  , . .. 
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acquistando  così  tulli  il  fallar  oomuue  a?.  Dunque  per  elTetto 
della  sostituzione  di  xx  ad  y la  proposta  equazione  si  voliera 
in  un’altra  che  si  potrà  dividere  per  x9  , e il  risultato  avrà 
da  prima  la  forma 

Zdx  + Ztdy*=0,  (*) 

dove  Z e Zl  esprimono  funzioni  della  sola  z ; ma  essendosi 
posto  y — zx  , si  ha  pure  dy  — zdx  + ccdz  : dunque  sosti- 
tuendo a dy  questo  valore , avremo 

Zdx-^-Z,(zdx-\-xdz)=i)  , cioè  (Z-}-Zlz)dx-ì-Zlxdz~ 0 , (3) 


equazione  le  cui  variabili  x e s si  separano  pel  caso  pre- 
cedente dividendola  per  m(Z+Zgz) , e diviene 


dx 

m ' 


Z,ds 


se  1 Z-\—2tZ 
Or  nell’integrale  di  quest1  ultima 


0.  (i) 

che  si  può  indicare  con 


ìx 


V 


Z,dz 


Z-hZ>z 


si  sostituirà  - a s , e il  risultamcnto  in  x , y e C sarà 
se 

l’equazione  primitiva  e completa  della  proposta. 

*Si  noti  che  se  nell’  equazione  (4)  si  riponesse  - in  vece 

se 

di  z , il  risultato  potrebbesi  tenere  desunto  dalla  proposta 
equazione  (1)  divisa  per  Px-\-Qy.  Infatti  l'equazione  (2), 
o la  sua  equivalente  (3)  si  è cavata  da  (1)  col  divider  que- 
sta (dopo  la  sostituzione  di  zx  ad  y)  per  a?  ; e in  seguito 
abbiamo  desunta  l' equazione  (4)  da  (3)  dividendo  questa  per 
x(Z-\-Ztz).  Dunque  l’equazione  (4)  può  in  sostanza  tenersi 
dedotta  dalla  (1)  dividendo  questa  per 

oc* . oc(Z+Zlz)s=x9 . x(^Z-\-Z^J=x?Zx-\-x3Z,y=z=Px+  (Jj. 

*625.  Conteremo  per  terzo  caso  quello  in  cui  l' equazione 
proposta  è di  primo  grado  rispetto  a x ed  y , come 

(«  -f  mx  + ny)dx  -f  (6  + yx  + yy)dy  = 0 . ( I ) 

Allora  supponendo 

a-=*  + u , y =j3-f  u , 
t 'ale.  Ini.  65 
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dove  u e v sono  due  nuove  variabili , ed  * e /3  due  costanti 
indeterminate,  avremo  dx  — du  , dy  — dv , e la  proposta 
equazione  diverrà 

(a+m#+«/3-f  mu+nv)du+(b-\-p*+qp+pu-{-qv)dv=< 0. 

Or  supponendo 

a-\-m%+ np=0  , b + px-\-qP  = 0 , (2) 

I’  equazione  precedente  si  riduce  all’  altra  omogenea 
(ma  + nv)du  + (pu  + qv)dv  = 0 , 

la  quale  , dopo  che  si  sarà  integrata  col  metodo  del  caso 
precedente , si  ridurrà  in  co  e y sostituendovi  per  uovi 
valori  x — *,  y — /3  , e per  * e j3  i valori  desunti  dall’e- 
quazioni  (2). 

*626.  Se  questi  valori  di  a e /3  risultassero  infiniti , come 
accade  quando  mq=np , cioè  a dire  quando  m : n ::  p : q , 
il  detto  metodo  d’ integrazione  sarebbe  in  difetto.  Ria  allora 
mediante  1’  equazione  mq  = np  si  può  eliminare  uno  dei 
coefficienti  m ,n  ,p  ,q  dalla  proposta  equazione  (1)  . e dopo 
ciò  basta  una  sola  in  vece  di  due  sostituzioni.  Eliminando 
per  esempio  q , il  risultato  si  può  scrivere  sotto  la  forma 

adx  + bdy  + [nix  + ny)  ^dx  -f-  ~dy^  — 0 > 
e basterà  porre 

mx  -f-  ny  = z , da  cui  dy  , 


a fine  di  separare  le  variabili  x e z.  Infatti  l’equazione  ri- 
sultante , sciolta  rispetto  a dx  dà 


dx 


[bm-\-pz)dz 
nt[a» — bm + (n  — p)  z] 


627.  Un  quarto  caso  e più  notevole  di  separazione  delle 
variabili  ha  luogo  nell’equazione 


dy  + Xydx  — X,dx  , ( 1) 

che  suol  dirsi  lineare  , per  essere  di  primo  grado  rispetto 
a y e dy  considerate  come  due  ignote  distinte. 

Supponiamo  che  il  valore  di  y in  x atto  a soddisfarla  sia 


y—uv  , 


(2) 
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dinotando  u e v due  funzioni  ignote  di  x.  Sostituendo  uv 
ad  y , ed  udv  + vdu  a dy  l’equazione  (1)  diverrà 

udv  + vdu  -J-  uvXdx  = X,dx  , 

o vero 

udv  + v(du  + uXdx)  — X,dx  , 

e insieme  con  questa  potremo  supporre  che  si  abbia  ancora 

du  + uXdx  = 0 , (3) 

per  esser  due  le  funzioni  da  doversi  trovare.  In  tal  modo  la 
prima  equazione  si  riduce  ad 

udv=Xidx,  (4) 

e mediante  la  separazione  delle  variabili  queste  due  ultime 
ci  danno  successivamente  u e v.  Infatti  le  variabili  u ed  x 
dell’  equazione  (3)  si  separano  col  semplice  dividerla  per  u , 
e dopo  ciò  integrando  si  à di  mano  in  mano 

lu  -\-f  Xdx  = le  , 1*  = — / Xdx  , u sas  ce~fXim  , 

dove  c esprime  una  costante  arbitraria.  Sostituendo  ora  que- 
sta espressione  di  u in  x nell’equazione  (4)  che  presenta  le 
tre  variabili  u , v , x , si  à 1' equazione 

cer-fXdx  (fv  _ Xtdx 

tra  le  due  v ed  x , le  quali  si  separano  dividendo  l’ equa- 
zione per  ce-P**.  In  questo  modo  si  ottiene 

dv  = - et1**  Xxdx  , o quindi  v = -f.  (JXJx  X,dx  + C. 

0 c 

Da  ultimo  dunque  , sostituendo  in  (2)  i ritrovati  valori  di  u 
e v , l’ integrale  completo  dell’  equazione  lineare  (1)  sarà 

t/ssr/1^  J ? eP**  J,  dx  + 

dove  si  è scritto  semplicemente  C in  luogo  di  cC  per  essere 
costanti  arbitrario  le  c e C scritto  nell’  espressioni  di  « e t'. 
Togliendo  ad  esempio  l’equazione 
dx 

dy  — my~  -f-  ndx  *=  0 , 
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che  si  presenta  in  alcune  quistioni  di  Meccanica  , si  à 
X =»  — — , I,=s — n , fXdx=*  — mix  = — l.xm  , 

X 


quindi 


g-fXdx  .jtfn  ) (Jldx  1 


f.elx<uX,dx 


/* — ndx 


6 dopo  ciò 

y = xm(  - + C')  = + Ca>m. 

\(m— l)jcm*  / m— 1 

*■628.  Finalmente  si  potrebbe  contare  per  quinto  caso 
quello  dell’  equazione  piò  generale 

dy  + Xydx  = dx  , 

trattata  pel  primo  da  Giac.  Bernoulli , e che  si  riduce  alia 
precedente  linoare  con  porre 

i 1 ì 

y— » — j ( donde  y=z~ fi  , e dy  = — 


Sostituendo  e riducendo  trovasi  l'equazione  lineare 

dz  — nXz$B  = — n Xtdx  ; t 

roa~per  la  formola  precedente  l’integrale  di  questa  è 

zt3=cn/xa*( c—  nf.  Xc"/**» dx)  , ( 

dunque  rimettendo  yT*  in  luogo  di  s , quello  della  proposta 
sarà  , 

nf.  Xt e*fXdx dx) . J 

Supponendo  nsssl  l’ equazione  di  Bernoulli  diviene  t 

dy  + Xydx  ss»  Xjy'da:  ; 

ora  è notevole  che  mentre  questa  h integrabile  sotto  forma  ( 
finita  mediante  la  separazione  delle  variabili , non  sia  tale 
(generalmente  parlando)  l’equazione 

dy  -f-  a®" dx  = hy*dx  , 

che  sembra  più  semplice  , e che  in  seguito  avremo  occasione 
d’ incontrare. 
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*629.  La  soluzione  del  cosi  detto  problema  della  traiettoria, 
celebro  in  sol  nascere  del  Calcolo  infinitesimale  , esige  or- 
dinariamente I’  integrazione  di  una  equazione  differenziale 
omogenea.  In  esso  problema  cercasi  la  curva  che  intersega 
sotto  un  angolo  dato  tutte  quelle  che  nascono  da  una  data 
equazione 

f[x,y,a)=±=0  (1) 

con  attribuire  al  parametro  a , costante  in  ciascuna  rispetto 
a a>  e y , tutti  i valori  possibili. 

Sia  * l’ angolo  dato  , e per  un  punto  qualunque  M della 
trajettoria  RMS  ( fxg.  90  ) dinotiamo  con  9 e { gli  angoli 
che  la  tangente  della  trajettoria  , e la  tangento  della  curva 
LMN  quivi  intersegala  formano  coll’asse  positivo  delle  a?. 
Avremo  per  una  cognita  forinola  di  Trigonometria 

tan  <0  — tan  4 

tan  * ss  ; 

1 tan  9 tan  -t 

ma  supponendo  rettangolari  gli  assi  coordinati  , la  derivata 

dell’equazione  (I)  dà  — — per  tangente  trigonometrica  del- 

dr 

dy 

V angolo  che  la  tangente  di  LiìlN  in  un  punto  qualunque 

dF 

fjjC? 

(co  , y)  forma  coll’  asse  OX , e quindi  dà  tan  4-  — — per 

du' 

l’ angolo  corrispondente  al  punto  M della  trajettoria  , ui  cui 
distingueremo  le  coordinato  con  ce'  c \f  ; e d’ altra  parte  la 

tangente  trigonometrica  di  9 è indicata  dal  simbolo  —,  : 

dunque  sostituendo  nell’equazione  precedente  quest’ espressioni 
di  tan  9 e tan  4- , e liberando  da  rotti  avremo 


(dF  dF  dy'\  dF_  dFdy' 

dy’  dx' dx'/  n* = dx'  dy' dx' 


(A) 


Questa  equazione  esprime  bene  la  condizione  che  la  cur- 
va RMS  intersega  l’altra  LMN  sotto  l’angolo  *;  ma  esprime 
ciò  rispetto  alla  sola  LMN , corrispondente  al  valore  di  a 


* 
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particolare  a questa  curva  : essa  dunque  si  potrà  tenere  per 
la  derivata  delia  trajettoria  supponendola  resa  indipendente 
da  a mediante  l’equazione  F[x'  , y , a)  = 0 , che  ha  luogo 
nel  tempo  stesso  perchè  ogni  punto  della  trajettoria  è comune 
ad  una  delle  curve  intersegate. 

*G30.  Merita  di  esser  distinto  il  caso  in  cui  l’angolo  dato  * 
è retto:  allora  la  trajettoria  diccsi  ortogonale,  ed- essendo 
tan*=  oo  , la  derivata  si  riduce  all'equazione 


dF  dF_  dy' 

dy'  dx'  dx' 


(B) 


che  nasce  dividendo  la  (A)  per  tan*  , e che  pur  si  dee 
rendere  indipendente  da  a. 

*631.  Supponendo  nullo  l’angolo  dato  , cioè  a dire  suppo- 
nendo tana=aO  , la  trajettoria  diviene  tangente  di  tutte  le 
curve  che  nascono  dall’equazione  (1) , e la  derivata  della 
trajettoria  tangenziale  si  potrebbe  avere  mediante  la  elimina- 
zione di  a tra  l’ equazioni 


dF  dF  dy'  „ , . . 

dx'  dy'  dx'~°  ' ,y  * a)  — 0 * 


ma  la  primitiva  ordinaria  o completa  di  tal  derivata , non 
risolverebbe  altrimenti  il  problema  , perchè  sarebbe  equiva- 
lente alla  stessa  equazione  F[ x'  , y'  , a)  = 0 , di  cui  l'altra 
è ad  evidenza  la  derivata.  Ciò  si  spiega  benissimo  , osservando 
che  in  questo  caso  la  trajettoria  non  è punto  diversa  dall’  in- 
viluppo ( n.°  289  ) delle  curve  nascenti  dall'equazione  (1)  prese 
come  inviluppate  , ed  anche  ( siccome  vedremo  appresso  ) 
dalla  soluzione  singolare  della  derivata , di  cui  l’ equazione 
F[x' , y' , a)  = 0 è l’ integrale  completo  ; quindi  con  vieppiù 
vantaggio  l’ equazione  finita  ( meglio  che  la  derivata  ) della 
trajettoria  tangenziale  si  può  avere , in  virtù  del  citato  n.° 
mediante  la  semplice  eliminazione  di  a tra  l’ equazioni 

9 x = o- 

*632  Per  dare  qualche  esempio  supponiamo 

F[x  , y ,a)<=axm—  y"  = 0.  (t) 

Avremo  '^=s  max’*—1 , 1 ; onde  l’equazione  (A) 
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( 


-f  mj *• — tanti  =ny*~ 1 — — 


dx 


max 


,m— 1 


ma  poscia  eliminandone  il  parametro  a con  sostituire  ~ in 
sua  vece  , si  avrà 


tan<x  = 


dy 

nx~my, 


(2) 


eh’  6 una  equazione  omogenea. 

Ciò  posto , se  per  venire  ad  un  caso  più  particolare  fac- 
ciamo m=n=\  , T equazione  (1)  diverrà  y — ax,  esprimendo 
così  tutte  le  rette  menate  per  la  origine  ; e d‘  altra  parie 
1’  equazione  (2)  diverrà 

(ydy  + xdx) tanx  = xdy — ydx  , 
ma  questa  , divisa  per  y'  + x%  si  cambia  nell’ altra 


ydy  -(-  xdx 


tan*: 


xdy — ydx 


y*-{-x*  ' 

dove  le  frazioni  esistenti  nei  due  membri  sono  i differenziali 
esatti  di  l.Y^x*-\-y*  , ed  are.  tan  ^ : dunque  integrandola 
si  avrà  per  suo  integrale  completo 


tan  x.l 


\/ x%  y* 


are . tan 


Or  facilmente  vedremo  che  questa  equazione  esprime  una 
infinità  di  spirali  logaritmiche  aventi  per  polo  comune  l'ori- 
gine delle  coordinate  : infatti , passando  dalle  coordinate  rettan- 
golari alle  polari  mediante  le  formolo  x=r coso? , y=rsen® , 
trovasi 


tan*. /■£  = ®,  donde  — a >cot*  ; 

e quindi  passando  dai  logaritmi  ai  numeri  avremo  l’ equazione 

r = Ce“cola  , 

che  per  essere  C una  costante  arbitraria  esprime  infinite  spi- 
rali logaritmiche. 
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* G33.  Supponiamo  ora  che  la  traiettoria  debba  essere  orto- 
gonale. L' equazione  (B)  diverrà  nxdoò  + mydy—  0 , ed  avrà 
per  integrale 

nx*  -f-  my*  = C ; 

ma  secondo  che  m ed  n hanno  segni  simili  o contrarii  que- 
sta equazione  esprime  una  inGnità  di  ellissi  o d' iperbole  , 
simili  , similmente  poste  e concentriche  ; e d’  altra  parte 
l’equazione  (1)  esprime  una  infinità  di  parabole  o d’iper- 
bole : dunque  le  dette  ellissi  o le  dette  iperbole  avranno  la 
proprietà  di  tagliare  ad  angoli  rotti  queste  parabole  o que- 
st’altre  iperbole. 

*634.  Siccome  casi  vieppiù  speciali  di  trajeltorie  ortogonali 
noteremo:  1.°  che  quando  m = n*=l  , l’equazione  della 
trajettoria  diviene  x%  -f-  y*  = C , esprimendo  così  dei  cerchi 
aventi  per  centro  la  origine  delle  coordinale , e l’equazione  (1) 
ritorna  y=ax  e dinota  le  rette  menate  per  la  detta  origine, 
e perpendicolari  evidentemente  alle  circonferenze  di  quei 
cerchi  ; 2.°  che  quando  tn=1  ed  n—  — 1 , l’equazione  della 
trajettoria  diviene  x'  — y* ss  C , e l’equazione  (1)  diviene 
axy  = \ : di  che  nasce  che  le  iperbolé  equilatere  aventi  per 
asintoti  gli  assi  coordinati  , vengono  tagliate  ad  angoli  retti 
dalle  iperbole  equilatere  aventi  per  asintoti  le  bisecanti  degli 
angoli  compresi  da  tali  assi , a simiglianza  di  ciò  che  avviene 
dei  rispettivi  asintoti. 

* CAPITOLO  XIX. 

Ricerca  del  fattore  atto  a rendere  immediatamente  integrabile 
una  qualunque  equazione  differenziale. 

635.  Una  equazione  differenziale  a due  variabili  che  non 
è il  differenziale  immediato  di  un'altra  può  divenir  tale  ove 
si  moltiplichi  per  una  certa  funzione  delle  variabili.  Così 
1’  equazione 

ydx — xdy = 0 moltiplicata  per  — diviene  xdy  0 , 

che  è l’immediato  differenziale  dell'equazione  -=C.  Laonde  , 

se 

siccome  l’ equazioni  differenziali  immediate  possono  integrarsi 
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( n. 613  ) indipendentemente  dalla  separazione  delle  variabili , 
sarà  utile  dimostrare  generalmente  l’ esistenza  di  quel  fattore, 
o trovar  poscia  , se  non  altro , l’ equazione  differenziale  che 
lo  determina. 

Sia  al  solilo 

Pdco  + Qdy  =>  0 (1) 

la  proposta  equazione  differenziale  , ed  avendo  dimostrato 
( n.°619)  che  ammette  sempre  un  integrale  completo  la  cui 
forma  generale  sarebbe  F[eo  , y , C)=  0 , ci  sarà  lecito  sup- 
porre che  questo  integrale  sia  ridotto  alla  forma 

« = C , 

dinotando  u una  funzione  di  x e y.  Allora  il  differenziale 
immediato  di  questa  equazione , cioè 

« 

e l'equazione  (1)  dovendo  essere  di  accordo  fra  loro,  i va- 
lori di  cavati  da  esse  , e il  primo  dei  quali  è indipen- 
dente da  C come  il  secondo,  saranno  eguali  uno  all'altro, 
cioè  a dire  sarà 


i Ih  du  P . ..  du  n du  „ 

— e quindi  — : P=—  : (>. 

dx  dy  Q ^ dx  dy 


Ora  ponendo 

du  _ 

du 

• 

t : / =c=x : 

dx  dy 

avremo 

e per  conseguenza 

du 

(3) 


v[Pdx  ■+■  Qdy)  — '~dx+(^dy=sdu  = 0 . (4) 

Adunque  il  fattore  v , in  virtù  di  cui  la  proposta  equazione 
diveota  il  differenziale  immediato  di  un'altra  u—C,  ha  una 
esistenza  egualmente  certa  che  quest’  altra  ; c laddove  que- 
st’ altra  fosse  cognita  , quel  fattore  sarebbe  determinato  da 
una  dell’ equazioni  (3). 

Cale.  Ini.  66 
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636.  Passando  ora  alla  ricerca  della  equazione  che  deter- 
mina t)  indipendentemente  dall’  integrale  generale , osserviamo 
die  per  essere  l' equazione  (4) , ossia  vPdx  -f  vQdy  = 0 un 
differenziale  immediato  , è necessario  e sufficiente  (n.°  643) 
che  si  abbia 

d.vP d.vQ 

dy  dx  ' 

cioè  a dire  , sviluppando  le  differenziazioni  indicate  , 


Questa  dunque  è l’equazione  atta  a determinare  il  cercato 
fattore  v ; se  non  che , la  medesima  essendo  a differenze  par- 
ziali quando  v dee  contenere  nel  tempo  stesso  co  e y , la  sua 
integrazione  sarà  , generalmente  parlando  , più  difficile  che 
non  6 quella  della  proposta  equazione. 

637.  Quando  poi  v non  dovesse  racchiudere  che  una  sola 
variabile , per  esempio  co , la  sua  determinazione  si  ridurrebbe 

alle  quadrature  ; perchè  allora  ^ svanirebbe  , e l’ equazione 

precedente  ci  darebbe  tra  differenziali  ordinarii 

t-KS-©*-  « 

Si  vede  nel  tempo  stesso , che  la  condizione  da  verificarsi 
acciò  il  fattore  v contenga  soltanto  x è che  l’ espressione 


sia  parimente  una  funzione  della  sola  x ; e in  questo  caso 
indicandola  per  brevità  con  , l’ equazione 

dv  /*x 

— = dx$(x)  dà  subito  v = c,'x.dx^*K 


Dopo  ciò  , l’equazione  (1)  moltiplicata  per  questo  valore  di  v, 
e poscia  integrata  col  procedimento  del  n.°  643  dà 


J**  .Pcf^iWdx  + Qody  -f-  C = 0 . 


La  discussione  sarebbe  la  stessa  pei  fattori  che  potessero 
essere  funzioni  della  sola  y. 
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638.  Quando  1'  equazione  da  integrarsi  è posta  sotto  la 
forma  dy  -J-  Pdx  = 0 , o che  torna  lo  stesso  , quando  nel- 
l’ equazione  (t)  si  suppone  Q=  1 , la  forinola  (7)  si  riduce 

dP 

a — , e però  la  condizione  che  devesi  verificare  acciò  quella 

equazione  moltiplicata  per  una  funzione  della  sola  x divenga 

un  differenziale  immediato,  si  riduce  a dire  che  — sia  indi- 

d'J 

pendente  da  y ; ma  questo  si  vcriGca  supponendo  P=Xy+  Xt , 
ed  allora  — — X : dunque  l’equazione 

dy  -f-  (Xy  -J-  X,)da>  = 0 

diverrà  un  differenziale  immediato  se  si  moltiplichi  per  cSXix. 
£ chiaro  infatti  che  1’  equazione 

fjìdx  jy  _j_  ycfxdxxdao  -f-  </ldx  Xjdx=  0 
è P immediato  differenziale  dell’  altra 


yePu*  +/.  fJXdxXtdco  = C , 

la  quale  per  ciò  vuol  tenersi  come  integrale  completo  dell’  o- 
quazione 

dy  + Xydx  -f-  Xtda>  = 0 , 
di  accordo  con  ciò  che  si  è detto  nel  n.°  627. 

639.  É utile  osservare  che  quando  fosse  nota  una  espres- 
sione del  fattore  v , sarebbe  agevole  dedurne  infinite  altre. 
Infatti  essendo  v(Pdx  -f-  Qdy)  «=  du  , moltiplicando  per  una 
funzione  qualunque  di  u , avremo 

vf{u)  ( Pdx  + Qdy ) = f(u)  du  ; 

ma  il  secondo  membro  di  questa  equazione  si  reputa  esser 
sempre  un  differenziale  immediato  : dunque  lo  sarà  egual- 
mente il  primo , e per  ciò  anche  vf{u) , che  può  variare 
all’  infinito  con  f(u) , sarà  un  fattore  in  virtù  di  cui  la  pro- 
posta equazione  (1)  diventa  un  differenziale  immediato. 

640.  In  virtù  dell’equazione  (4)  si  ha 

Pdx  -f"  Qdy  = * du  = 0 . 


Dunque  la  proposta  equazione  sarà  egualmente  soddisfalla 
dall'  equazione  tt  sa  C che  nasce  dal  porre  du  = 0 , e dalla 
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equazione  - = 0 ; ma  la  prima  di  queste  ne  sarà  T integrale 

generale , e l' altra  un  integrale  singolare  se  non  è contenuto 
nella  prima.  Così  nell'esempio  ydx — xdy  — 0 recato  da 

y i , • y 

principio,  e pel  quale  «=-,  , I equazione -=  C , 

o che  torna  lo  stesso  , y = Cx  b V integrale  completo  ; ma 

ì = j!*  = 0,  non  è altrimenti  un  integrale  singolare,  perchè 

nasce  dal  completo  ponendo  C = oo . Or  1’  equazione  u = C 
avendo  per  conseguenza  necessaria  l’equazione  /(«)  = Cost. , 
e quest’  ultima  ottenendosi  dall’  eguagliare  ad  nna  costante 
arbitraria  il  rapporto  dei  due  fattori  vf(u)  e v , potromo 
affermare  che  quando  si  conoscono  due  fattori  distinti  che 
rendano  differenziale  immediato  una  equazione  differenziale  , 
sì  avrà  ì integrale  completo  di  questa  eguagliando  il  rapporto 
di  tali  fattori  ad  una  costante  arbitraria. 

641.  Termineremo  questo  capitolo  facendo  osservare  , che 
quando  l'equazione  Pdac -}-  Qdy  = 0 è omogenea  per  rapporto 
alle  variabili  x e y,  essa  diviene  un  differenziale  immediato 
se  si  divide  per  Px+Qy.  Infatti  l'equazione 


dx  Ztdz 
x *’  Z+ZiZ 


0, 


che  nel  n.°  621  si  ebbe  in  vece  della  prima  col  porre  y=s zxx 
e che  ad  evidenza  è un  differenziale  immediato  , si  vide  in 
quel  n.*  non  esser  altro  che  il  risol  tato  della  divisione  del- 
l’ equazione  Pdx  -f-  Qdy  = 0 per  Px  + Qy.  Or  combinando 
questa  osservazione  con  quello  che  abluam  detto  nel  n.° 
precedente,  si  desume  che  se  l’equazione  Pdx+Qdy  — 0 è 
insieme  un  differenziale  immediato  ed  un’equazione  omogenea, 
il  suo  integrale  completo  sarà  Px+  Qy  ; perchè  in  tal 

caso  l’unità  e la  funzione  sou  wc  due  (allori  distinti 

che  la  rendono  un  differenziale  immediato. 
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♦CAPITOLO  XX. 


Integrazione  dell  equazioni  di/fercnziali  di  primo  ordine , ma 
di  grado  superiore  al  primo  rispetto  ai  differenziali. 

642.  Divisa  la  proposta  equazione  per  la  potenza  di  dx 
indicata  dal  grado  dell’  equazione  per  rapporto  ai  differen- 
ziali , ammettiamo  per  1°  caso  che  la  risultante  equazione  de- 
rivata possa  risolversi  rispetto  a Si  avranno  cosi  varie 

equazioni  di  primo  ordine  insieme  e di  primo  grado  , che  si 
procurerà  integrare  ad  una  ad  una  coi  melodi  innanzi  di- 
chiarati. Or  supponendo  che  l’ equazioni 

f[x,y,c)=0  , Ft(x,y,cl)  = 0 , F,(x,y,ct)=  0 .... 

siano  questi  diversi  integrali,  e che  in  esse  le  c,ct  ,c, 

dinotino  le  rispettive  costanti  arbitrarie  , è chiaro  che  tali 
equazioni , sia  considerate  separatamente  , sia  moltiplicate  in 
qualunque  numero  tra  esse  costituiranno  altrettante  soluzioni 
della  proposta  ; talché  la  soluzione  più  generale  di  questa 
sarà  il  prodotto  di  tutte , cioè  a dire 

F[so,y  .^.F^x ,y  ,ct).F%{aB  ,y,ct). . . =0.  (1) 

643.  Importa  però  osservare  che  le  costanti  c , c,  , c,  , ... 
possano  aversi  come  equivalenti  ad  una  sola,  conforme  al  prin- 
cipio dichiarato  nel  n.°  615  ; talché  basterebbe  surrogare  c 
ad  ognuna  delle  altre.  Infatti , non  potendo  veruno  dei  cen- 
nati  prodotti  soddisfare  alla  proposta  equazione  senza  sup- 
porre che  abbia  luogo  alcuna  delle  equazioni 

F{a, y,e)a=0  , Ft{x .y.cJsasO  , F,(co  ,y,c,)ss  0 

e i simboli  c , ct  , c,  , ...  non  esprimendo  particolari  quan- 
tità costanti , ma  ognuno  potendo  ricevere  tutti  i possibili 
valori  costanti , ne  segue  che  il  significato  dell’equazione  (t) 
non  sia  più.  esteso  del  significato  dell’ altra 

,y  ,c).Ft(x  ,ytc).F,[x,y  ,c) . ..  =0.  (2). 

La  Geometria  analitica  viene  molto  a proposito  in  appoggio 
di  questa  conclusione  : poiché  l' equazione  fi)  esprime  , com’  è 
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noto,  il  sistema  di  tutte  le  linee  rappresentale  ad  una  ad 
una  dall’ equazioni  separate 

F(x,y,c)=0  , F, (x,y  ,ct)=*0  , F%(x  ,y  ,c%)  = 0 , . . . 

anzi , diremo  meglio , il  sistema  di  tutte  le  famiglie  delle  linee 
rappresentale  da  tali  equazioni  ; perchè  ognuna  può  darne 
infinite  per  gl’infiniti  valori  particolari  e costanti  che  pos- 
sono attribuirsi  alle  c ,cI  , c,  — Or  niente  di  meno  esprime 
1'  equazione  (2) , quando  si  rifletta  che  in  ciascuno  dei  suoi 
fattori  il  simbolo  c (benché  in  tutti  lo  stesso)  può  ricevere 
tutti  i possibili  valori  costanti. 

du*  (fu 

644.  Sia  per  esempio  l’equazione  ~=a*,  donde  — = dza. 
Si  avranno  i due  integrali  separati 

y = ax  + C , y=  —ax+  C,  , 
e quindi  ancora 

(y— ax  — C)[y  + ax-—Ct)  = Q , 

o più  semplicemente  e con  eguale  generalità 

(>j — ax — C)(y  + ax — C)  = (y  — C)' — a*x*~  0. 

Questo  medesimo  risanamento  sarebbesi  ottenuto  supponen- 
do dy=-mdx.  Per  tal  mezzo  il  proposto  esempio  dà  m*=o*, 
c ciò  assicurandoci  che  m sia  costante  , ne  segue  che  l’ in- 
tegrale della  supposta  equazione  dy  = mdx  sia  y = mx  + C , 
onde  la  eliminazione  di  m tra  l' equazioni 

m*=o*  ed  y = mx  -f-  C 

ci  darà  il  medesimo  risultamento  di  pocanzi.  E qui  giova 
osservare  come  ogni  equazione  la  quale  non  contenga  le 
variabili  , ma  i soli  differenziali  di  esse  , ammette  questa 
maniera  d’integrazione. 

645.  Ponghiamo  per  2.°  caso  che  1*  equazione  derivata  , 
emergente  dalla  proposta  equazione  differenziale  , non  possa 

risolversi  per  rapporto  a ~ , ma  sì  bene  per  rapporto  ad  y 

dCC 

o ad  x.  Si  dovrà  allora  considerare  l'una  o l’altra  forma  di 
equazione 

ys=<>(a?,p)  , x = ±(y,p),  (3) 
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dove  P—~£-  Nell' una  e nell’ altra  la  differenziazione , o poscia 

la  sostituzione  di  pdx  a dy  , o di  j-  a dx  condurranno  ad  una 

equazione  di  primo  ordine  e di  primo  grado  tra  p ed  x , o 
pure  tra  p ed  y.  Or  se  fia  lecito  trovare  di  questa  equazione 
un  integrale  che  sia  distinto  dalla  proposta  equazione  deriva- 
ta , e che  possiamo  indicare  con  una  delle  due  forme  generali 

$(®  , p , C)  = 0 , fQ/  , p , C)  = 0 , 

basterà  eliminare  p tra  l’ una  o l'altra  di  queste  e la  corri- 
spondente derivata  (3)  per  avere  il  cercato  integrale  completo 
di  quest’uìtima.  Ed  è chiaro  che  questo  metodo  si  riduce  ad 
una  quadratura , allorché  il  secondo  membro  di  una  dell’  e- 
quazioni  (3)  non  contiene  che  la  variabile  p , ossia  quando 
la  proposta  equazione  differenziale  contiene  una  sola  delle  due 
variabili  oo  , y oltre  ai  differenziali  di  tutte  due. 

646.  Appartiene  a questo  caso  l’equazione 

V—px+f[p)  . 

che  merita  una  speciale  attenzione  per  la  singolarità  di  po- 
tersi integrare  mediante  la  differenziazione , e che  dicesi 
equazione  di  Clairaut  dal  nome  del  geometra  che  fa  il  primo 
ad  occuparsene.  Essa  infatti  differenziata  dà 

dy  = pdx  -f  xdp  -f  f’{p)  • dp  ; 
e quindi , per  essere  dy  = pdx  si  riduce  a 
0 = [®4  f\p]\dp. 

Or  questa  equazione  può  essere  soddisfatta  in  due  modi  : 

1. °  ponendo  dp= 0 si  ha  p — C , e quindi  sostituendo  C 
a p nella  proposta  si  à per  integrale  completo  di  essa 

y=Cx  + f[C)  ; 

2. °  ponendo  x-\-f'(j))  = 0 , non  resta  che  ad  eliminare  p 
tra  questa  equazione  e la  data  senza  veruna  integrazione.  Intan- 
to, siccome  il  valore  di  p fornito  dall’equazione  x +r(P)= « 
è senza  dubbio  variabile  ; e ciò  che  nasce  sostituendolo  nella 
proposta  , non  differisce  punto  da  ciò  che  nascerebbe  sosti- 
tuendolo invece  di  C nell’integrale  completo  y—Cx-\- {{€), 
è palese  che  l’ integrale  così  trovato  non  è altrimenti  un  in- 
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tegrale  particolare  della  data  equazione  , ma  in  vece  un  in- 
tegrale singolare  ( n.*  617  ). 

647.  Trovasi  una  equazione  della  forma  y = px  -f-  f[p) 
nella  ricerca  della  curva  , dove  il  prodotto  delle  perpendico- 
lari abbassate  su  qualunque  di  lei  tangente  da  due  punti  dati 
è costante. 

Dinotiamo  con  Se  la  distanza  dei  due  punti , e per  b * 
il  prodotto  costante  delle  due  perpendicolari.  Prendiamo  per 
asse  delle  x la  retta  che  unisce  quei  punti  , e per  origine 
delle  coordinate  il  punto  medio  di  essa.  L'equazione  alla  tan- 
gente di  una  curva  qualunque  nel  punto  (x  , y)  essendo 
( n.°  234),  y'  — y = p(x' — x) , e la  espressione  della  per- 
pendicolare abbassata  dal  punto  (*  , /3)  sopra  una  retta  in- 
dicata dall’equazione  y'^anx'+m  essendo  (com'è  noto  dalla 
Geometria  analitica) 

0 — n* — m 

l/l-J-n* 

avremo  le  forinole  delle  due  perpendicolari  abbassate  dai  punti 
dati  sulla  tangente,  surrogando  nella  recata  espressione  p ad 
n , y — px  a m,  e inoltre  sostituendo  per  a e /3  una  volta  c e 0 
e un’altra  volta  — c e 0 ; e il  prodotto  di  tali  forinole  sarà 
(y—  yx)'— c'p' 

l-t-p* 

Ma  siccome  le  due  perpendicolari  debbonsi  considerare  di 
segni  simili  o pur  diversi,  secondo  che  suppongonsi  cadere 
da  una  stessa  parte  o da  parti  opposte  della  tangente,  così 
1'  equazione  derivata  della  curva  richiesta  sarà 

(y— pX)*—cy .. 

1 +pa 

Or  questa  equazione  risoluta  per  rapporto  ad  y , e sup- 
posto per  brevità  rfcò*-}- c*  — a* , ci  dà 

y = px±;  V a*p' ± 6*  , (4) 

che  è un.  caso  particolare  dell’ equazione  i/=p;r-f-/(p).  Per- 
tanto col  differenziarla  avremo 


°'p  \ 

Vay^b’J 


0 
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y=Cx±\/a'Ct±b'  , 


che  nasce  dal  porre  dp= 0,  e quindi  p = C.  Se  non  che 
questa  equazione  non  esprimendo  altrimenti  una  curva  , ma 
sì  bene  una  infinità  di  rette  , si  scorce  che  la  genuina  so- 
luzione del  problema  verrà  fornita  dalla  curva  di  cui  tulle 
queste  rette  sono  tangenti.  Ora  appunto  questa  curva  si  ot- 
tiene adoperando  1’  altro  modo  di  soluzione  , vai  dire  ponendo 


l /a»p»±:fc* 


ed  eliminando  p tra  questa  e l'equazione  (1). 

Per  effettuare  agevolmente  questa  eliminazione  si  eguaglino 
da  prima  tra  loro  i valori  del  radicale  tratti  dalle  due  equa- 
zioni ; c il  risultamento  liberato  da  rotti  sarà 

x\j  = p[x'  — o*). 

D'altra  parte  l’equazione  (2)  partita  in  due  membri  , e po- 
scia liberata  da  radicali  e da  rotti  dà 

±6V  = «y(a‘— *•)  ; ì 

il  perchè , dividendo  membro  a membro  il  quadralo  della 
precedente  equazione  per  quest’  ultima , sarà 


4C»  U» 

o vero  — f- 

a*  6* 


1. 


Or  da  questo  risultato,  sostituendovi  ±b'-bc%  in  luogo 
di  a'  , venghiamo  a conoscere  che  quando  b è minore  di  c 
la  curva  richiesta  potrà  essere  una  ellisse  o pure  una  iper- 
bole , secondochè  Vogliasi  che  le  perpendicolari  alla  tangente 
cadano  da  una  medesima  parte  o da  parti  opposte  di  essa  ; 
ma  non  potrà  essere  che  una  ellisse  quando  b è maggiore 
di  c.  I punti  dati  saranno  sempre  i fuochi  della  curva  ; sa- 
ranno poi  |/ò*  -f-  c*  e b i semiassi  maggiore  e minore  della 

ellisse , c V c* — b e b i semiassi  trasverso  e non  trasverso 
o , come  altri  dicono  , immaginario  dell'  iperbole. 

648.  Anche  quando  un’equazione  differenziale,  di  grado 
superiore  al  primo  rispetto  ai  differenziali  . non  conduce  a 
una  derivata  della  forma  discussa  nel  n.°  646  , accade  qual- 
Cale.  Ini.  67 
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die  volta  che  per  integrarla  giovi  cominciare  dal  prenderne 
il  differenziale  , potendo  incontrare  che  il  differenziale  di 
secondo  ordine  così  ottenuto  si  presti  facilmente  ad  una  com- 
pleta integrazione  ; e .noi  col  fine  di  compiere  la  bella  ricerca 
intrapresa  nel  n.°  396,  vorrem  dare  un  esempio  dell’indicato 
procedimento  sull’  equazione 


Axydy*  -f-  (Bx* — Ay* — AB)dxdy — Bxydx'=0  , (1) 

che  appartiene  alle  proiezioni  ( sul  piano  delle  xy  ) delle  linee 
di  curvatura  dell' ellissoide  espressa  dall' equazione 


=>  1 , 


j • ^ ^ a* (a* — b ) _ 6*  a'-6' 

dove  si  suppone  a>b>c,  A=  — -,  B = — -• 

rr  a‘—c * b » — e» 

Differenziando  l’equazione  (1)  si  ha 
dny[ÌAxydy-j-{ Bx* — Ay* — AB)dx]-\-[Ady*-\-Bdx*)  (xdy—ydx)=0  , 

ma  l'equazione  (1)  dà  {Bx*—Ay'—AB)dx^^—~.Axydy%  , 

dunque  la  precedente  potrà  ridursi  a quest’  altra 

{Ady*  -f-  Bdx*)  [xyd*y  -}-  [xdy — ydx)dy\  — 0 , 

e non  potendo  esser  nullo  il  primo  fattore  che  per  la  natura 
di  A e B è essenzialmente  positivo,  bisogna  che  sia  tale  il 
secondo.  Or  questo  diviso  per  x*  ci  dà  1’  equazione 


il  cui  primo  membro  è palesemente  il  differenziale  del  pro- 


dotto — dy  ; dunque  integrando  avremo  l’equazione 


|dt/  = oe<k>,  (2) 

dove  <x  esprime  la  costanto  arbitraria  , e vedesi  moltiplicata 
pel  differenziale  dx , egualmente  costante  , affine  di  conser- 
vare nell’equazione  l’omogeneità  dei  due  membri. 

Dalla  stessa  equazione  (2)  si  desume 

ydy=*xdx  , e integrando  y*  = kb* p , (3) 

dinotando  (3  un’  altra  costante-  In  questo  risultato  vi  à una 
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costante  di  troppo  , perchè  l' equazione  che  traltavasi  di  in- 
tegrare non  era  che  di  primo  ordine  ; ma  noi  dobbiamo  ri- 
tenere (a)  che  per  la  sostituzione  dei  valori  di  y e dy  , ca- 
vati dall’equazione  (3)  e sua  differenziale  nella  (1)  , debbano 
svanire  x e dx  , e restare  una  equazione  fra  * e j3.  Cosi 
difatti  accade  , e nel  caso  nostro  si  ottiene 

A*t 3 + fi/3  + AB x = 0 , d'  onde  /3  = . (4) 


talché  sostituendo  in  (3)  questo  valore  di  /3  , non  rimane 
arbitraria  che  la  sola  *.  Questa  però  non  è tale  che  sino  a 
quando  si  tratta  di  soddisfare  solamente  all'equazione  (1)  , 
ma  cessa  di  essere  arbitraria  quando  si  suppongono  cogniti! 
le  coordinate  x'  , y della  proiezione  del  puuto  della  ellissoide 
pel  quale  si  domandano  le  linee  di  curvatura  , e noi  andiamo 
a vedere  che  da  ciò  nasce  una  equazione  atta  a determi- 
nare * , e che  fornisce  per  questa  costante  due  valori  di 
segni  contrarii  : circostanza  importante  a verificare  , perchè 
annunzia  che  le  due  linee  di  curvatura  , relative  ad  un  me- 
desimo punto  dell’  ellissoide  , restano  projetlatc  in  due  curve 
coniche  di  specie  opposta  sul  piano  degli  assi  medio  e massimo. 
Infiliti , sostituendo  nell’  equazione  (3)  le  coordinate  x’  , y , 
e il  trovato  valore  di  /3  in  * , avremo 


AB * 

À 7+H  ’ 


(a)  Il  dovere  una  equazione  tra  x , y , c due  o più  costanti  , che 
dinotiamo  con  F(x  ...)  = 0 soddisfare  ad  una  data  equa- 

zione derivata  di  primo  ordine  f[x  ,y,p)  = 0 , conduco  sempre  ad 
una  equazione  tra  * , p ...  Difatti , avendosi  insieme  le  cinque  equazione 

. F,(x,y,p,*,p,...)  = 0 , F,(x,y,p,q,*,i S,...)=0, 
f[x  ,y  , p)=0  , fi[x  , y , p , y)=0  , 

dove  p e q indicano  le  derivate  di  primo  e di  secondo  ordine  di  y , 
1’  eliminazione  di  x , y , p e q dee  necessariamente  fornire  una  equa- 
zione fra  * , p , ...  ; ma  quando  siesi  certo  , come  nel  caso  nostro  , 
che  l’equazione  ft  — 0 nascerebbe  per  la  eliminazione  di  « e /3  dalle 
tre  prime,  allora  si  può  fare  ammeno  dell’ equazioni  f,  = 0 e F,  = 0 
c basta  eliminare  y e p tra  V equazioni  F=0  , Ft—  0 , f=  0 ; chè  x 
svanirà  da  sè , e il  risultato  sarà  pure  una  equazione  tra  « , /S  , .... 
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donde  con  risolvere  questa  equazione  di  2°  grado , nasce 


Ay,t—Bx'*-hAB±V/[Ayl*—Bx'*-\-AB)%-\-AABx,‘y't 
}Ax'*  ’ 


(5) 


ora  il  termine  bABx'*y'*  essendo  necessariamente  positivo,  è 
palese  che  la  parie  irrazionale  di  * sorpassa  la  razionale , e 
che  però  i due  valori  di  * sono  di  segni  contrarii. 

Passando  ora  alla  costante  /3  , faremo  vedere  che  il  se- 
gno di  essa  tornerà  sempre  contrario  a quello  di  a.  Infatti 
l’ equazione  (4)  mostra  da  prima  che  quando  * è positiva  /3 
esser  dee  negativa.  Inoltre  il  valor  negativo  di  « rende  ad 
evidenza  positivo  il  numeratore  della  frazione  /3  *,  ma  lo  stesso 
dee  anche  dare  , perchè  questa  condizione  equivale 

all'  altra 


At/*+Bx*+AB>V{Ayn—Bx't+AB)'+UBa>y 

che  mercè  l’ innalzamento  dei  due  membri  a quadrato  , e le 
ovvie  riduzioni  si  scorge  soddisfatta  da  per  se  stessa  : dun- 
que (3  sarà  positiva  quando  « è negativa  , e viceversa  ; di 
che  trarremo  che  per  ogni  punto  dell’  ellissoide , le  proiezioni 
delle  corrispondenti  due  linee  di  curvatura  sul  piano  degli 
assi  medio  e massimo  , vengano  espresse  da  due  equazioni 
della  forma 

y'r=*'of  — p , ed  0*  =— 

e che  però  le  dette  linee  sieno  proiettate  in  una  iperbole  e 
in  una  ellisse  , concentriche  all’ellisse  principale  sita  nef  detto 
piano , e di  assi  che  in  quanto  alla  direzione  coincidono  cogli 
assi  di  questa  curva  , e in  quanto  alla  grandezza  restano 
determinati  dall' equazioni  (i)  e (5). 
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CAPITOLO  XXI. 


Integrali  o soluzioni  singolari  dell’  equazioni  differenziali 
di  primo  ordine. 


G49.  Abbiamo  già  detto  nel  n.°  617  che  si  dà  questo  no- 
me all’  equazioni  primitive  , che  nou  si  possono  desumere 
dall'  integrale  completo  mediante  un  particolare  valor  costante 
attribuito  alla  costante  arbitraria.  Per  contrario  dunque  fa- 
remo qui  vedere  , che  lo  soluzioni  singolari  possano  dedursi 
dall'  integrale  completo  , con  sostituire  alla  costante  arbitraria 
una  conveniente  funzione  delle  due  variabili  o di  una  sola  , 
senza  che  il  risultamento  lasci  per  ciò  di  soddisfare  alla 
proposta  equazione  differenziale. 

Dinotiamo  al  solito  con 

Pdx  + Qdy=0  (I) 

questa  equazione  , e siane 


(2) 

1*  integrale  completo.  Ciò  importa  che  eliminando  C tra  le 
due  equazioni 


f[x  , y , C)  = 0 


— — o 

dx  dy  dx 


(3) 


si  abbia  un  risultamento  identico  o di  accordo  coll’  equazio- 
ne (1).  Or  questo  fatto  può  aver  luogo  anche  quando  C sia 
una  funzione  di  ao  e y convenevolmente  determinata  ; impe- 
rocché , sebbene  in  questo  caso  in  vece  dell’  equazione  (3) 
ai  abbia 


(JF  £F  rfy  /<*£  d£rfy\  _ 

dx  dy  dx  dC  \dx  dy  dx) 

pure  da  questa  , scritta  sotto  la  forma 

dFdy_ dF  _ dF/dC  dC  dy\ 

. dy  dx  dx  dC\dx  dy  dx)  ’ 

....  dF  . . 

e poi  divisa  per  — si  a 


rfy  dF  dF  dF/dC  dC  dy\  dF 

dx  dx  dy  dC\dx  ‘ dy  dx)  ' dy  ’ 


(*) 
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or  queste  espressioni  di  -p  coincideranno  , e quindi  l’ equa- 


zioni (3)  e (4)  saranno  identiche  , se  si  determini  C in  funzione 
di  x e y per  modo  che  torni  soddisfatta  luna  o l’altra  delle 
. due  equazioni 


Quando  la  fanzione  F[x  , y , C)  è algebrica  , e libera  da 
radicali  e da  denominatori  variabili  , la  seconda  di  queste 
equazioni  non  ammette  soluzioni  ; ma  generalmente  le  di- 
verse trasformazioni  praticabili  nell’  equazione  (2)  potendo  far 
comparire  o sparire  denominatori  o radicali , hanno  per  ef- 
fetto l'introdurre  in  una  di  quelle  due  equazioni  le  soluzio- 
ni che  spariscono  dall’altra.  Altronde  convien  riflettere  che 
(IF 

quando  la  derivata  — diviene  infinita  , dee  in  generale  av- 
venir lo  stesso  della  derivata  ~~  , senza  di  che  sarebbe 

dx  dx 

in  virtù  di  (3)  costantemente  zero  in  vece  di  esser  variabile. 

È conseguenza  di  ciò  che  abbiamo  detto , che  eliminando  C 
fra  l’equazione  (2)  ed  una  dell’ equazioni 


(5) 


il  risultato  , che  possiamo  indicare  colla  equazione  9(a\j/)=»0, 
sia  una  soluzione  singolare  dell' equazione  differenziale  (1) 
quante  volte  esso  non  si  confonda  con  qualche  integrale  par- 
ticolare : come  avverrebbe  quando  il  valore  di  C desunto  da 
una  dell’ equazioni  (5)  fosse  o si  riducesse  ad  una  costante 
in  virtù  dell’  equazione  y(x  , y)  — 0 ; o che  torna  lo  stesso, 
quando  questa  equazione  potesse  desumersi  dall’  integrale 
completo  (2)  mediante  la  sostituzione  di  qualche  particolare 
valor  costante  di  C. 

650.  Inoltre  1’  equazióne  (3)  potendosi  riguardare  come 
nata  dall’equazione  (2)  tanto  nella  ipotesi  che  C abbia  un 
qualsivoglia  valor  particolare  , quanto  nella  ipotesi  che  a C 
venga  sostituita  quella  funzione  di  x e y che  si  desumerebbe 
da  una  dell’  equazioni  (5)  ; e l’ equazione  (2)  esprimendo  in 
generale  due  curve  distinte  in  quelle  due  distinte  ipotesi  , è 
chiaro  che  se  tali  curve  avranno  almeno  un  punto  di  comu- 
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nc  , in  colai  punto  dovranno  toccarsi  a vicenda  , perchè  il 

valore  di  — è lo  stesso  per  ambedue  ; ma  per  ogni  punto 
< dx  r 

della  seconda  curva  si  può  far  passare  una  delle  curve  per 
le  quali  C è costante  , determinando  la  C mediante  le  coor- 
dinate di  esso  punto  ; e inoltre  nella  prima  ipotesi  la  curva 
rappresenta  uno  degli  integrali  particolari , e nella  seconda 
esprime  l’ integrale  singolare  : dunque  la  curva  espressa  dall'  in- 
tegrale singolare  è generalmente  tangente  di  tutte  quelle  rappre- 
sentate dagl’  integrali  particolari. 

*651.  Da  questa  proprietà  geometrica  degl’integrali  singo- 
lari si  desume  che  i medesimi  possano  generalmente  otte- 
nersi indipendentemente  dall’ integrale  completo.  Infatti , l’in- 
viluppo che  rappresenta  l’ integrale  singolare  non  può  esi- 
stere , se  non  quando  vi  ha  intersezione  tra  le  linee  che 
rappresentano  gl’  integrali  particolari  corrispondenti  a valori 
diversi  della  costante  arbitraria  : dunque  pei  valori  di  x e y 

rolativi  a questi  punti  d' intersecazione , il  valore  di  — in  x 

dx 

e y cavato  dall’  equazione  (1)  debb’  esser  multiplo  ; il  che 
importa  che  questa  equazione  , supposta  algebrica  , sia  di 

grado  superiore  al  primo  por  rapporto  a , dopo  averla 

(1JC 

sgombrata  da  radicali.  Da  ciò  SQgue  che  in  generale  tutti 
i punti,  corrispondenti  a valori  di  co  e y che  non  rendono 

immaginario  il  coefficiente  differenziale  ~ , sieno  intersezioni 

almeno  di  due  linee  prese  tra  quelle  che  rappresentano  in- 
tegrali particolari  ; ma  pei  punti  dell’  inviluppo  , ossia  della 
linea  elio  tocca  tutte  queste  curve  , non  vi  ha  intersezione , 
o almeno  svanisce  una  intersezione  per  mutarsi  in  contatto  : 
dunque  nella  ipotesi  clic  vi  abbia  soluzione  singolare  è me- 
stieri clic  l'equazione  (1)  scritta  sotto  la  forma 

( p ) f[°o  ,y  ,p)  = 0 con  porre  ^ =/> , 

abbia  radici  eguali  rispetto  a p riguardata  come  incognita  ; 
ma  ciò  importa  che  sia  (n.°  117) 


(n 
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dunque  reciprocamente  , questa  equazione  determinerà  in  gè* 
nerale  , mediante  1’  eliminazione  di  p fra  (P)  e (P') , la  re- 
lazione tra  od  e y che  caratterizza  la  linea  di  contatto,  ossia 
l’ integrale  singolare. 

Così  per  esempio , la  derivata 


P*  — Kxp  -f  4t/  = f(x  , y , p)  =*  0 


«V. 


ci  dà  -^=2p — ix  = 0 ; e però  eliminando  p si  à per  so- 
luzione singolare  di  essa  derivata  l’ equazione  y — o5*= 0. 
Infatti  T integrale  completo 


y — Cx \ C*  =:  F[x  , y , C)=  0 


clic  vien  dato  immediatamente  dal  n.°  646  , riconduce  all’e- 
quazione y — x*  = 0 con  la  eliminazione  di  C tra  esso  e 
tlP 

l'equazione  — =*■  C— 2a:=0  , la  quale  dà  per  C un  valor 
ao  r 

variabile.  E in  conferma , l’equazione  y — **=0  esprimendo 
una  parabola  , non  può  desumersi  con  veruna  particolare 
determinazione  di  C dall’equazione  y — Cas  + j C*  = 0,  che 
pei  singoli  valori  di  C fornisce  una  retta. 

652.  Il  successo  di  questo  metodo  esige  che  la  proposta 
derivata  non  abbia  la  forma  ap=${x  , y)  ; e del  pari,  l’in- 
tegrale completo  di  essa , da  cui  si  desume  l’ integrale  singo- 
lare col  metodo  esposto  nel  n.°  648,  non  dee  avere  la  for- 
ma aC=Q(x  , y)  : poiché  sotto  queste  forme  è palesemente 
assurdo  l'eguagliare  a zero  il  coefficiente  differenziale  preso 
rispetto  a p , o rispetto  a C.  Ma  ognun  vede  che  a cangiar 
tali  forme  di  equazioni , basti  ordinariamente  il  liberarle  da 
qualche  funzione  fratta  o da  qualche  radicale  esistente  nelle 
funzioni  $ e «I1  ; e la  mancanza  di  funzioni  fratte  o di  radicali 
sarebbe  in  generale  un  indizio  che  la  proposta  equazione 
derivata  non  ammette  soluzione  singolare , sopra  tutto  quando 
la  derivata  è algebrica. 
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CAPITOLO  XXII. 

Principali  casi  nei  quali  le  equazioni  differenziali  di  secondo 
ordine  dipendono  , in  quanto  alla  loro  integrazione  , dalle 
quadrature , o da  altre  equazioni  di  primo  ordine. 


653.  Siano  in  primo  luogo  le  equazioni 

y;  (a) 


x 0 

dx*  ’ dx * 


dove  X e Y dinotano  al  solito  funzioni  rispettive  di  x sola , 
e di  y sola. 

Ponendo  = p , donde  = ~ = — , 

/te  r dx*  dx  dy 

quell’  equazioni  ci  daranno  rispettivamente  le  altre 
dp  = Xdx  , e pdp  ss  Ydg  , 

che  sono  di  primo  ordine  e tra  variabili  separate- 
integrando  queste  si  ha 

p —fXdx  + C , e p'  = 2 fYdy  -f-  C , 
donde , rimettendo  ‘-j-  in  luogo  di  p,  e poi  cavandone  dy  e dx, 


dy  = dwf  Xdac  + Cdpc  , dx=  ■ 


dy 


Vìj'Ydy  + C 
Dopo  ciò  integrando  di  nuovo , avremo 

y—f.dx/Xdx  + ct  : 

**  I 1%  -+*  C 

che  sono  gl'  integrali  completi  delle  proposte  equazioni. 

65i.  Il  primo  di  questi  due  risultali  si  suole  indicare  più 
brevemente  con  i£ 

xjz=ffXdx'  -1-  Cx  + Ct  =/*Xdx * + Cx  + Ctl 


(a)  Si  noti  che  queste  due  equazioni  non  si  suppongono  esistere  si- 
multaneamente , ma  disgiuntamente  : il  che  va  detto  pure  delie  due  che 
si  considpr»“-w+“*»>'*  855. 

Vale.  Ini.  (5g 
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e la  maniera  d' integrazione  tenuta  per  arrivarvi  si  applica 
egualmente  all' equazione 


= 
dx"'  ■ 


X , 


di  ordine  qualunque  ; perchè  dal  supporre,  come  pocanzi  , 

di] 

- ~=p,  si  à l’equazione  — = X,  la  quale  avendo  la 

t IX  u«X 

stessa  forma  della  prima  , ammette  una  simigliante  riduzione 
col  porre  — = q ; e così  di  mano  in  mano.  Non  potrebbe 

(IX 


dmy 

dirsi  lo  stesso  dell'  equazione  -r—  = Y . la  quale  per  effetto 

aX 


di  quella  sostituzione  si  cangia  nell'  altra 


dm~'p 


la 


dy m — 1 pm  1 

cui  forma  più  non  è simile  a quella  donde«>cbbe  origine. 
*655.  Siano  in  secondo  luogo  le  due  equazioni 

•'('■2-S)--  «> 

La  medesima  sostituzione  l^~  = p , donde  — = ~ , 

dx  1 dx » dx  dy 

le  cangerà  nelle  altre  di  primo  ordine 

'è)”0, c r(y ■ t •$)- *• 

Dato  che  di  queste  si  abbiano  gl’  integrali  completi  , i 
medesimi  saranno  equazioni  della  forma 

F(x  , p , C)  =0  , e F[y  , p , C)  = 0.  (2) 

Ora  nel  caso  che  queste  si  possauo  risolvere  per  rapporto 
a p , avremo 

p = <?(m  , C)  , o pure  p = $(»/,  C)  , 
donde  , riponendo  j-  in  vece  di  p,  e cavandone  dy  o dx  , 


dy  = dx  , C)  , o dx 


dy 


*{y,c)  ' 

epperò  , integrando  di  nuovo  avremo  gl’  integrali  completi 
y^zfdx^x  , C)  + C,  , -o-pore  -f.  Qt. 
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Nel  caso  poi  che  1‘ equazioni  (2)  non  si  possano  risolvere 
che  per  rapporto  ad  x , o ad  y , avremo 

a>  — MP’C)’  0 Purc  y = Mp  > c)  • (3) 

ma  , d’  altra  parte  , essendosi  posto  ^ = p , ne  viene 

dy  =>  pdx  , o dx  — — , 

. V 

e quindi , integrando  per  parti  , 

y = px  —focdp  , od  = ~ + / ^ : 

V V 

dunque  sostituendo  sotto  il  segno  f il  precedente  valore  (3) 
di  a?  o di  y . .avremo 

y=px—fdp\.(p,C)+Clt  o pure  x=  - + f'dpV,,\C'1  -f-  C, 

P P 

e in  conseguenza  , eliminando  p tra  la  prima  di  queste  due 
equazioni  e la  prima  dell’  equazioni  (3)  , o tra  la  seconda 
delle  ime  e la  seconda  delle  altre  , avremo  in  ambi  i casi 
tra  m , y , C e C,  l’integrale  completo  della  prima  o della 
seconda  delle  proposte  equazioni  (1). 

Infine  , quando  le  dette  eliminazioni  non  si  possono  effet- 
tuare , le  proposte  equazioni  (1)  verranno  soddisfatte  la  prima 
dal  sistema  dell’ equazioni 

co  mm  4(p  , C) , y = f4Qj  , C)  — fdp±(p  , C)  + C.  , 
e la  seconda  dal  sistema  delle  due  altre 

P-^+fdjì^+C..y=MP  ,C).  (a)  ' 

*656.  Supponghiamo  in  terzo  luogo  che  l’ equazione 


(a)  Fornisce  una  equazione  tra  y , dx , dy  c d’y  la  ricerca  di  una 
curva  che  tocca  nella  origine  delle  coordinate  l’ asse  delle  ascisse  , ed 
in  cui  è costante  il  prodotto  dell'ordinata  pel  raggio  di  curvatura  : 
curva  che  si  presenta  i»  alcune  importanti  ricerche  idrauliche.  ( fVn- 
tUTOli*  8."  , n.°  118). 
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sia  omogenea  per  rapporto  ai  simboli  y , , considerati 

come  quantità  di  primo  grado. 

È chiaro  che  ponendo 


dy  d,*y 

-r-  — tiy.  e — = 


dx 


dx * 


vy 


la  risultante  equazione  in  u , v , co  , y sarà  omogenea  rispetto 
ad  y , e però  , divisa  per  la  potenza  di  y comune  a tutti  i 
suoi  termini  prenderà  la  forma 


*(«  , v , ®)=»0. 


(2) 


Ma  essendo 

„j=p.=/±:4x 

J dx*  dx 
ne  risulta 


d.uy 

dx 


du  , dy  du  . . 

=!'S+uK*=!'S+“!'’ 


dunque 


du 

*■=“ 


»(„,U-  + |,a,)=0 


(3) 


equazione  di  primo  ordine  tra  « ed  x- 

Sia  <l>(u  ,x,C)  — 0 V integrale  completo  di  questa  equa- 
zione. Restituendo  ad  u il  valore  - ~ , avremo  l’equazione 

y dx 


che  è di  primo  ordine  tra  le  variabili  primitive  ed  una  co- 
stante .arbitraria. 

Appartiene  a questo  caso  l’ equazione  semplicissima 


d*u  v 

xd*y=ydx  , o vero  . 


la  quale  per  effetto  delle  notate  sostituzioni  si  cangia  da 
prima  nell'equazione 

vi /=*-  , ossia  r ==ì  ^-««rispondente  a (2)  , 
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e poscia  , io  virtù  della  (3)  , nell’  equazione  di  1°  ordine 

u -f-  — = - , o vero  du  -f-  u dx = — 
dx  x x 

Se  non  che  a questa  non  è applicabile  veruno  dei  metodi  sin 
qui  dichiarati  per  l’ integrazione  dell'  equazioni  differenziali 
di  1°  ordine,  (a) 

* 657.  Finalmente  supponghiamo  che  la  proposta  equazio- 
ne differenziale  di  secondo  ordine  sia  omogenea  per  rappor- 
to ai  simboli  x , y , dx  , dy  e tfy  , considerati  come  quan- 
tità di  primo  grado. 

Ponendo  y=s »nx  , dy=>pdx  , d*y=-  dx * , (1) 

la  risultante  equazione  in  p,u,v,x  e dx  dovrà  essere  omo- 
genea rispetto  ad  x e dx  ; onde  , siccome  tutti  i suoi  ter- 
mini debbono  essere  del  medesimo  ordine  infinitesimale , dx 
sparirà  necessariamente  , e per  conseguenza  anche  x.  Si  avrà 
dunque  una  equazione  della  forma 

f[u,p,  o)=0.  (2) 


(a)  Questa  equazione  di  primo  ordine  è un  caso  dell’  altra 
du  + au'dx  = bxmdx  , 

che  fu  segnalata  in  fine  del  n.»  628,  e che  dicesi  equazione  di  Riecati 
dal  nome  del  geometra  italiano  che  fu  il  primo  ad  occuparsene  ; ma 
non  è uno  di  quei  casi  pei  quali  è dimostrato  che  ammette  la  separa- 
zione delle  variabili , casi  che  si  verificano  quando 

— 4i 

m= , 

2i±l 

esprimendo  * un  qualunque  numero  intero  e positivo.  Noi  abbiarn  cre- 
duto di  poter  omettere  la  discussione  di  questa  equazione , perchè  i casi 
nei  quali  può  integrarsi  sotto  forma  finita  non  s’ incontrano  quasi  mai 
nelle  applicazioni  : tra  essi  meritano  attenzione  per  la  loro  semplicità  i 
due  nei  quali  m= 0 , ed  m—  — 2 , che  nascono  dal  supporre  » = 0 , 
ed  *=oo  : nel  primo  la  separazione  delle  variabili  è evidente  pel  n.°  623, 
nel  secondo  poi  supponendo 

la  j* 

u = 1 — - si  ottiene  4z+  a ~dx  = bdx  , 

ax  a:*  * 

che  è tra  x c z una  equazione,  differenziale  omogenea , e però  sepa- 
rabile l n » *»*  }. 
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Ora  in  virtù  dell’ equazioni  (1)  possiamo  avere  due  espres- 
dx 

sioni  di  — in  p ed  u : poiché  da  una  parte  abbiamo 


dx 


d u 


p — u 


udx  + cDdu  = dy  = pdx  , donde 

i " 

e da  un’altra  parte  abbiamo 

I donde 

x ax  dx  • dx  xv 

Dunque,  uguagliando  runa  all1  altra  queste  espressioni  avremo 


du 


dp  . 

= — , da  cui  t> 
p — u v 


c quindi  sostituendo  in  (2)  , f , p , (p«— =0  : 

equazione  di  primo  ordine  tra  p ed  u. 

Sia  , 

F(u  , p , C)  = 0 

l' integrale  completo  di  questa  equazione  ; e surrogando  in  esso 

a p il  valore  u x'—  che  si  desume  dalla  prima  espressione 

dx  ^ 

di  — , avremo 
x 


■ • r(«,i,+«i,c)-ò. 

Questa  equazione  è anche  di  primo  ordine  tra  « ed  x ; il 
perché,  integrala  ne  avremo  un’altra  della  forma 

Ft(u  , x , C , Ct)  = 0 , 

dove  C,  esprime  una  nuova  costante  arbitraria  , e dove  non 
resta  che  surrogare  ^ ad  u per  aver  nell’  equazione 

, «r  , C , C.)  - 0 

l'integrale  completo  della  proposta,  (a) 


(a)  Si  riferisce  a questo  caso  it  proBtema  : imuar  la  rumi  in  tulli 
i punti  della  quale  il  raggio  di  curvatura  è in  dato  rappoi i»  «n, » m,r- 


lir. 

dy 

dx 

di 

or 

la 


do 

qu 

te 

teg 

ser 

oix 


li»/ 

del 

(OS 

do 


*IO| 

tia| 


<SP 

;?g 

1 a< 

e i 


t 


: t 
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CAPITOLO  XXIII. 

Integrazione  dell'  equazioni  lineari  di  secondo  ordine. 


658.  Io  un  ordine  qualunque  m si  chiamano  equazioni 
lineari  quelle  che  sono  di  primo  grado  per  rapporto  ad  y , 

, • • • , considerate  come  altrettante  incognite 

uX  doc  (toc 

diverse.  Quindi  limitandoci  a considerare  quelle  di  secondo 
ordine  ( dopo  quelle  di  primo  ordine  considerate  nel  n.°  627  ) 
la  loro  forma  più  generale  sarà  ' 

S+4+s»+^=0'  <<> 


dove  A , B , V si  suppongono  indipendenti  da  y.  Questa  e- 
quazione  , per  la  sua  forma  particolare  gode  proprietà  no- 
tevolissimo , e quando  A e B sono  costanti  può  essere  in- 
tegrala , o almeno  ridotta  alle  quadrature , con  metodo  assai 
semplice  , ed  applicabile  ugualmente  all’  equazioni  lineari  di 
ordine  qualunque. 

659.  Osserviamo  da  prima  che  l’equazione 


S+a£+%-. 


« 


lineare  insieme  ed  omogenea  rispetto  ad  y e sue  derivate  gode 
della  proprietà  che  la,  somma  di  più  integrali  particolari  di  essa 
costituisce  un  altro  integrale  particolare.  Infatti  se  y,  , yt  , ecc. 
son  funzioni  di  co  che  rendono  soddisfatta  l’ equazione  (2) , 
dovranno  essere 


<**!/. 

dx% 


+ Ad£  + By. 


0, 


d’y . , 

dx'  ' dx 


+ By,  = 0 


ecc.  , (3) 


male.  Per  le  note  forinole  di  queste  due  linee  , 1*  equazione  differen- 
ziale della  richiesta  curva  si  trova  essere  dxt-j-dy‘=  zhmyd'y  , dove  m 
esprime  il  rapporto  dato , e dee  valere  ( n.°  86  ) il  segno  -f- , o il 
segno  — , secondo  che  la  curva  sarà  convessa  o concava  rispetto  al- 
l’asse delle  x.  Nei  casi  particolari  e semplicissimi  di  w=l  ed  w=2 
le  integrazioni  si  possono  compiere  sotto  la  forma  finita , c si  ottiene 
or  1’  una  or  1’  altra  delle  quattro  curve  : cerchio , catenaria  , parabola 
e cicloide.  Sarà  bene  che  »I>  allievi  per  loro  utile  esercizio  cerchino  di 
verificare  m*"*-  ««libazioni. 
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Ora  è palese  che  sommando  queste  equazioni  si  avrà  lo  stesso 
risultato  che  avrebbesi  per  la  sostituzione  di  y,  + y. + ecc. 
ad  y. 

Inoltre , siccome  anche  i prodotti  C,y, , Cjj,  , di  yt  e y„ 
per  due  costanti  arbitrarie  soddisfano  evidentemente  l’ equa- 
zione (2)  , ne  seguo  che  questa  verrà  pure  soddisfatta  dal- 
1’  equazione 

y = Ciyt  + C,y,  ; 

e che  però  se  si  conoscano  due  integrali  particolari  di  tuia  equa- 
zione lineare  omogenea , includenti  ciascuno  una  costante  arbi- 
traria , la  loro  somma  ne  sarà  t integrale  generale  o completo. 

660.  Un’  altra  notevolissima  proprietà  dell’  equazioni  li- 
neari qualunque  è , che  dall’  integrale  completo 

y — C«j/i  -f-  C„y,  (4) 

dell’  equazione  (2)  , lineare  insieme  ed  omogenea  , può  de- 
sumersi quello  dell’  equazione  (I) , soltanto  lineare  , riguar- 
dando Ct  e C,  non  più  come  due  costanti  arbitrarie  » ma  sì 
bene  come  due  funzioni  di  oo  da  determinarsi  convenevol- 
mente. In  effetti  differenziando  l’ equazione  (4)  nella  ipotesi 
che  Ct  e Ct  siano  funzioni  di  a? , si  trova 

dy  = CIdyl  -+■  Cudyt  + ytdC . -fy.dC»  ; 

or  dovendo  le  funzioni  C,  , Cu  esser  tali  che  l’ equazione  (4) 
soddisfaccia  alla  sola  equazione  (1) , e queste  funzioni  essen- 
do due , nulla  impedisce  di  assoggettare  Ct  , C%  alla  con- 
dizione 

yJCt  + y*dC%  = 0 , (li) 

per  avere  altrettante  equazioni  che  ignote. , Rimane  allora 
dy  — Cidyt  4-  Ctdyz  , (6) 

come  se  C , e C,  fossero  state  costanti  , e differenziando 
nuovamente  si  à 

d'y  = Cldayl  + Ctd'y»  + dytdCt  + dytdC,. 

Or  sostituendo  nell’equazione  (1)  moltiplicata  per  dac ' i no- 
tati valori  di  y , dy  e d*y , da  principio  si  ottiene 

C«(d*y i + Ady  tdcc  -\-Byldxt)  ■+•  Cm(d*y.  + Ady^èc  +By,dx') 
+ dyldCt+dytdC,  + Vda>*=‘ 0 , 
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ma  poscia,  osservando  che  i trinomii  chiosi  nelle  parentesi 
son  nulli  in  virtù  dell'  equazioni  (3)  , rimane  soltanto 

dytdC,  + Jy.dC,  + Vdxmw=  0.  (7) 

Questa  equazione  e la  (5)  risolute  algebricamente  rispetto 
a dC,  e dC . ci  danno  valori  della  forma 

dC , =*X,dx  , dCt=X*dx  , 

stante  la  ipotesi  che  y,  e y%  dinotano  funzioni  cognite  di  x ; 
dunque  integrando  avremo 

C , z=>fX, da:  •+■  c , , C»  *=/’  X,dx  ■+•  c,  , 

dove  c,  e c,  esprimono  due  vere  costanti  arbitrarie.  Adun- 
que colla  sostituzione  dei  trovati  valori  di  C,  e Ct  nell'  e- 
quazionc  (4)  , l'integrale  completo  della  (1)  verrà  finalmente 
espresso  da 

y **»  {fX , dm  -f  c , )y , + (fX,  dx  + r . )y  t . 

*661.  Se  non  si  conoscesse  che  un  solo  integrale  partico- 
lare y,  dell’  equazione  (2)  , si  procederebbe  alla  ricerca  del- 
l’ integrale  completo  dell’ equazione  (1)  nel  seguente  modo: 

L’ equazione 

y Ciyt  i 

riguardando  C,  come  una  funzione  indeterminata  di  oc , ci  dà 
dy—Cjdyr+ytdC,  , dty=C,dtyl+%dytdCt+ytd*C,  ; 

e però  la  sostituzione  di  questi  valori  di  y,  dy  , e d*y  nel- . 
l’equazione  (1)  produce  quest’ altra 

Clldtyr+Ady,dx+Byttitc*)-ì~ytd*Ci+2dy,dC,+AyI4Cldit:-h-Vd!t%—Q , 
che  in  virtù  della  prima  dell’  equazioni  (3)  si  riduce  a 
y,d*Ci  -\-%dyxdCi  -f-  Ay,dC,dx  -f-  Vdx*  = 0. 

Ora  y,  essendo  per  ipotesi  una  funzione  conosciuta  di  x , 
questa  equazione  si  potrà  ridurre  alla  forma 

-f  UdC,dx  + Vdx*  = 0 , 

. *.  ' 

dinotando  V una  funzione  parimente  cognita  di  x.  Così  essa 
ci  presenterà  eziandio  una  equazione  lineare  di  secondo  or- 
dine tra  la  variabile  a»  e la  funzione  incognita  C,  ; ma  sjca 
come  non  contiene  ohe  1 soli  differenziali  di  questa  funzione 
Cale.  Ini.  69 
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si  ridurrà  (n,°.6u.*i)  all' equazione  lineare  di  primo  ordine  t | 

dz  + Vzdx- f-Ftfa?  = 0 ' ■ (8)  g 

col  supporre  dC,  * sdx  , e quindi  d'C , =ss  dzdx.  Ma  d'  al- 
tronde sappiamo  (u.°G27)  che  questa  equazione  lineare  dà 
per  s una  funzione  di  x alletta  da  una  costante  arbitraria  ; ra 
dunque  , so  dinotiamo  per  brevità  con  9(0?  , c,)  questa  fun- 
zione  , avremo 

dC,  = dx$(x  ,<*,),  e quindi  C,  =fdxq(x  , c,}-f-Cj  : 

dopo  di  che  sostituendo  nell’equazione  y = Ctyt  questo  va- 
lore  di  Ct  , l'integrale  completo  dell'equazione  (1)  risulterà 
espresso  da 

V — L/M®  - +c,]y,. 

*662.  Che  se  in  vece  dell'equazione  (t)  si  trattasse  di  coni-  pi' 
pletar  l’integrale  della  stessa  equazione  (2),  mediante  la  co-  si 
noscenza  del  suo  solo  integrale  particolare  y,  , basterebbe  - 


supporre  F=0  nell'equazióne  (8).  Si  avrebbe  cosi  . 

z = c,e— fVdx  , e quindi  C,  =f:dx—c,fti—fVi*dx-j-c%  ; 
ondo  il  richiesto  integrale  completo  dell’  equazione  (2)  tor- 
nerebbe espresso  da  0 

y "**{<>*  fe~'JV*xdx  + c,)yt.  fe 

G63.  Ciò  che  finora  abbiamo  dettò  sarebbe  a un  di  pres-  sv 
so  inutile,  quando  non  si  conoscesse  alcun  integrale  pertico-  e 


lare  dell’equazione  (2):  c quest’ integrali  in  realtà  non  si 
conoscono  che  in  pochi  casi.  Il  più  notevole  di  questi  casi 
à luogo  quando  i coefficienti  A e B sono  costanti  : allora  c< 
supponendo  dove  m esprime  una  costante  indeter- 

minata , avremo  dy  = cm*mlx  , e d*y  s=p  cm'rm’‘dx*  ; quindi 
sostituendo  in  (2) , sarà  , « 

emxdx*{m'  + Am  + B)^Q  : 

equazione  che  si  troverà  soddisfatta  qualora  si  sostituisca  per  m Sl 
una  qualunque  delle  duo  radici  dell’  equazione  determinata  ^ 

w*  + Am  + B = 0.  ' - (9) 

u 

Se  dunque  dinotiamo  con  m,  ed  m,  queste  due  radici  , le 
equazioni 

yaqc1"**  , ed  y^=em*x  < 
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saranno  due  integrali  particolari  della  (2)  , e quindi  1’  inte- 
grale completo  di  questa  medesima  equazione  sarà  ( n.°  659) 

y=  c\em'‘  -}-  C,e***.  (10) 

*664.  È questa  la  forma  dell' integrale  completo  quando  le 
radici  mt  , mm  sono  reali  e disuguali.  Quando  poi  queste 
radici  sono  immaginarie , esse  hanno  (com’  è noto  ) la  forma 

m,  — a — 1 , m,=x — j3l/ — I , 

ed  il  trovato  integrale  diviene  " 

y s + 4. 

— eXT{C  -f-  , 

prendendo  così  una  forma  apparentemente  immaginaria.  Ma 
siccome  dal  n.°  120  abbiamo 

'*^xl/“’=cos/3x+l/ — IsenS» , e-f,x4/'-isJc0s/3»— V—  1sen/3x , 
la  sostituzione  di  questi  valori  ci  darà 

*-*•[(<?,  + C.)  cos|3aj  + (C,  —~C%)\/' — I senj3a>]. 

Or  poiché  le  costanti  arbitrarie  spariscono  dall’  equazioni  dif- 
ferenziali qualunque  siano  i loro  valori  , questi  si  potranno 

supporre  tali  che  C.-f-C,  , e (C,  — Ct)V' — l siano  reali, 
e fare  in  conseguenza 

C,  + Cx  =ac,  , ( C , — Ca)\ / — I —<\  : 
con  che  1*  equazione  precedente  diverrà  sotto  forma  reale 

y =e**(cx  cos (3x  -j-  c,  sen /3jd).  (Il) 

Questa  equazione  può  anche  mutarsi  nell'  altra 
y=  Ct  e*?sen(C,  + (3x ) 

• 1 1 • » , 

supponendo  ct=*  C.senC,  , e c»=CfcosC,  : dove  e C% 
son  di  nuòvo  adoperate  per  indicare  due  costanti  arbitrarie 
e reali.  Difatti,  con  queste  sostituzioui  l’equazione  (H)  si 
cangia  nell’altra 

y C1e**(scn Ct  .cos)3a- -f-cosC,  son/So;)  , ...  . • 

che  per  le  note  formolo  di  Trigonometria  equivale  alla  pre- 
cedente. 
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* 605.  Quaudo  finalmente  le  radici  i»,  ed  mt  sono  eguali 
tra  esse  , l'integrale  (10)  da  prima  trovato  diviene 
y—  (Ct  + , 

e C,  Cm  dovendosi  contare  per  una  costante  sola  , questo 
integrale  non  presenta  più  due  costanti  distinte  , e non  è in 
conseguenza  l’ integrale  completo  della  proposta  equazione  (2). 

l’or  trovare  quest’ultimo  integrale  supponghiamó  da  prin- 
cipio tit,  =«»,+/».  Sarà 


+ +?  + &+&  + «.)]. 

per  cui  se  Tacciamo  C,  -+•  C,  s&c,  , Cth=e , , avremo 

(,  . Aie*  , A* J5*  , \ 

C , +C.-T+C,  "2~  + c»2T-*"ecc. 


Ora  essendo  C,  e C,  due  costanti  arbitrarie , lo  saranno 
parimente  c,  o c,  ; e l’equazione  (10)  soddisfacendo  all’ c- 
quazioue  (2)  indipendentemente  dà  C,  e C,  , lo  stesso  potrà 
dirsi  del  precedente  sviluppo  , o ciò  per  qualunque  valore 
di  h.  Dunque  anche  quando  à = 0 l’equazione  precedente  , 
che  allora  diviene 


y = (r,  + c,x)em'*  , (12) 

verificherà  1'  equazione  (2) , e ne  sarà  1 integralo  completo. 

*666.  Nella  stessa  ipotesi  di  A e B costanti  se  si  voglia  inte- 
grare l’equazione  (1).,  e in  questa  non  sia  V costante  ( poi- 
ché diversamente  basta  supporre  per  ricadere 

in  una  equazione  della  forma  (2)  ) , s’ introdurranno  nell’  e- 
quazioni  (5)  e (7)  i valori  di  y,  e y2  , i quali,  per  le  cose 
precedenti , nel  caso  di  m,  ed  m,  reali  e disuguali  sono 
em‘x , em*x  ; nel  caso  di  m,  ed  mt  immaginarii  sono  e**cos/3a> , 
c^sen/Sa?,  e nel  caso  di  tn,  ed  tna  reali  ed  eguali  sono 
cw*x  , cce’"1*.  Trovati  in  ciascun  caso  i valori  di  dC,  , dCu  , 
e poscia  colla  integrazione  quelli  di  C,  , C„  , e infine  so- 
stituiti questi  ultimi  nelle  rispettive  equazioni  (10),(11)é(i2), 
tornerà  integrale  completo  dell’equazione  (1)  nel  primo  caso 
l' equazione 

(r«  -l-y  n**,r  r<bc)cm*jr  — (r,  -+-/*—'«»■*  Vda)em*r 

^ in,  — m, 
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nel  secondo  caso  l’equazione  , • ; i •>=  > »■  "• 

, - • „ > ; , 

(c^fr-^senPx.  Vdx}confix-+-(e,-kf  r— "costar . Vdx)scn^x 

ya=e**. • — “g- ' 

e finalmente  nel  terzo  caso  l’equazione  > . • 


y — (ct  — fe~m'x  F.«ù<f)em‘x  + (c  * +/ e~m,r  1 \la:)xemiX . 

Togliendo  per  esempio  speciale  del  secondo  caso  l’ equa- 
zione 


d‘y  , 


F, 


che  s’ incontra  spesso  nella  Fisica  celeste  , si  ottiene 

tn  = zk.  1 . e quindi  * — 0 , /3  = 

Il  perchè  , la  seconda  delle  tre  ultime  formole  ci  darà  subi- 
tamente 

. sena!  fVdx  cos  ax — cos  axf  Vdx  sen  ai 
yssc,  cosaae-f-c*8enaa5-| 1 


La  funzione  V à ordinariamente  la  forma 


L + 3f  cos ijloc-\-N cos vx -(-  ecc.  dove  L , M ,N ,ccc.  /a  , v , ecc. 


esprimono  coefficienti  costanti  ; onde  le  integrazioni  accennate 
possono  effettuarsi  mediante  il  n.°  454. 

* 667.  E raro  che  l’ equazioni  lineari  possano  integrarsi  in 
termini  finiti  quando  i coefficienti  di  y , dy  , d*y  »...  son 
funzioni  di  x , ed  uno  dei  casi  più  notevoli,  in  -cui  ciò  si 
verifica  è quello  dell’equazione 

(»  <+■  Afa  -f-  b.v)(U/lx  -f-  Bydx * = 0 , ( t ) 

e delle  analoghe  di  ordine  superiore,  dove  A è B sono  tut- 
tavia costanti. 


Supponendo  allora  a- t-ft.r  = 3,  e con  ciò  dx 


dz 
b ’ 


e- 


quazionc  (1)  si  cangiu  nell’altra 


3*d*J/  + jzdydz  + ^ydz,  = 0 , 


alla  quale  può  soddisfarsi  ponendo  y — zm  , e riguardando  in 
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come  una  costante  indeterminata.  Infatti  ; Risultando  costan- 
te dz  al  pari  di  dx,  la  sostituzione  di  y e dei  suoi  differen- 
ziali dy  e d'tj  nell’equazione  (1)  dovici  produrne  nn’ altra 
divisibile  per  zmdz * , e quindi  libera  da  differenziali  e da 
variabili , che  sarà 

/ , B 9 , fA  \ , B A 

Se  dunque  dinotiamo  al  solito  con  m,  cd  m,  le  radici  di 

quest’  equazione  di  secondo  grado  , l’ integrale  completo  della 
proposta  equazione  lineare  verrà  espresso  da 

y=  C , s"*«  + Ca  z***  = C , (a  -f  ter)™»  -f  C,(«  + bx)m* . 

* CAPITOLO  XXIV. 


Determinazione  dell'  integrale  di  una  data  equazione  differen- 
ziale mediante  una  serie  ; e , viceversa , determinazione  del 
valore  di  una  data  serie  mediante  la  integrazione  di  una  ( 

equazione  differenziale. 

I 

. 1 \ 

• • • < 

668.  Quando  l’ integrazione  di  una  equazione  differenziale 
non  si  può  effettuare  sotto  forma  finita , si  cerca  di  eseguirla 
per  serie  , cioè  a dire  si  sviluppa  in  serie  infinita  la  fun- 
zione y di  x determinala  dall' equazione,  adoperando  la  formola  | 

di  Taylor  , o quella  di  Stirling,  o il  metodo  dei  coefficienti 
indeterminati.  Spesso  le  serie  così  trovate  riescono  inutili  , o 
perchè  non  esprimono  l’ integrale  completo  , o perchè  non 
sono  convergenti  pel  valore  da  darsi  alla  variabile  ; ma  in 
ogni  modo  copvien  dare  una  qualche  idea  di  questi  procedi- 
menti di  calcolo  , applicandoli  ad  alcuni  esempi. 

Vogliasi  integrare  per  serio  colla  nota  formola  di  Stirling 


dy„  d*y0  x%  . d’tjo  x1 

H='-I-+77X  + -J 7-  a + 'S'TXs 


+-  ecc . 


T equazione  differenziale 


--  f • » + • 
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Le  derivate  successive  di  questa  equazione  sono 


, rf*y  , 

CO  - — 
dx * 

+ 5?  + 

- — 5=* 

dx 

d*y 

X - — 

4*  2 — 

d*y 

dx * 

da:* 

x -r1- 
( Ix * 

, . 

+ dx*  ' 

0,. 


0, 


i * - 

eco-. 


. .p..  — . M T m .1  .{  I • 

e però  supponendo  in  tulle  x — 0 , avremo 


_i> 
1 ili-) 

ii 


: ’ u 5=0  ^ ^ ’l'fy» 

1 ‘‘T*  * dx*  dx  ’ dx*  ~ 2 dx  ’ " ‘ 


rf*yo 
dx 1 


dx  dx 
1 rfyo 
2.3  </x 


.1  it' 


ecc. 


Or  la  sostituzione  di  questi  valori  nella  Corniola  di  Stirling 
ci  dà 

dy„  / x*  1 xs  la;*,  \ 

y ~ dx\  2 2*  3 2\3*  T eccy  » 

e siccome  —■  ha  un  valore  costante  non  determinato  da  ve- 
dx 

runa  condizione  , esso  devesi  tenere  arbitrario  , ed  indican- 
dolo semplicemente  con  A , sarà 

. f X*  1 X*  1 x*  . \ 

-V-  2 ? ir  2'.3a  y +ecc-J-  ^ 

Ecco  dunque  integrata  per  serie  la  proposta  equazione  ; ma 
questa  serie  non  è che  un  integrale  particolare  di  essa, 
perchè  non  racchiude  che  una  sola  costante  arbitraria. 

GtìD.  Integriamo  ora  l'equazione 

d’y  .2  dy 

rf^  + x^+y  = 0 (*) 

col  metodo  dei  coellìcienli  indeterminati , facendo 

y = Axa  4~  Bxb  4-  Cx"  -+-  ecc.  , 
e supponendo  che  questa  serie  sia  ascendente.  Essa  ci  dà 

. 2 gu  1 » •>  1 1 • /•>  • • *-  ./«iti  . •*.  <1  II  r. 

- j-  f=>  'ÌAaxf*-- * + 2 Bbxh~*  -|-  2 Ccxc~%  -4-  ecc. 

x ax  . i j Sii;  (TiiiiTTi^v- 

-—  = Aa[a — \)a?T%  -\~Bb(b — + Cc(c—  l).^- * -f-  ecc. 
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onde  , in  virtù  dell’  equazione  proposta  dovendo  esser  nulla 
indipendentemente  da  oo  la  somma  dei  secondi  membri  di 
queste  tre  equazioni , ciò  esige  che  i coefficienti  dei  termini 
di  gradi  diversi  siano  separatamente  nulli.  Adunque  il  mi- 
nore esponente  essendo  a— 2,  la  somma  dei  termini  di 
questo  grado  ci  darà  la  condizione  I 

a(a+l)=0,  donde  o = 0,  oppure  a = — 1. 

Sia  a=0.  In  questa  ipotesi  non  potrà  essere  6 — 2<^a, 
perchè  ciò  esigerebbe  che  fosse  parimente  nullo  il  coefficiente  j 

di  a?4-*  , il  che  darebbe  6(6+  1)  = 0 , ciocché  ripugna  per 
essersi  supposto  l’esponente  b maggiore  di  a , e quindi  posi- 
tivo. Ma  nè  anche  può  essere  a <6— 2,  perchè  ciò  esige- 
rebbe che  fosse  A=0  , il  che  è contro  la  ipotesi  ; dunque 
non  resta  che  supporre 

b — 2 sa  a , e quindi  c — 2 = 6 , d — 2=c  , ecc. 

Gli  esponenti  a , b , c , d , ecc.  avranno  dunque  i valori 


a=0  ,6  = 2,  c=  4 

e dopo  ciò  i coefficienti  saranno 

■* 


d= 6 , ecc. 


D = 


ecc. 


1.2.3  ’ 1.2.3. 4.5  ’ 1.2.3.. .7 

Quindi  sostituendo  gli  uni  e gli  altri  valori  nella  serie  adot- 
tata , verrà 

V = A\  1 — 7-S-S  + 


'-'(«-iTi 


iinb7+ecc') 


.3  ' 1.2. 3. 4. 5 

Anche  questo  non  è che  un  integrale  particolare  della 
proposta  equazione  , perchè  racchiude  una  sola  costante  arbi- 
traria 'A  ; ma  esso  integrale  potendosi  anche  scrivere  pel 
n.*  206  sotto  la  forma  finita 

. seno; 

y = A— . 


è agevole  dedurne  sotto  simil  forma  l’ integrale  completo  col 
metodo  esposto  nel  n.°  661^ 

Con  questo  metodo  il  valore  di  .4  che  si  considera  come  una 

' ( . . <*os  oc 

funzione  di  x , trovasi  agevolmente  espresso  da  C -J-  Ct 

onde  sostituito  ad  A , si  ha  per  integrale  completo 
• rsenj:  , „ cosa: 

V — C- 


senx 


X 
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qual  si  troverebbe  eziandio  col  metodo  dei  coefficienti  inde- 
terminati , supponendo  a=  — \ in  vece  di  a=0. 

Quest’  integrale  completo  si  può  anche  ottenere  ponen- 

|| 

do  y = -,  con  che  la  proposta  equazione  (1)  cangiasi  nel- 
r altra 


d^  + u==0’ 


il  cui  integrale  è dato  immediatamente  dalla  formola  (M) 
del  n.°  664  : questo  infatti  si  trova  essere 


u =ct  sen  * + r, cosar , 
donde  poi  , sostituendo  ad  u il  suo  valore  , 


xy  = c, sen x -J-  c, cosar  , 


c quindi 


y 


ct  sen  x c%  cos  x 
x 


670.  Passiamo  ora  al  problema  inverso  , proponendoci  di 
ridurre  la  determinazione  di  una  data  serie  alla  integrazione 
di  una  equazione  differenziale  da  ritrovarsi  ; chò  allora  , se 
questa  equazione  potrà  essere  integrata  completamente  c sotto 
forma  finita  , sarà  facile  determinare  le  costanti  arbitrarie 

mercè  la  conoscenza  dei  valori  che  prendono  y , , eco. 

nel  dare  ad  x dei  valori  particolari  ; e dopo  ciò  si  saprà 
determinare  la  funzione  di  cui  aveasi  lo  sviluppo  , o almeno 
questa  determinazione  dipenderà  dalla  risoluzione  di  una 
equazione  di  forma  finita  e scevra  di  differenziali. 

Per  ottenere  la  richiesta  equazione  differenziale  si  egua- 
glia ad  y la  proposta  serie  in  x , e l' equazione  risultante 
si  assoggetta  una  o più  volte  alla  differenziazione  , e , se  si 
crede,  ad  altre  operazioni.  Ciò  si  esegue  per  modo  e col  fine 
di  riprodurre  la  data  serie,  odi  farne  comparire  un’altra  di 
somma  conosciuta  ; perchè  allora  sostituendo  y o questa  som- 
ma alla  serie  , si  sarà  ottenuta  sotto  forma  finita  la  richiesta 
equazione  differenziale.  Tutto  diverrà  chiaro  mediante  alcuni 
esempii. 

Sa  la  serie 


Cale.  Ini. 


x ’ , x% 

1.2  :j  + 1 . 2 . 3 . 1. 5 


ecc. 

70 
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Eguagliandola  ad  y si  à l’equazione 

x*  , X5  X’ 

i!T3  + 1.2. 3.4.5"“  1.2.3...  7 +eCC- 


ICO  — 


clic  differenziala  due  volte  di  seguito  dà 
dy  . x*  , x*  x* 

~ ì~2+  1.2.3.4""i.2.3...6  + eCC- 


d*y 
dx * 


x* 

1.2.3 


x» 


1.2. 3. 4. 5 


ecc. 


(1) 

i 

(2)  | 

f 


Il  secondo  membro  di  quest’  ultima  equazione  presenta  di 
nuovo  la  serie  proposta  col  segno  mutato  : dunque  allo  stesso 
membro  sostituendo  — y , avremo 


d'y 
dx * 


— y » 


ovvero 


0, 


1 


e sarà  questa  la  cercata  equazione  differenziale;  ma  l’ integrale 
completo  di  essa  in  virtù  del  n.°  664  è y = Ct  cos  x + C, sen  x : 
dunque  non  resta  che  a determinare  le  costanti  arbitrarie.  A tal  t 

fine  osserviamo  che  in  virtù  dell’ equazioni  (1)  e (2)  si  ha  y=0,  f 

e ^ = 1 quando  cc  = 0.  Or  sostituendo  questi  valori  nel- 

1’  anzidetta  primitiva  completa  e nella  sua  derivata  , si  lianno  r 

immediatamente  ] 

0 =*CX  , 1 = C,. 

Il  perchè  , rimettendo  questi  valori  nella  stessa  primitiva  , 
sarà  y = senx : come  altronde  era  noto  dal  n.°  206. 

671.  Sia  ancora  la  serie 


xj 

273 


+ 


Da  essa  desumesi , avuto  riguardo  al  n. 


xl 

3l~eCC- 
0 201 , 


< 


du  ..xx*.  x* 

dx  = ~ 1 + “ T+l- 605.=  — 1+/(*  + <r). 

Così  in  questo  caso  abbiamo  avuta  dopo  una  sola  differen- 
ziazione una  serie  diversa  dalla  proposta , ma  di  nota  som- 
ma pel  citato  n.°.  Or  la  trovata  equazione  differenziale 

— 1+/(1+o’)  ci  dà  dy  = — rfx-{-cta?/(1  + x)  , 
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e poscia  mediante  la  integrazione  per  parti  , 
y=C:_2.r+(1  + x)/(H-x). 

Resta  che  si  determini  la  costante  C , e dalla  serie  proposta 
abbiamo  all’uopo  la  condizione  , che  debba  trovarsi  y = I 
quando  x=0.  Poiché  donque  1’  equazione  precedente  colla 
sostituzione  di  questi  valori  di  x e y ci  dà  C = 1 , sarà 
finalmente 


y=]^2x  + {\+x)l{\  + x). 
672.  Sia  finalmente  la  serie 


, x»  x* 
Prendendone  la  derivala  , avremo 

dy x x* 

dx  ® ' ~ 


X* 


2*. 4*. 6* 


x* 


4- ecc. 


2‘.4  2*. 4*. 6 


ecc. 


e questa  novella  serie  sarebbe  paragonabile  alla  data  , se  si 
facesse  nella  medesima  sparire  1’  ultimo  fattore  di  ciascun 
denominatore.  Ora  è facile  vedere  che  ciò  si  otterrebbe  mol- 
tiplicandola per  x , e poi  di  bel  nuovo  prendendone  la  de- 
rivata. Adunque,  eseguendo  queste  operazioni  in  ambidue  i 
membri , avremo 


x 


d'y  dy 


dx 


i ^y_ 


X + — 

' 2* 


x5 

2*.t» 


-+■  ecc. 


— «(’-S+irp-**-)- 

Ricomparsa  cosi  la  serie  primitiva  , sostituendo  y alla  me 
desima  , avremo 


x 


d’V  , dy  

dx* 


dx 


xy  , ossia 


fi 

dx * 


e sarà  questa  la  dimandata  equazione  differenziale.  Se  non 
che  per  dedurne  la  somma  della  proposta  serie , bisognerebbe 
conoscere  l’integrale  completo  di  essa  equazione. 
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Integrazione  dell'  equazioni  differenziali  mediante  gl  integrali 
definiti  ; e , viceversa  , ricerca  degl'  integrali  definiti  me- 
diante la  integrazione  dell'  equazioni  differenziali. 


673.  Essendo  possibile  il  porre  una  funzione  di  una  va- 
riabile sotto  forma  di  un  integrale  definito  per  rapporto  ad 
un’  altra  variabile  , è chiaro  che  se  si  supponga  essere  y=:f[x) 
l' integrale  di  una  equazione  differenziale  , questo  integrale 
sarà  esprimibile  mediante  un  integrale  definito.  Or  siccome 
per  una  equazione  di  cui  non  si  ha  l’integrale  sotto  la  forma 
finita  ed  esplicita  y = f\x) , può  almeno  aversi  la  funzione  f(x) 
sotto  forma  di  una  serie  , così , in  generale  , sarà  questa  la 
prima  operazione  a farsi  per  raggiungere  lo  scopo  di  espri- 
mere l' integrale  di  una  equazione  differenziale  con  un  integrale 
definito.  Il  più  diffìcile  sta  poscia  in  esprimere  la  somma  di 
colai  serie  mediante  un  integrale  definito  : vi  si  riesce  age- 
volmente quando  si  può  trovare  una  funzione  di  a)  e di  una 
altra  variabile,  tale  che  sottoposta  ad  integrazione  definita, 
il  termine  generale  del  di  lei  sviluppo  in  serie  possa  egua- 
gliarsi al  termine  generale  della  serie  in  che  y si  suppone 
sviluppata.  Un  esempio  dichiarerà  la  cosa  , meglio  che  non 
si  farebbe  con  molte  parole. 

Sia  I’  equazione 


d'y 

dx * 


. m dy 

+ xTx  + n* 


0. 


Col  metodo  dei  coefficienti  indeterminati  si  trova  primamente 
l’ integrale  particolare 


y =>A\ 


» , 

-x 


l.(m+i)  t .2.(m»4-1)(»H-3) 


- 1 xa 


1.2.3.  (m  + !)(»»■+•  3)  (m-|- 5) 


4- 


(-1)' 


x%v 


1.2.3.. . ]»(w-)-l)(»H-f-3)(i?H-5)  • • .(mq-2/) — 1) 


ecc. 
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La  forma  della  serio  chiusa  in  parentesi  essendo  simile  , 
(pianto  ai  segni  e agli  esponenti  della  variabile  , allo  svi- 
luppo  del  coseno  di  un  arco  , scriveremo  questo  sviluppo;  o 
alfine  di  provvedere  all’  adempimento  di  qualche  altra  con- 
dizione , introdurremo  nella  espressione  dell’arco  una  quantità 
indeterminata  , scrivendo 


cos(«  cosz)=  1 


a®cos*z  ^ a4  cos4  x 


(-fl«ywps 
+ 1.2.3.  ..2jT  ' G0C‘ 


1.2  1 1. 2.3.4 

Moltiplichiamo  questa  serie  per  dzsetf^'z,  e integriamo  da 
zero  a tc  , supponendo  m positivo  acciò  l’ integrale  sia  finito. 
Avuto  riguardo  alla  forinola 

f'd'  ^ '■ 

che  si  ottiene  coi  noti  metodi  di  riduzione  ( n.®  455  ),  c in 
cui  dee  supporsi  q > — 1 per  evitar  l’inGnito,  si  avrà 

J*  dz  sen'*~,zcos  ( a cos  z)  —J**  dz  senm— 'z  — 

/ *dzòenm_,zcos®zH f- 

, r 

1 .2.3. . ’P . (Mi-|-l](w-j— 3)(wi-t-5) • . . (r/i— 1 1 

Or  qui  si  vede , che  a rendere  questo  termine  generale  uguale 

a quello  di  y basta  supporre  a = x)/ n.  Il  perchè,  scrivendo 

/*dzson’’*-lz  a modo  di  fattor  comune , avremo 
0 

dz  sen"*- ’z  cos  {xV'ncosz)  =» 


s: 


dz9mm~lz^\ 


-x 

2 


+ 


(i-y 


l.(m-t-l)  1 1.2.(m-trl)(m-|-3) 
iP 


— — h 


(-1°’’)' i 

1 .2.3. . .p.(TO-t-l)(m-h3)(m+5). . ,[m+2p — 1)  ’Tecc  J - 

e questa  serie  non  essendo  diversa  ( a prescindere  dal  fattor 
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costante  clic  si  trova  surrogato  da  / d2senm~,z)  da  quella 

•/  0 


che  ci  esprimeva  y , possiamo  concludere  che  l' integrale 
particolare  espresso  da  quest’  ultima  si  potrà  scrivere  sotto 
la  forma 


y = A^**  dz  senm—1  z cos  (xl^n  cos  z)  , 


sempre  quando  sia  m]>0. 

Il  metodo  dei  coefficienti  indeterminati  dà  ancora  per  la 
proposta  equazione  l’altro  integrale  particolare 


-<E~m+3 


G)‘ 


X' 


, — m +5 


„=Br*-+.— *1 + ...  W_ 

L l.(— »H-8)  i.2.(— »H-3]{— m+5) 

(sy—  +ccc] 


1.2.3...}).  ( — mi— (— 3)( — m+5) . . . ( — m-t-2i>-+-l) 

nx*  /fir'y 

= f 1 - 1 1-Ll — 

/ nx*\P 

( ^ ■ + CCC.] 


4- 


1.2.3..  .jp( — m+3)( — nt+5) . . . ( — m+2jH-l) 

ma  sotto  quest’  ultima  forma  si  vede,  che  la  serie  contenuta 
fra  le  parentesi  nasce  dalla  serie  precedente  col  semplice 
cangiamento  di  m in  — ni  + 2 : dunque  lo  stesso  cangia- 
mento ci  darà  sotto  forma  di  integrale  definito 


y = m+y  ^dssen- m+,3.cos(a)l//n.cos3)  , 

«/  O 


purché  sia  — m-f-2  (in  che  si  ò cangiato  ni)  maggiore  di 
zero  , eh’ è quanto  dire  wi<;  2. 

In  conclusione,  l’integrale  completo  dell’equazione  pro- 
posta , ridotto  ad  integrali  definiti  sarà  (n.°G59) 


y = aJ*  dz  sen,*~,z . cos  (tri l/n . cos  z) 

■+•  dzsen,-mz . cos  (<rl/ n . cos  z) , 


quante  volte  m sia  compreso  tra  zero  c 2. 
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674.  Con  particolari  arlìfizii  di  analisi , tra  quali  sono  da 
contarsi  la  differenziazione  sotto  il  segno  f,  e l’ integrazione 
per  parli  ; e con  mettere  a profitto  le  notevoli  proprietà  delle 
funzioni  esponenziali , si  può  anche  far  dipendere  da  inte- 
grali definiti  l’ integrazione  dell’  equazioni  differenziali  , in- 
dipendentemente dallo  sviluppo  in  serie.  Daremo  un  esempio 
di  quest'  altro  metodo  con  la  integrazione  dell'  equazione 


rf* y n 


(<) 


Consideriamo  da  principio  l’equazione  più  generale 


(2) 


e supponghiumo 


y =fc**Zdz  , 

dove  Z esprime  una  funzione  indeterminala  di  z , e l’ inte- 
grale si  dovrà  prendere  tra  limili  da  trovarsi  convenevol- 
mente. La  differenziazione  sotto  il  seguo  f ci  darà 


d*  y 
dx * 


=feixZz'dz 


onde  sostituendo  nell’  equazione  proposta  , avremo 
fe'xZz'Jz  —fe^xZdz  = A. 

Ma  effettuando  per  parti  la  seconda  di  queste  due  integra- 
zioni , abbiamo 

fe*xUz  =>fc‘-*xdz . Z=  c~TZ — f ez,dZ  : 

dunque 

fezr{Zz*dz  + t/Z)  - e~xZ=A. 

Ciò  posto  , i limiti  dell’  integrale  e la  funzione  Z essen- 
do indeterminati  , disponiamone  in  modo  che  tra  gli  stessi 
limiti  l'integrale  sia  nullo  , e là  parte  scevra  dal  segno  f, 
cioè  eiJZ , prenda  il  valore  — A.  La  prima  condizione  si 
troverà  soddisfatta  supponendo 

Zz*dz  + dZ  — 0 , 

donde  Z=Ce  3 , e quindi  e**Z=Ce  3 e®*  ; la  seconda  con- 
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dizione  poi  si  verificherà  so  prendendo  s = 0 , c s = t»  per 
limiti  dell’integrale,  si  supponga  inoltre  C = A , perchè 

[e“Te“]r  = 0 — 1=— 1. 

Adunque  1’  equazione  proposta  verrà  soddisfatta  dall’  assunta 

X 9 

equazione  y—f e**Zdz  , se  per  e%rZ  pongasi  Ac  3e**dz,  e 
i limili  dell’integrale  siano  sero  e oo.  Epperò 


y=A/o 


°°e  »«• 


’dz 


ne  sarà  un  integrale  particolare.  _£ 

Per  averne  un  altro,  osserviamo  che  Z=Ce  3 non  si 
cangia  rimpiazzando  s con  atz , se  per  a,  si  prenda  una  ra- 
dice dell’equazione  a8 — 1=0,  e che  allora  non  si  cangiano 
neppure  i limiti  dell'  integrazione.  Adunque  un  secondo  in- 
tegrale particolare  dell’equazione  (2)  sarà 


°°  e 3alea'**dz. 


Ma  d’altra  parte  è facile  vedere  che  se  le  funzioni  ctyt  e ctyt 
verificano  1’  equazione  (2)  , la  loro  differenza  clyj — cty,  ve- 
rificherà l’equazione  (1)  : dunque  possiam  dire  che  l’equazione 


y — e 3 (cx*—alea'lx)dz 

sia  un  integrale  particolare  dell’equazione  (1)  , e che  A da 
cui  quest’ ultima  equazione  c indipendente  , tenga  nell’altra 
le  veci  di  costante  arbitraria. 

Ponendo  mente  al  binomio  racchiuso  nella  parentesi  , 
può  dirsi  che  1’  unità  ( che  è pure  una  radice  dell’equazio- 
ne a3  — 1=0  ) si  trovi  nel  primo  termine  al  modo  stesso 
che  at  si  rattrova  nel  secondo  ; e da  ciò  segue  ad  evideuza 
che  uu  altro  integrale  particolare  dell’ equazione  (1)  sia  pa- 
rimente 


oo  -r 


quando  per 


«,  s’ intenda 


°°  e ^(e“ — dz , 


la  terza  radice  dell’  equazione 
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a 8 — 4 = 0:  dunque  l’integrale  completo  dell'equazione  (I) 
sarà  ( n.°  659  ) 


= /°°  e~T  [(/l  + Iì)elx — ytrt,e"»,r- 


o pure 
A + B = 


, sotto  forma  un  poco  più  semplice 

C,  A = — B = — C., 


Bate”"x}<Ì3  , 

ponendo 


°°  e 3(fel 


+ C.a.e"1**  + C1a,cB*‘*)ds  , 


dove  C+Ct+C,  = 0. 

675.  Passando  al  problema  inverso  , osserveremo  che  le 
derivate  di  un  integrale  definito , prese  per  rapporto  ad  uua 
delle  costanti  sottoposte  al  segno  f,  sono  parimente  (n.°58i) 
integrali  definiti  tra  gli  stessi  limiti.  Laonde,  so  riguardando 
come  variabile  una  di  quelle  costanti  , e chiamando  y il 
proposto  integrale  , si  cerchi  di  giungere  mediante  quello 
derivazioni  ed  altre  operazioni  permesse  ad  un  integrale 
definito  di  valor  cognito , o pure  si  cerchi  di  riprodurre  I in- 
tegrale proposto  ; nell’  uno  e nell’  altro  caso  , con  sostituire 
nel  risultamento  quel  noto  valore  , o pure  y , si  avrà  tra  y 
e la  costante  riguardata  come  variabile  una  equazione  diffe- 
renziale , la  quale  ci  metterà  in  grado  di  determinare  l’inte- 
grale proposto  , mediante  l’ espressione  di  y cavata  dal  suo 
integrale  completo.  Vero  è che  questa  espressione  trovasi 
affetta  da  costanti  arbitrarie  , laddove  il  valore  del  proposto 
integrale  deve  andarne  scevro  ; ma  tali  costanti  si  potranno 
determinare  , sostituendo  a quella  riguardata  come  variabile 
tali  valori  particolari , che  per  essi  l’integrale  proposto  pren- 
da valori  noti , ed  eguagliando  questi  noti  valori  a quell» 
che  assume  l’espressione  di  y colle  medesime  sostituzioni. 

'00 

c~*Vcrcos2m.T3.  Eguaglian- 


Sia per  esempio  1"  integrale ^ 


dolo  ad  j/  con  l’equazione 

/'OO 

y — J e-xV.T  cos2i/kt  , 

derivando  sotto  il  segno  f per  rapporto  ad  m , 

= — /' X 2e~-r*  xd.r  sen  iinx. 

a m ,/  o 


avremo 
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Ora  r integrazione  per  parti  ci  dà 

J‘ìe~T*  xdx . sen  2 mx  = — c~x*sen  2n?.r  + 2 mf  c~t%dx  cos  %mx  , 

e delle  due  parti  costituenti  il  secondo  membro  si  vede , che 
quella  la  quale  è libera  dal  segno  f svanisce  in  ambidue  i 
limili  zero  ed  oo  ; e l’altra,  presa  tra  questi  limiti  presenta 
di  nuovo  il  proposto  integrale.  Dunque  tornando  all’equazione 
precedente  , avremo 


d'J 

dm 


— — 2»J>/ 


e sarà  questa  1’  equazione  differenziale  da  cui  dipende  la  de- 
terminazione del  proposto  integrale  definito.  La  medesima  , 
posta  sotto  la  forma 


— = — 2 mdm  , 

y 


ba  per  integrale  completo 

ìy  = — m*  + 1C,  donde  y = Ce~m*  , 

e però  da  questa  espressione  di  y dee  potersi  desumere  il 
valore  del  proposto  integrale  definito  , mediante  un  convene- 
vole valore  di  C.  Per  la  determinazione  di  questo  valore 
osserviamo  che  quando  m = 0 il  proposto  integrale  definito 


/"•OO 

e" 

» 


|/V 

X%dx——^- , in  virtù  del  n.°  563 , e l’espressione 


generale  di  y si  riduce  semplicemente  a C.  Sarà  dunque 


quindi  J' 


oo  | 

e~x*dx  cos%mx = — — e"'w'  , 


di  accordo  col  n.°  599. 
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♦CAPITOLO  XXVI. 


Integrazione  dell'  equazioni  differenziali  simultanee  di  primo 
ordine , e con  una  variabile  indipendente. 


676.  Continuando  a trattare  della  integrazione  dell' equa- 
zioni differenziali  dove  la  variabile  indipendente  è una  sola  , 
dovranno  esser  tre  le  variabili  Contenute  nell'  equazioni  si- 
multanee , se  ( per  considerare  il  caso  più  semplice  ) queste 
equazioni  si  suppongano  esser  due. 

Detta  in  tal  caso  t la  variabile  indipendente  , ed  co  e y 
l’ altre  due  variabili  , le  due  equazioni  si  potranno  general- 
mente indicare  con 


,oo  ,y 


M)=o.  , 


dx 

di 


0. 


Or  la  prima  idea  che  si  affaccia  per  la  ricerca  di  x e di  y 

in  funzione  di  t , è di  eliminare  x e ^ , o pure  y e ^ , 

riducendosi  per  tal  modo  la  quistione  a dover  integrare  una 
sola  equazione  tra  due  variabili  : ciò  che  ha  formato  il  soggetto 
dei  capitoli  precedenti.  Fa  ostacolo  alla  eliminazione  avere 
due  equazioni  in  luogo  di  tre  , ma  tosto  si  scorge  che  me- 
diante la  derivazione  si  possono  desumere  altre  equazioni 
dalle  due  proposte.  Siccome  però  derivando  una  sola  , con 
una  nuova  equazione  si  avrebbe  pure  una  nuova  quantità  da 

fl*X  i 

eliminare  , cioè  — • o — - , è manifesta  la  necessità  di  deri- 
di* dt»  ’ 

vare  ambedue  le  proposte  : chè  allora  dinotando  con 


, oo  , y 
,oo  ,y 


dx  dy  d'x 

’ dt  ’7t  '77 

dx  dy  d'x 

' It  ' 7t  ’ 17 


' dt*}  ' 

fìUo 

' dt») 


le  due  nuove  equazioni , si  potranno  fra  tutte  quattro  elimi- 
dx  d'x  dy  d'u 

Bare  di 0 7F  ’ 0 pure  7i e li- 

Supponghiamo , per  fissare  le  idee , che  siano  quest  ul- . 
lime  le  quantità  eliminate:  l'equazione  finale  sarà  di  2”  or-. 
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dine  in  / ed  x , ed  integrata  darà  una  equazione  della  forma 
F[t , oo  , C , C,)  = 0. 

Or  questa  equazione , la  sua  derivata  che  possiamo  indicare 
con 

® , d±  , C , C.)  = 0 , 

e le  due  equazioni  proposte  , racchiudendo  oltre  di  t , C , C» 

anche  x , ^ , y e ^ , l’elirainazione  di  a? , ^ e ^ fra  esse 

dt  9 dt  dt  dt 

darà  un’  altra  equazione  fra  t , y , C , Ct  , che  possiamo  di- 

notare con 

F,{t  ,y,C,  C.)  = 0 : 

e in  tal  modo  il  sistema  delle  due  proposte  equazioni  simul- 
tanee verrà  soddisfatto  dal  sistema  delle  due  primitive  e 
complete 

F[t  ,x  , C , C,)=*  0 , Ft(t,y,C,  Ct)  » 0.  (a) 

677.  Col  metodo  esposto  si  fa  dipendere  una  integrazione 
da  un’  altra  ; ma  d’  ordinario  la  seconda  torna  ineseguibile 
come  la  prima.  Il  solo  caso  che  si  presta  generalmente  ad  una 
integrazione  effettiva  , è quello  in  cui  l’ equazioni  son  lineari 

cioè  di  1°  grado  per  rapporto  alle  quantità  x , y , ~ , ~ , 

e dove  i coefficienti  di  queste  quantità  sono  costanti.  In  tal 
caso  l’ equazioni  sono  in  generale  della  forma 

+ ? SF  + yX  + Sy  “ U ’ 

ma  nulla  impedendo  di  eliminare  tra  esse  ora  ~ ora  ^ , è 


(a)  Si  noti  che  queste  due  equazioni  con  eliminare  tra  esse  ora  C, 
ora  C si  possono  ridurre  alle  forme  <p(f  , x , y )=C  , ipf(»  , x , y )=C,  : 
il  che  può  esserci  utile  in  seguito. 
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chiaro  che  possono  ridursi  alle  forme  più  semplici 

Am 

- + Ax  + By=*V , 

% + Alx+B,y=Vl, 

dove  i secondi  membri  possono  anche  racchiudere  la  varia- 
bile indipendente  t , come  quelli  dell'  equazioni  precedenti. 
Or  ecco  in  qual  modo  si  possono  queste  integrare  congiun- 
tamenle  , senz’aver  bisogno  dell’ equazione  finale  di  2°  ordi- 
ne , adoperata  nel  metodo  pocanzi  esposto. 

Moltiplichiamo  la  seconda  equazione  per  una  costante  in- 
determinata m , ed  uniamo  il  prodotto  alla  prima  equazione  : 
verrà 

^ +»»|  + {A  + mA,)x  + (B  + mB,)y  = V + mV,. 
Ponghiamo  ora 

x + my  ss  u , donde  x = u my  , 

dinotando  w una  variabile  ausiliaria:  sarà  = ~ , 

dt  1 dt  dt  ’ 

e sostituendo  verrà 

^ + {A  + mA,)u  — [m(.4  -+-  mA,)  ~[B  + mB^y  =V+  mVt. 

Or  se  la  costante  m si  determini  mediante  l’equazione  di 
secondo  grado 

m(A  + mA,)  — {B  + mBj  = 0 , (E) 

e ne  dinotiamo  i valori  con  m,  ed  mi,  , l’ equazione  prece- 
dente si  ridurrà  ad  una  qualunque  delle  due  equazioni  lineari 

^+[A  + m,Al)u  = V + mlVt, 

+ mtA,)u  «=  V ; 

ma  gl’ integrali  di  queste,  dinotando  con  u,  ed  u,  i valori 
di  u corrispondenti  ad  m,  ed  m,  , e con  C , e due  co- 
stanti arbitrarie  , sono  ( n.°  627  ) 

u,  o> -J- fdt[  V -J-  ni,  K,)e!,4+,""4»>,J  , 
u.  =e-<'‘  -f fdl{  E-f  m,  V,  )eU+-.iiV]  : 
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dunque  in  virtù  dell’equazione  u = iP  + my  avremo 
w-f-m,y=>u,  ed  a?+in,y  = u,  , 
cd  in  conseguenza 


m,u,  — m.M*  m,  — u, 

OC— , y = 

»i, — m,  m,  — m. 

In  queste  formole  si  cangeranno  gli  esponenziali  in  seni 
e coseni  quando  le  radici  dell’  equazione  (E)  sono  immagi- 
narie. Nel  caso  poi  che  queste  radici  siano  eguali  , suppo- 
nendo anche  tali,  com’è  permesso,  le  costanti  C,  e C,  , 
l’ espressioni  di  x ed  y prenderanno  la  forma  indetermina- 
ta jj  ; ma  sparirà  la  indeterminazione  considerando  m%  come 

una  variabile  a cui  si  dà  il  valor  particolare  m,  , e gio- 
vandosi dei  n.>  144  e 585. 

In  modo  consimile  , ma  più  elaboralo , si  possono  trat- 
tare i casi  analoghi  di  tre  equazioni  fra  quattro  variabili, 
di  quattro  equazioni  fra  cinque  variabili  , ecc.  nelle  quali 
ricerche  entra  come  ausiliaria  la  risoluzione  di  una  equazione 
di  terzo  grado  , di  quarto  , ecc. 

Oltre  a ciò  , il  caso  trattato  in  questo  n.°  avrebbesi  po- 
tuto condurre  a termine  in  modo  affatto  analogo  ( e per  un 
numero  qualunque  di  equazioni)  a quello  tenuto  per  l’ equa- 
zioni lineari  fra  due  variabili  e a coefficienti  costanti , sup- 
ponendo prima  l' equazioni  scevre  da  secondi  membri,  e po- 
scia estendendolo  alla  ipotesi  contraria  mediante  una  conve- 
nevole determinazione  dello  costanti  arbitrarie  , considerate 
come  funzioni  della  variabile  indipendente. 

678.  Siccome  l’ integrazione  di  più  equazioni  simultanee 
tra  più  di  due  variabili , una  sola  delle  quali  è indipendente 
si  può  ridurre  ( come  abbiam  veduto  nel  n.°  676  ) a quella  di 
una  sola  equazione  fra  due  variabili  , ma  di  ordine  più  al- 
to ; così  reciprocamente  , 1’  integrazione  di  una  o di  più 
equazioni  simultanee  di  ordine  superiore  può  farsi  dipendere 
dalla  integrazione  di  un  maggior  numero  di  equazioni  simul- 
tanee , ma  di  ordine  inferiore, 

Sia  per  esempio  l’ equazione  lineare  di  secondo  ordine 


~+P  Qx=  V , 
if  ' dt  ' v 
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dove  P , Q e V esprimono  funzioni  qualunque  di  t.  Sup- 
ponendo 

(tic  . d'x  dii 

«***•  e1“rad'  = 


avrem  ridotta  l’integrazione  della  prima  a quella  delle  due 
equazioni  simultanee  di  pròno  ordine 


dx 

lì 


2/  = °’  lì  + Py  + Q»=  Vi 


talché  potrebbesi  effettuare  , anzi  desumere  dalle  forinole  pre- 
cedenti quando  P e Q fossero  costanti. 

679.  Termineremo  questo  capitolo  osservando  che  noi  ci 
siamo  limitati  a considerare  due  sole  equazioni  simultanee  e 
di  primo  ordine  , perché  soltanto  in  questo  caso  T integra- 
zione può  sempre  farsi  dipendere  ( mediante  la  eliminazione 
di  una  delle  due  funzioni  della  variabile  indipendente  ) da 
quella  dell’  equazioni  di  secondo  ordine  tra  due  variabili  , 
la  quale  integrazione  è stala  pure  la  sola  da  noi  trattata  con 
qualche  estensione.  Del  resto  , per  ciò  che  concerne  la  ri- 
duzione di  più  equazioni  differenziali  simultanee  ad  una  sola 
tra  la  variabile  indipendente  ed  un’  altra  , in  ciascun  caso 
particolare  si  vede  facilmente  a quali  e quante  altre  diffe- 
renziazioni successive  debbano  sottoporsi  1’  equazioni  date 
prima  d’ intraprendere  la  eliminazione  fra  tutte. 

Così  , fingendo  che  di  due  equazioni  date  in  t , x , y una 
sia  del  primo  ordine  , e T altra  del  secondo  , bisognerà  dif- 
ferenziar la  prima  due  volte  di  seguito  , e una  sol  volta  la 
seconda.  Per  tal  modo  si  avranno  in  tutto  cinque  equazioni . 

tra  le  quali  eliminando  per  esempio  y , ^ ~ , la  fi- 


nale sarà  di  terzo  ordine  in  t ed  x. 

680.  Se  le  due  equazioni  fossero  ambedue  di  secondo  ordine 
converrebbe  differenziar  ciascuna  due  altre  volte  : dopo  di 

che  , eliminando  v , —■  , . -r^  . -rr  fra  tutte  le  equazio- 

" dt  d t dt ‘ di*  ' 

ni  , che  sarebbero  sei , la  finale  risulterebbe  di  quarto  ordine 

in  l ed  x. 

Per  ultimo  esempio  , fingendo  che  l’ equazioni  siano  tre 
e di  primo  ordine  fra  le  variabili  t , x , y e % , bisognerà 
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differenziar  ciascuna  due  volte  di  seguito  , e poscia  eliminare 
le  otto  quantità 

dy  d*y  dly  ds  d*z  d’z 

y ’ * ’*•  ’ dò  ’ S,dt’dF'dF 

fra  tutte  1’  equazioni  che  sommano  a nove  : e il  risultato  sarà 
una  equazione  di  terzo  ordine  in  co  e t.  (a) 


(a)  L’ integrazione  di  due  o tre  equazioni  differenziali  simultanee 
fra  tre  o quattro  variabili  può  tornare  utilissima  in  alcune  quistioni  di 
Meccanica , siccome  per  esempio  nella  ricerca  della  curva  percorsa  da 
un  punto  materiale  in  un  dato  piano , o nello  spazio  , quando  le  con- 
dizioni del  movimento  conducono  a due  o tre  equazioni  differenziali  tra 
le  coordinate  variabili  di  esso  punto,  e il  tempo  impiegato  a percorrere 
l’ arco  frapposto  al  punto  stesso  e quello  di  partenza  ; le  quali  coordinate 
sogliono  considerarsi  come  funzioni  del  detto  tempo , riguardato  come 
variabile  indipendente. 
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SEZIONE  QUINTA 

migrazione  dell’ equazioni  differenziali  a (re  variabili. 


CAPITOLO  XXVII 

Integrazione  deli  equazioni  differenziali  totali 
di  primo  ordine. 

681.  Sappiamo  dal  q.°  (04  cbe  ogni  equazione  primitiva 
fra  tre  variabili  ammette  un’  equazione  differenziale  totale  , 
e due  equazioni  differenziali  parziali.  Qui  dunque  , coeren- 
temente a ciò , dobbiamo  distinguere  il  caso  in  cui  è data 
ad  integrare  una  equazione  differenziale  totale , da  quello 
in  cui  è data  una  sola  delle  due  equazioni  differenziali  par- 
ziali , perchè  se  fossero  date  ambedue  , se  ne  dedurrebbe 
pel  citato  n.°  la  totale.  É anche  mestieri  premettere  (analoga- 
mente a ciò  che  si  disse  nel  n.°  615  circa  l’ equazioni  diffe- 
renziali a due  variabili  ) che  per  equazione  differenziale  to- 
tale a tre  variabili  di  una  data  primitiva  non  s’ intende  solo 
quella  che  si  ottiene  con  la  immediata  differenziazione  della 
primitiva  rispetto  a tutte  tre  le  variabili , ma  sì  pure  ogni 
altra  equazione  che  nascerebbe  combinando  in  qualsiasi  modo 
la  primitiva  e la  differenziale  immediata  ; cosicché  potendosi 
con  questa  combinazione  eliminare  tra  le  due  equazioni  una 
delle  costanti  racchiuse  nella  primitiva  , ne  viene  in  conse- 
guenza che  quando  da  una  proposta  equazione  differenziale 
totale  si  vuol  desumere  la  corrispondente  primitiva  , questa 
per  avere  tutta  la  possibile  generalità  dee  racchiudere  una 
costante  dippiù  della  proposta  differenziale  , la  quale  costante 
dee  perciò  tenersi  arbitraria.  Con  questa  costante  la  primitiva 
è l’ integrale  completo  o generale  dell'  equazione  proposta  , e 
senza  di  essa  n’  è solo  un  integrale  particolare , chiamandosi 
così  ogn’  integrale  che  nasce  dal  completo  attribuendo  alla 
costante  arbitraria  un  valor  particolare.  Può  anche  darsi  che 
la  proposta  equazione  differenziale  totale  ammetta  un  integrale 
Cale.  Ini.  72 
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o piuttosto  una  soluzione  singolare  , con  che  vuoisi  intendere 
una  primitiva  che  non  si  può  desumere  dall’  integrale  com- 
pleto mediante  alcuna  particolare  determinazione  della  co- 
stante arbitraria  . a simiglianza  di  ciò  che  fu  detto  nel  n.°  617 
circa  gl’  integrali  dell’ equazioni  differenziali  a due  variabili. 
682.  Ciò  posto , sia 

Pdx  + Qdy  + Rdz  = 0 (1) 

la  proposta  equazione  differenziale  totale  , dove  P , Q ed  R 
esprimono  funzioni  qualunque  di  x , y e z.  Potremo  dimo- 
strare agevolmente  che  essa  ammette  un  fattore  che  la  rende 
un  differenziale  esalto  , quando  si  conceda  che  la  medesima 
sia  integrabile  , cioè  a dire  che  possa  essere  soddisfatta  da 
una  sola  equazione  tra  x , y , z cd  una  costante  arbitraria  ; 
ma  poscia  vedremo  che  questa  condizione  b soltanto  ipotetica, 
laddove  per  l' equazioni  fra  due  variabili  è una  verità  dimo- 
strata (n.°619). 

Sia  F\x  , y , * , C)  = 0 la  primitiva  completa  dell’equa- 
zione (i).  Supponendola  posta  sotto  la  forma  più  semplice 

• (2) 

avremo 

Desumendo  da  (1)  e (3)  i valori  di  dz , ed  eguagliando  l'uno 
all'  altro  , si  ottiene 

du  du 

PRdx  + ìdy=%dw+tdy'  ; 

di  dz 


ma  dx  e dy  sono  tra  loro  indipendenti  come  a?  ed  y:  dunque 
avremo  partitameate  - . 

P du  du  0 du  du 

R dx  ’ dz  ’ R dy  ' dz  ’ 

o che  torna  Io  stesso  . • 


du  du  ' L ' du 

dx  ’ dy  ' ^ dz 
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Ciò  essendo , se  chiamiamo  ® questi  tre  quozienti  fra  loro 
eguali , avremo 


du  n du  _ 
— =xQ 

dx  dy 


du  jj 

— = vii 
dx 


o l'equazione  (3) , che  pel  n.*  70  ò un  differenziale  esatto  , 
diverrà 


mPdx  -f  xQdij  4 oaRdz  = 0 , (4) 


ovvero 

«(  Pdx  + Qdy  + 7?(/z)  = 0 ; 

ma  questa  nasce  dal  moltiplicare  la  proposta  equazione  (1)  pel 
fattore  a>  , che  sarebbe  noto  quando  la  stessa  (I)  fosse  in- 
tegrabile : dunque  resta  provato  il  primo  assunto. 

683.  Per  venire  ai  secondo,  richiamiamo  l’ equazioni 
d.oìP  d./t'Q  d.toQ  d.xR  d.xR  d.xP 

dy  ~~  dx  ' dz  dy  ' dx  dz 

le  quali  esprimono  ( n.°  614  ) che  l’equazione  (4)  è un  diffe- 
renziale esatto.  Sviluppando  le  differenziazioni  per  esse  in- 
dicale , avremo 


dP  d*  dQ  dx 

dz  dz  dy  dy 

dR  . dx  dP  . dx 

® — ■ + R -7~  = 03-4-  P — 

dx  'dx  dx  dz 


(5) 


»:i 


e sommando  i prodotti  di  queste  equazioni  per  le  rispettive 
quantità  R , P , Q -,  troveremo  dopo  le  riduzioni 


dy  ) ' V \dx  dzj^  \dy 


2H- 


(C) 


Ecco  dunque  una  equazione  la  quale  non  racchiudendo 
che  funzioni  cognite  , e nascendo  necessariamente  dall’  ipo- 
tesi che  l'equazione  differenziale  (4)  ammetta  una  primitiva, 
costituisce  la  condizione  , ovvero  il  carattere  d integrabilità, 
della  stessa  equazione  differenziale.  Quando  una  tal  condi- 
zione è soddisfatta  le  tre  equazioni  (5)  equivalgono  a due  , 
e l' integrazione  dello  stesse  equazioni  ( che  sono  a differenziali 
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parziali  tra  le  Tariabili  ao  , y , x , e la  ignota  funzione  ® di 
esse  ) determina  questa  funzione  , per  la  quale  moltiplicala  la 
proposta  (1)  diverrebbe  un  differenziale  esalto  , e quindi  si 
potrebbe  integrare  col  metodo  esposto  nel  n.°  614. 

68i.  Ma  in  vece  di  tener  questo  modo,  che  qui  sarebbe 
impraticabile  ( non  avendo  ancora  trattato  della  integrazione 
dell'  equazioni  a differenziali  parziali  ) noi  andiamo  a vedere 
che  l’integrazione  dell'equazione  (1)  riducesi  a quella  di  una 
equazione  differenziale  tra  due  variabili, 

A tal  fine  sia  v il  fattore  che  rende  t( Pdx  -}-  Qdy)  un 
differenziale  esatto  , quando  z si  riguarda  come  costante. 
Facendo 

f{vPdx  + vQdy)  = « , (6) 

ci  sarà  lecito  supporre  che  la  primitiva  dell’ equazione  (1)  sia 

«+Z=0,  (7) 

mediante  una  convenevole  determinazione  di  Z in  funzione 
di  z. 

Infatti  differenziando  1’  equazione  (7)  , abbiamo 

du  , du  , . du  , dZ  , . ... 

-d»+-iy+1;iz+-i%  = <>,  (8) 

e d'altra  parte  moltiplicando  per  v l’equazione  (1) , abbiamo 
vPdx  -+■  vQdy  -f-  vRdz  = 0 ; (9) 

ma  in  virtù  dell’  equazione  (6) , si  ha 

d£ d{°  = vPdx . = vQJy  ; 

dunque  perchè  l’ equazioni  (8)  e (9)  siano  d’  accordo  , che 
è quanto  dire  perchè  1’  equazione  (7)  sia  la  primitiva  del- 
l’equazione (I) , basterà  suppórre 

_ du  dZ  dZ  ».  du  . . 

t’«=  — -f-—,  ovvero  — = t/i  — (10) 

dz  dz  dz  dz  ' ' 

Ora  si  vede  che  se  l’equazione  (1)  è veramente  integra- 
bile ( come  noi  supponghiamo  ) , quest’ ultima  equazione  deve 
dare  per  Z una  funzione  soltanto  di  z . e perciò  deve  potersi 
liberare  dalle  variabili  x ed  y , e ridursi  a contenere  le 
sole  s e Z,  Fatta  dunque  l’ integrazione  dell’  equazione  (10) 


Digitized  by  Google 


DI  calcolo  isteghalr.  573 

dopo  averla  ridolta  tra  z e Z mediante  la  (7) , se  il  valore 
di  Z,  che  quindi  se  ne  può  desumere  in  funzione  di  z e di 
una  costante  arbitraria  , si  sostituisca  per  Z nell’equazione  (7), 
il  risultato  sarà  la  primitiva  completa  dell'equazione  (1). 

685.  Per  dichiarare  la  teoria  con  un  esempio  , prendiamo 
l’ equazione 


(s  — c)(wdw  + ydy)— (x*+y')dz  = 0.  (11) 

Paragonandola  all’equazione  generale 


Pda>  + Q<ly+Rdz=:0  , 

si  vede  che  Pdx  -f-  Qdy  corrisponde  a ( z — c){xdx-\-ydy)  , 
od  R— — ( x*-\-y% ).  Ora  essendo  ( z — c){xdx  -+•  ydy)  una 
formola  differenziale  esatta  rispetto  ad  x e y , il  fattore  v 
che  servirebbe  a renderla  tale  può  supporsi  essere  1’  unità  , 

e l’integrale  della  medesima  essendo  (z — c)^x  , questa 

espressione  dinoterà  u.  Sicché  avremo 


e=  I 


u i 


(z-c) 


2 


e l’equazione  generale  u + Z=0  corrisponderà  a 

>0. 


(z_c)f!±£+Z. 


2 

Frattanto  l’equazione  (K)  dandoci 

du  x’-f-y* 

Jz  ~ 2 ’ 

r equazione  (10)  del  n.°  precedente,  cioè  a dire 

— ^ , 

dz  dt 


(K) 


(L) 


colla  sostituzione  de’ notati  valori  di  v,  R e — diverrà  sulle 

dx 

prime 


dZ 


Tl—  (*•  + »’)■ 


x*+y* 


K + y*) 


ma  è chiaro  che  in  virtù  dall’equazione  (L)  potrà  essere  libe- 
rata da  <r  ed  y con  eliminare  tra  esse  le  quantità  x*  + y*. 
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In  questo  modo  si  ha 

dZ  3 Z 

dz  z — e ’ 

ed  è questa  l’equazione  che  serve  alla  ricerca  di  Z in  fun- 
zione di  z.  Difatti  separando  tra  loro  le  variabili  * e Z , 
abbiamo 

dZ  8 dz 

~z~7^c  ' 

e quindi  /Z=3/(z — c)-f-C  ; da  quésta  poi , con  porre  la 
costante  sotto  la  forma  IC , si  ha  facilmente 

Z=(S  — c)5C, 

il  qual  valore  sostituito  in  (L) , si  ottiene 

• (s-c)£±£  + (*-f)*c= o. 

o che  torna  lo  stesso 

(z  — c)[a3*  -f  y*  + C(s  — c*]  =*  0. 

Or  di  quest'  ultima , il  fattore  z — c=0  è un  integrale  par- 
ticolare della  proposta  equazione  (H) , e l’altro  fattore 

®,  + !/*  + C(z-r)'  = 0 

ne  è l’ integrale  completo. 

* 686.  Il  fattore  v che  rende  v[Pdx  -f-  Qdy)  un  differen- 
ziale esalto  , avendo  ( n.°  635  ) una  esistenza  certa  , ne  vie- 
ne in  conseguenza  che  se  tenendo  conto  dell’  equazione  (7) 
si  può  dall’  equazione  (1 0)  desumere  Z in  funzione  della  sola  z, 
la  proposta  equazione  (1)  sarà  certamente  integrabile  ; perchè 
dipenderà  da  una  equazione  tra  due  variabili  , e l’integra- 
bilità di  questa  specie  di  equazioni  si  è dimostrata  (n.°619) 
sempre  possibile. 

Or  perchè  dall’equazione  (IO)  possa  trarsi  Z in  funzione 
di  z , basta  che  il  secondo  membro  di  essa  si  riduca  ad  una 
funzione  di  z , cioè  a dire  non  contenga  più  x , dopo  averne 
eliminalo  y mediante  il  valore  che  ne  dà  l’ equazione  (7)  : 
dunque  considerando  y come  funzione  implicita  di  x e Z , 
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l'equazione  di  condizione  sufficiente  all'  uopo  sarà  ( n.8  63  ) 


ossia  , sviluppando  le  differenziazioni  indicate  , 


dR  , „dv 
dx  dx 


d'u  / dR  -.dv  d*u\dy  . 

dxdz  ‘ \ 1 dy  ""**  dy  dydz)  dx 


D’  altra  parte  la  proposta  equazione  differenziale , posta 
sotto  la  forma 


dt/=—~dx-^Jz 


dà  f = -£ 

dx 


Q ’ 


e in  virtù  della  (6)  essendo  ~ = vP  , Q , avremo  pure 


d*u  dP  , „ 

• = v 1-  P 

dzdx  dz  1 dz 


dx 
dv  - 


dzdy  di  ^ v do' 


e finalmente  il  fattorè  v rendendo  v( Pdco  Qdy)  un  diffe- 
renziale esalto  , dee  pur  sussistere  ( n.°  636  ) l’ equazione 


0 , 


(13) 


la  quale  ci  dà 

dv  Pdv  v /dP  ' dQ\ 

dx  Q dy  Q\dy  dx/ 

. , dy  ' d*u  d'u  dv 

ma  sostituendo  questi  valori  di  — , , — nella 

suddetta  equazione  di  condizione  , e facendo  le  debite  ridu- 
zioni , emerge  di  nuovo  l’equazione  (C)  : questa  equazione 
dunque  vuol  esser  tenuta  necessaria  e su /fidente  per  la  inte- 
grabilità dell’ equazione  (1)  , comunque  talvolta  l’integrazione 
effettiva  di  questa  non  sia  fattibile  sotto  forma  finita. 

*687.  Per  compiere  ciò  che  riguarda  l’ equazioni  differen- 
ziali di  primo  ordine  fra  tre  variabili  , e di  primo  grado 
rispetto  ai  differenziali  di  queste , supponghiamo  che  non  si 
verifichi  il  carattere  d’integrabilità,  ossia  T equazione  di  con- 
dizione (C).  Allora  è impossibile  soddisfare  all’equazione 


Plico  -f-  Qdy  -f-  Rdz  = 0 ( 1 ) 
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con  una  sola  equazione  tra  x , y , * , e 6 ; e ciò  si  rende 
palese  dalla  circostanza,  che  l'equazione  (10)  non  si  può  in 
modo  alcuno  liberare  da  tntle  due  le  variabili  x ed  y.  In  tal 
caso  non  rimane  che  il  partito  di  ammettere  come  vera  per 
ipotesi  la  stessa  equazione  tra  x , y , z , e di  soddisfare  la 
proposta  col  sistema  delle  due  equazioni  simultanee 

u+z=0’ 

le  quali , potendo  essere  la  Z una  funzione  arbitraria  di  x , si 
esprimeranno  vie  meglio  scrivendo 

u + <f(x)  = 0 , = — ~ 

Osserveremo  però  che  questa  seconda  maniera  d’integrare  l’e- 
quazione (1)  è meno  generalo  della  prima.  Difatti  la  prima 
maniera  conducendo  ad  una  sola  equazione  affetta  da  una  co- 
stante arbitraria  , esprime  in  linguaggio  geometrico  una  infi- 
nità di  superficie  ; laddove  la  seconda  maniera  , conducendo 
a due  equazioni  affette  da  una  funzione  arbitraria  , esprime 
una  infinità  di  curve. 

Così  per  esempio  nell’equazione 

(s  — c)(a?da5  + ydy  ) -f  0(®  — a)  + y(j/ — = 0 

la  forinola  Pdx  + Qdy  è la  stessa  dell’  esempio  precedente  , 
c perciò  v ed  u restano  ancora  le  stesse  ; si  ha  poi 

R<=°oc(a>—a)  + y(y—b)  , 
ed  in  conseguenza  T equazioni  generali 

divengono 

(*-c)(®*  + s')  + ft(*)-0  , 

+ V*  4-  **'(*)  = — a)  + 2 y(y—b) . 

Qualunque  grandezza  costante , o che  èia  funzione  soltanto 
di  s si  sostituisca  per  $(s)  in  queste  due  equazioni,  le  altre 
che  ne  risultano  renderanno  sempre  soddisfatta  l’ equazione 
proposta . 

* 688.  Quaudo  in  una  equazione  differenziale  totale  e di 
primo  ordine  a tre  variabili  , i differenziali  di  queste  si  ele- 
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vano  a grado  superiore  al  primo , non  è generalmente  una 
sola  l’ equazione  di  condizione  che  si  richiede  per  la  sua  in- 
tegrabilità. Per  dimostrarlo  nel  caso  dell’  equazione 

Pdx*  + Qdy*  + Rdz'  -f-  2 S'dxdy  -f-  ÌTdxds  -f-  %Udydz  — 0 

osserviamo  che  acciò  questa  possa  emergere  da  nna  equa- 
zione u — C,  dinotando  « una  funzione  qualunque  di  x ,y , e , 
è pria  di  tutto  necessario  che  possa  ridursi  alla  forma 

Ptdx  -f-  Qtdy-\-  Rtdz  = 0 , 

esprimendo  P,  , Q,  , /?,  altre  funzioni  di  x , y , z ; o , che 
torna  allo  stesso  , è necessario  che  risolvendo  la  proposta 
per  rapporto  ad  uno  dei  differenziali  dx  , dy  , dz  , gli  altri 
due  non  restino  implicati  sotto  a segni  radicali  ; or  questo 
non  incontra  sempre  , perchè  si  ha 

— Tdx — Udy±l/' [T* — PB)dx,-j-2{TU — RS)dxdy-\-(  U* — QR)dym 

(fZ=3  — ■ ' - ■ ■ — ■ ■ ■ — ■ 

R 

e se  la  quantità  esistente  sotto  il  radicale  non  è riducibile 
alla  forma  {Mdx  •+■  Ndy)* , dove  M ed  N possono  indicare 
funzioni  anche  irrazionali  di  x , y , e z , i differenziali  dx 
e dy  resteranno  soggetti  al  radicale  ; ma  per  la  indipendenza 
scambievole  di  dx  e dy  ciò  non  può  aver  luogo  senza  sup- 
porre partita  mente 

r — PR—  M* , TU — RS=MN  , U*  — QR  — A* , 

e quest' equazioni  col  paragonare  il  prodotto  della  prima  e 
della  terza  al  quadrato  della  seconda  ci  danno 

(T*  — PR)(U*  — QR)  *=  ( TU  — Rsy  : 
dunque  sarà  questa  la  prima  equazione  di  condizione  , che 
devesi  verificare  perchè  la  proposta  sia  integrabile. 

In  generale  può  affermarsi , che  qualunque  sia  il  grado 
dell’equazione  differenziale  proposta  rispetto  a dx  , dy  , dz  , 
è innanzi  tutto  necessario  per  la  sua  integrazione  , che  or- 
dinata rispetto  a dz  possa  decomporsi  in  fattori  della  forma 

dz  -f-  pdx  -f-  qdy. 

*689.  Per  dire  anche  una  parola  circa  le  soluzioni  singolari 
dell’  equazioni  differenziali  totali  a tre  variabili , supponiamo 
che  F(x  , y , z , C)  *=■  0 sia  l’ integrale  completo  dell'  eqna- 
Calc.  Ini.  73 
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z ione  Pil.r -f  Qdy  + ììdz  = 0 . Ciò  imporla  pel  n.°  684  , che 
eliminando  C Ira  l' equazioni 


*\.v  , y , % , C)  = 0 , 


<JF  </F  dF 

— dx  + — dy  + — di> 

dx  dy  J ' di 


delibasi  avere  Pdx-b  Qdy+  Rdz =0.  Or  se  C si  consideri 
come  l’unzione  di  una  sola  , o di  due  , o di  tutte  tre  le  va- 
riabili x , y , s , ma  funzione  tale  che  sia 


dF  dF  dF  dF  dF  dF  dF 

dx  + ^dy  +^dz  + d-±dC  = ^-dx  + ^dy  + ^dz, 

dx  dy  J di  1 dC  dx  dy  * dz 


sarà  lecito  sostituire  a C anche  tal  funzione  nell’equazione 
F[x,y,z,  C)  = 0 , e il  risultato  sarà  un  integrale  singolare, 
eccello  che  non  potesse  anche  nascere  da  qualche  particolare 
valor  costante  di  C.  Or  perchè  quella  riduzione  abbia  luogo 

è necessario  supporre  ^ = 0 , e risolvere  questa  equazione 

ut 

rispetto  a C , dopo  averla  liberala  da  radicali  ove  ne  abbia  : 
e da  ciascun  valore  variabile  di  C così  trovato  si  avrà  ge- 
ueralmente  un  integrale  singolare  , mediante  la  sostituzione 
di  esso  nell’  integrale  completo. 

Sia  per  esempio  l'equazione 


xdx  -f-  ydy  + zdz  — dz  V x%  -f-  y%  -f 
dividendola  pel  radicale,  il  risultato 
xdx-\-ydy-\-zdz 


Vx'-\ -y*+s*- 


(A) 


V 


ci  dimostra  evidentemente  nei  suoi  membri  i differenziali  esatti 
del  radicale  istcsso  e di  s , oude  l’ integrale  completo  di 
essa  è 

l'x'  + y'  + z'—  a'  = z + C , 
o vero  , elevando  a quadrato  e riducendo  , 

x'  + y'—a'  = 2Cz  + C*.  (B) 

Or  la  derivata  di  questa  equazione  rispetto  a C , vai  dire 
2z-}-2C=0  dando  C= — a , la  sostituzione  di  questo  valor 
variabile  di  C nell’integrale  completo  (B)ci  darà  l'equazione 

a r’+/  + Z*  = (,'  , 
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che  si  dee  avere  per  un  integrale  singolare  della  proposta 
equazione  (A). 

Da  questo  e dal  n.°  649  è evidente  che  l'esposto  metodo 
per  desumere  l’ integrale  singolare  dal  completo  , può  appli- 
carsi all’ equazioni  differenziali  totali  e di  primo  ordine  tra 
quante  si  vogliano  variabili. 

CAPITOLO  XXVIII. 

* Integrazione  dell' equazioni  differenziali  parziali  di  primo  ordine 
e lineari,  o -non  lineari  ma  di  forme  particolari. 

690.  Analogamente  a ciò  che  abbiam  detto  nel  n.°  681 
circa  l’ equazioni  differenziali  totali  , sotto  il  uorne  di  equa- 
zione differenziale  parziale  , o , come  anche  suol  dirsi , equa- 
zione a differenze  parziali  si  vuol  intendere  ogni  equazione 
tra  w , y , z , e una  sola  o amenduc  le  derivate  parziali 
di  una  di  esse  , per  esempio  z , riguardata  come  funzione 
dell’ altre  due.  Tale  equazione  si  dee  concepire  desunta  da 
una  primitiva  e dalle  due  derivale  parziali  di  questa  , com- 
binate fra  loro  in  qualunque  siesi  modo  ; c quindi  , siccome 
tra  queste  combinazioni  la  più  generale  e importante  è quella 
in  virtù  di  cui  può  eliminarsi  ( come  abbiam  veduto  nel 
n.°  378  ) una  funzione  indeterminata  di  una  determinata 
espressione  di  x , y e z , cosi  la  primitiva  di  una  proposta 
equazione  differenziale  parziale  di  primo  ordiue  avrà  la  mag- 
giore generalità  possibile  , e si  dirà  integrale  completo  della 
proposta  quando  insieme  colle  variabili  racchiuda  una  fun- 
zione indeterminata  , e per  ciò  arbitraria  di  una  espressione 
determinata  di  una  o più  di  esso  ; e senza  questa  funzione 
arbitraria  sarà  soltanto  un  integrale  particolare. 

691.  Ciò  posto  il  caso  più  semplice  è quando  nulla  proposta 
equazione  vi  ha  una  sola  derivata  parziale.  Allora  risoluta 
rispetto  a questa  , prende  la  forma 

%. = A® . y > *) . 0 pui  « — /I® . y • *)  i. 

e però  , dovendosi  tenere  siccome  costante  la  y nella  prima  , 
e la  x nella  seconda  , la  loro  integrazione  si  eseguirà  come 
quella  dell'  equazioni  differenziali  a due  variabili , con  questa 
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sola  diversità  , che  le  costanti  arbitrarie , che  ammettono  le 
primitive  complete  di  quest’  equazioni  differenziali , sono  nel 
caso  attuale  funzioni  arbitrarie  di  y , o pure  di  a. 

692.  Quando  1’  equazione  proposta  contiene  ambedue  le 

derivate  parziali  ^ , — , se  queste  non  vi  si  trovano  ( co- 
me da  principio  supponghiamo  ) che  al  primo  grado  , e non 
sono  moltiplicate  fra  loro  , dicesi  lineare  , e si  può  scrivere 
sotto  la  forma 


?%+Qd-^—R'  0 vero  Pp+Qv 


R, 


(•) 


dove  p e q tengono , secondo  l’ uso , le  veci  di  — e ^ , e 

P , Q , R possono  contenere  nel  tempo  stesso  le  variabili 
indipendenti  x , y , e la  funzione  s. 

Supponendo  essere 

F{x  ,y  , z)  — 0 

l’ integrale  cercalo  , avremo  pel  n.°  104 

dF  , dF  n dF  , dF 

dx+  dz  P ~ ° ’ dy  di  q ~~  ° * 

in  conseguenza  di  che  eliminando  p e q dall'equazione  (1) , 
questa  prenderà  la  forma  . 


'sr  + O'Sr-"1 


(*) 


e il  problema  sarà  ridotto  a determinare  più  generalmente 
che  si  possa  la  funzione  F che  soddisfaccia  al!’  equazione  (2). 

Or  se  noi  concepiamo  che  siansi  trovati  gl’  integrali  com- 
pleti dell’  equazioni  differenziali  simultanee  contenute  nell’  e- 
quazione  continua 


dx 

T 


dz 


= 0 


(3) 


dy_ 

Q n 

i medesimi  si  potranno  mettere  sotto  le  forme 

M®  • y - *)  = C,  , ft{x  , y , z)  = C.  , (4) 

indicando  Ct  e C,  le  costanti  arbitrarie  fornite  dalla  inte- 


n 


Digitized  by  GQOgle 


581 


DI  CALCOLO  INTEGRALE. 


granone  ; e si  avra  m conseguenza 


*U 


d(t 


df. 


£dx  + '%dy+-£dz  = 0. 


dx 


dy 


Ma  eliminando  da  questo  i differenziali  dx  e dy  mediante 
!'  equazioni  (3)  , si  ottiene 


p£+Qw+r£=° 


p£+0°j±  + b‘M 

dx  dy  dz 


df. 


Jr. 


0 ; (5) 


dunque  l' equazioni  (4)  soddisfacendo  all’  equazione  (2)  saranno 
ancora  integrali  dell'equazione  proposta  (1),  ma  integrali 
soltanto  particolari  ; poiché  , stando  a ciò  che  fu  detto  nel 
n.®  690  l’integrale  completo  debb' essere  una  equazione  con- 
tenente una  funzione  arbitraria  di  una  determinata  espres- 
sione delle  variabili.  È facile  intanto  vedere  che  l’ integrale 
completo  si  può  desumere  dai  delti  integrali  particolari , per- 
chè una  funzione  arbitraria  <I>  dell’ espressioni  f,  , f,  , egua- 
gliata a zero  verifica  egualmente  l’equazione  (2).  Infatti  , se 
si  uniscano  l’ equazioni  (5)  dopo  averle  moltiplicate  rispetti- 
vamente per  e , ne  risulterà 
1 dft  df. 


pd*  df,  d*  df,\  fd*  df,  d*  dfA  /d*df,  ■ d*  dj,\ 
[df,  dx  ^ df . dx  rV\dft  dy'  dft  dy  J"1"  \dft  dz  ^ 'df,  dx  ) 


= 0. 


o che  torna  lo  stesso  , pel  n.®  62 , 


_ di  . _ di’  , _ </♦ 

PrX+QTy  +RTz‘ 


0. 


Per  conclusione  dunque  l'integrale  generale  della  proposta 
equazione  sarà 


$(/■«./■.)  = 0,  o pure  /■,  =*(/■,)  , 

dinotando  $ e f funzioni  arbitrarie  dell’ espressioni  deter- 
minate f,  ed  /■,» 

693.  Il  metodo  esposto , con  cui  la  iutegrazione  dell’equa- 
zioni  a differenze  parziali  di  primo  ordine  , lineari  per  rap- 
porto alle  derivate  parziali , dipende  dalla  integrazione  di 
un  sistema  di  equazioni  differenziali  simultanee,  è dovuto  a 
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Lagrange , e si  applica  senza  veruna  difficoltà  al  caso  in  cui 
le  variabili  sono  di  numero  qualunque. 

Per  dare  intanto  qualch'  esempio  , prendiamo  1’  equazione 

+ ' 0 ver0  xp  + yq  = nx. 

In  questo  esempio  l’ equazioni  (3)  divengono 

dx  dy  dz 

x y ns  ’ 

epperò  gl’  integrali  completi  delle  due 

dx  dy  dx  dz 

x y x nz 

si  possono  facilissimamenle  ottenere  e scrivere  sotto  le  forme 


Dunque  l' integrale  completo  della  proposta  equazione  sarà 

5.  = *(ì),  0TCr0  s = a,>(!): 
il  che  equivale  a dire  che  la  funzione  z di  x e y,  capace  di 
soddisfare  alla  condizione  xp-\-yq  = nz  , è una  qualsivoglia 
funzione  omogenea  e di  grado  n in  x ed  y : di  accordo  con 
la  nota  del  n.°  247. 

694.  È proprio  degl’integrali  completi  (4)  di  soddisfare 
per  dir  così  immediatamente  all’  equazioni  (3)  , nel  senso  che 
i valori  di  dx  , dy  , dz  cavali  dai  differenziali  dell’  equazio- 
ni (4)  rendono  identiche  le  equazioni  (3) , senza  che  faccia 
mestieri  di  tener  conto  delle  relazioni  stabilite  fra  le  varia- 
bili x , y , z dalle  stesse  equazioni  (4)  ; perchè  queste  rela- 
zioni dipendono  dalle  costanti  C,  , C,  , e l’ equazioni  (4) 
insieme  coi  loro  differenziali  debbono  verificare  l’ equazioni  (3) 
indipendentemente  dai  valori  assegnati  a queste  costanti  ar- 
bitrarie. Al  contrario  , quando  I’  equazioni  (3)  ammettono 
integrali  singolari  che  dinotiamo  con 

, <fl(x,y,z)  = 0,  ?,(<»,«/,  z)  = 0 , (6) 

i differenziali  di  queste  non  verificano  l’ equazioni  (3)  ammeuo 
che  non  s’ abbia  conto  dell'  equazioni  (6) , altrimenti  verreb- 
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bero  anche  soddisfatte  dall' equazioni  9,  =C,  , e 9,  = C,  , 
le  quali  hanno  gli  stessi  differenziali  delle  0 , 9,  =0  ; 
e così  quest'  ultime  non  sarebbero  che  integrali  particolari. 
Così  essendo,  l’equazione  (2),  e quindi  la  proposta  (1)  di 
cui  la  (2)  è una  trasformala  , verrà  soddisfatta  da  ciascuna 
dell'  equazioni  (6)  , ma  no  I polendo  essere  dall’  equazioni 
9,  = Ct  , 9*  = f * . mollo  meno  lo  sarà  da  una  funzione 
arbitraria  di  9,  e 9,  eguagliala  a zero  ; talché  l'  integrale 
completo  non  potrà  contenere  sotto  il  segno  della  funzione 
arbitraria  se  non  1’  espressioni  fx  , f,  esclusivamente. 

Sia  per  esempio  l’ equazione 

dz  . ds  . y 

xte  + yTy=nVx  +*  ■ 

in  virtù  dell’  equazioni  (3)  dovremo  integrare  l’ equazioni 
differenziali  simultanee 

dx  dy  dx  dz 

La  prima  di  queste  ci  dà,  come  nell’esempio  precedente  , 
y — C,t  ; e la  sostituzione  di  questa  espressione  dr  y nella 
seconda  cangia  quest’ ultima  nell'altra 

, dz  = ndx V \ -f  C;  ; donde  z = nV \ + x + Ct  , 

ovvero  , sostituendo  a C , il  suo  valore  - 

x 

-|-y*  + Ct . 

(»1  integrali  completi  dell  equazioni  (A)  potendosi  dunque  scri- 
vere sotto  le  forme 

Cx  , z—  nVx'  + y*  = C,  , (B) 

1 integrale  generale  0 completo  dell'  equazione  proposta  sarà 
z = »l/a>*+y'  + 9^. 

Frattanto,  in  questo  esempio,  siccome  la  seconda  dell  e- 
quazioni  (A)  ammette  un  integrale  singolare , che  desunto 
dall'integrale  completo  di  essa  ( n.°649)  cioè  dalla  seconda 
delle  (B)  viene  espresso  dajf  equazione  cc*  -f-  y*  = 0 , così 
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questa  equazione  , o piuttosto  il  sistema  delle  due  x =*  0 , 
y = 0 , equivalenti  ad  essa  , ci  darà  un  integrale  singolare 
anche  della  proposta  equazione  a differenziali  parziali. 

695.  Merita  riguardo  il  caso  in  coi  P , Q , R son  funzioni 
omogenee  di  x , y , z.  Allora  indicandone  il  grado  con  n , 
e ponendo  x=>uz  , y = yz  , l’ equazioni 

dx  dz  dy  dz  d.uz  dz  d.vz  dz 

~P~~R  ’ Q~~R  dlvcnSono  Y^~~R^n  ’ Q-^  = ì^?  ’ 

dinotando  Pt  , Q,  , Rt  funzioni  di  u e v ; ma  sopprimendo 
iu  quest' equazioni  il  divisore  z comune  ai  due  membri  , e 
poi  effettuando  le  differenziazioni  indicate  , si  ottiene 


(P,  — Rtu)dz  — Rtzdu  , (0, — R,v)dz  = R,zdv  : 

dunque  dividendo  quest’ ultime  l’ una  per  l’altra,  e poi  li- 
berando da  rotti  avremo  tra  lo  sole  variabili  u e v 


(P,  — Rlu)dv  = (Q1  — Rtv)du. 

Trovalo  che  sia  1‘  integrale  di  questa  equazione  , se  ne  farà 
uso  per  eliminare  u o v dall'  una  o dall’  altra  delle  prece- 
denti , per  così  avere  una  seconda  equazione  tra  due  varia- 
bili , di  cui  si  cercherà  1’  integrale.  Dai  due  integrali  si  eli- 
mineranno poscia  ir  e v mediante  l’ equazioni  x = uz  ed 
y — vz  , e i risultati  scritti  sotto  la  forma  M=C , N=*C,  , 
dove  C e Ct  esprimono  le  rispettive  costanti  arbitrarie , avre- 
mo nell'equazione  N = o nell’altra  più  generale 

9(J/  , iV)  = 0 l’ integrale  completo  della  proposta  equazione 
omogenea. 

Come  utile  esercizio,  cercando  nel  modo  dichiarato  l’in- 
tegrale dell'  equazione 

yzp  -f-  xzq  = xy  , si  avrà  z * — = — t")  ; 

e cercando'  l’ integrale  dell"  equazione 


xzp  -(-  yzq  = xy  , si  avrà  s* 


**■ +»(!)• 


696.  Quando  1’  equazione  proposta  non  è omogenea  rispetto 
alle  variabili , e ninna  dell’equazioni  (3)  del  n.°  692  contiene 
due  sole  variabili , nè  l’ integrazione  di  due  di  esse  conside- 
rate simultaneamente  rientra  nel  caso  risoluto  nel  n.°  677  , 
per  evitare  l'impiego  dell’ equazioni  differenziali  di  secondo 
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ordine  a due  variabili  ( che  rare  volle  sono  integrabili  sotto 
Torma  finita  ) si  preferisce  ordinariamente  di  soddisfare  alla 
proposta  col  sistema  di  due  equazioni  fra  quattro  variabili  , 
giovandosi  all’uopo  della  integrazione  per  parti,  o di  altri 
artifizii  di  calcolo. 

Così  quando  l'equazione  proposta  è p=sn(g)  , dinotan- 
do rT(qr)  una  funzione  qualunque  di  4 , l' equazione 

dz  —pdjo  + qdy  diviene  dz  = lì(q)da) qdy  , 
o integrata  per  parli  dà  l'altra 

Z*=Tl{q).X  + qy—f[xn'(q}+y]dq  , 

«1  soddisfar  la  quale  basta  supporre 

xn'(q)  + y = l}'(q)  , donde  z=IJ{q)  .x + qy  — lì(q). 

Riguardando  in  queste  due  la  q come  una  quarta  variabile  , 
e , al  solilo  , $ come  simbolo  di  una  funzione  arbitraria  il 
sistema  di  esse  soddisfeci  alla  proposta  equazione , e non 
sarà  gran  fatto  diftìcile  il  ravvisare  raccordo  delle  medesime 
con  l’ equazioni  (I)  del  n.°  371. 

697.  Sia  ancora  più  generalmente 

f[w  ,p)  = F(y  , q). 

Col  porre  f(x  , p)  — t sarà  pure  f[y  , q)—t  , ed  avremo 
p—f,{x  , t ) , q=>Ft(y  , l)  , 

dinotando  f,  ed  F , funzioni  cognito  di  a?  e 1 , e di  y e t ; 
quindi  l’ equazione 

dz—pdx-\-qdy  diverrà  dz**sdxf,[x  , t)-+-dyF,[y  , /). 

Or  se  dinotiamo  con  Ue  V gl’ integrali  fdcefx{x , t).fdyFx{y  , /) 
presi  nella  ipotesi  di  t costante  , quest'  integrali  essendo  fun- 
zioni anche  di  t , avremo 

dxf,{x  , t)  = ^ dx  = dV  — ^ dt  , 

<tyF.(y,t)~%dy  = dv-^dt, 
o per  conseguenza 

<,z  = dv  + ,n-(^  + %yi 

L 'ale.  Ini.  7 i 
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ma  per  soddisfare 


dU  , dV 
1 


■*'(0 


TT*1"  * 

dinotando  <$’(/)  una  funzione  arbitraria  di  t , ed  allora  si  ha 


essendo  parimente  <p(J)  una  funzione  arbitraria  : dunque  la 
proposta  equazione  verrà  soddisfatta  dal  sistema  delle  due 


z + i(l)  = U+V,  = + 


698.  Noteremo  finalmente  un-  altra  maniera  di  soddisfare 
all'  equazione 

z = px  + qy  + f\p  , q)  , 

di  forma  speciale  ed  analoga  a quella  considerata  nel  n.°  646. 
Cominciando  dal  differenziarla  , si  ha 

dF  dF 

dz  «a  pdx  + qdy  + xdp  -f  ydq  + dP  dq  ; 

rna  è sempre  dz  = pdx  -f-  qdy  , dunque 

(a,+^),lf  + (!,  + ^)j,  = 0. 


Or  a questa  equazione  può  soddisfarsi  iu  due  modi  : 1°  po- 
nendo p=di  e j = dove  A e B esprimano  due  costanti 
arbitrarie  , e in  tal  modo  si  ha  P equazione 


z = Ax+  By  + Fv\  B)  , 


che  in  linguaggio  geometrico  rappresenta  un  piano  variabile 
secondo  una  legge  determinata  dalia  forma  della  funzione  F ; 
2°  stabilendo  le  due  equazioni 


dF 

CP+  — : 
dp 


. dF  n 
y+-?  = ° , 


la  mercè  delle  quali  e dell'equazione  proposta  eliminando  p 
e q , si  riesce  ad  una  equazione  senza  veruna  costante  ar- 
bitraria , e senza  funzione  arbitraria  di  alcuna  determinata 
espressione  variabile. 
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Sia  per  esempio  l’equazione 

z—px  + qy  — cpq  : 

(1) 

col  primo  dei  riferiti  modi  si  avrà  l’ integrale 

3 — Ax  + By  — ABc. 

-(*) 

Nel  secondo  modo  poi  ottenendosi  l’ equazioni 

x — cq  — 0 , y — cp  = 0 , 

1'  eliminazione  delle  quantità  p e q fra  la  proposta 
due  ne  darà  l’altro  integrale 

e queste 

0 

II 

1 

** 

0 

(3) 

Or  questo  sembra  una  soluzione  singolare  della  proposta 
equazione  (i)  , almeno  nel  senso  che  non  è possibile  desu- 
mere mediante  particolari  valori  costanti  di  A e B 1'  equazio- 
ne (3)  esprimente  in  linguaggio  geometrico  una  paraboloide 
iperbolica  dall’equazione  (2)  che  dinota  un  piano. 

699.  La  funzione  arbitraria , senza  di  cui  I’  integrale  di 
un’  equazione  differenziale  parziale  non  sarebl>e  completo  , 
cessa  di  essere  arbitraria  quando  alcun'  altra  condizione  si 
aggiunge  a quella  , che  l' integrale  completo  sottoposto  alle 
regole  della  differenziazione  debba  soddisfare  all’equazione 
differenziale  parziale  ; nò  quest’  altra  condizione  potrebb’  es- 
sere : che  quando  x — a ed  y = b fosse  z = c , dinotan- 
do a , b , c quantità  date.  Questa  condizione  basterebbe  a 
determinare  ( e (ìa  utile  osservarlo  ) la  costante  arbitraria 
che  dee  trovarsi  nell’  integrale  completo  di  una  equazione 
differenziale  totale  ; e analogamente  a quel  che  fu  detto  nel 
n.°  478  si  può  affermare  , che  in  linguaggio  geometrico  equi- 
valga a far  passare  pel  punto  ( a , 6 , c ) 1 a superficie  espressa 
dall’ integrale  completo.  Ma  nell'integrale  completo  di  un'equa- 
zione a differenziali  parziali  , la  condizione  che  si  può  aggiun- 
gere per  determinare  la  forma  della  funzione  9 ( che  altri- 
menti resterebbe  arbitraria  ) può  essere  questa  : che  quando 
si  suppone 

f(x  , y , z)  — 0 , sia  pure  F[x  , y , z)  «=  0 , 

dinotando  f ed  F funzioni  di  forma  assegnata  : e ciò  corrisponde 
in  linguaggio  geometrico  a far  passare  per  una  data  curva , 
espressa  dal  sistema  di  questo  due  equazioni  , la  superficie 
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espressa  dall'  integrale  completo-  Allora  supponendo  essere 
TV  =y(M)  P integrale  completo  di  cui  si  tratta  , e chiaman- 
do m il  valore  variabile  della  nota  espressione  di  x , y , z 
indicala  da  M , si  hanno  ad  un  tempo  le  tre  equazioni 

M = u , f(jo  , y , z)  * 0 , F[hb  , y , z)  = 0. 

Or  so  i valori  di  x , y e s in  « desunti  da  queste  si  sosti- 
tuiscano nell’integrale  completo,  avremo  per  q>(u)  una  cognita 
espressione  di  u ; e in  essa  basterà  riporre  M al  luogo  di  u 
per  conoscere  la  cercata  espressione  di  q>(3f ) in  x , y e z. 

Serva  di  esempio  l'equazione  p.c  -f-  qy  = 0 , il  cui  inte- 
grale completo  è > e supponghiamo  che  il  conoide 

retto  indicalo  (n.1  369  e 379)  da  questa  equazione  debba  pas- 
sare pel  cerchio  rappresentato  dalle  due  altre  x=a  , y'-f -z*  = &\ 

Porremo  ^ = u , e queste  tre  equazioni  dandoci  x = a , 


y ss  au  , a =»  l /è*  — a*u*  , l'integrale  completo  diverrà 

l/6*  — a‘u*  ='9(u)  , donde  *“  \/ t>m — 

Dunque  sostituendo  questa  espressione  di  9^"^  nel  medesimo 

integrale  , avremo  s =»  y/ o vero  , liberando  da 
radicali  e da  rotti  , 

z\r*  =z  b'x*  — amyu  , 

che  è 1'  equazione  del  conoide  di  Wailis. 
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• CAPITOLO  XXIX. 


Cenno  di  varii  altri  metodi  in  uso  per  la  integrazione  dell'  e- 
quazioni  lineari  a differenziali  parziali  , di  primo  ordine  e 
di  ordine  superiore. 


700.  Basta  rileggere  il  n.°  659  per  andar  persuaso , che  la 
somma  di  più  integrali  particolari  di  una  equazione  a dilleren- 
ziali  parziali,  lineare  ed  omogenea,  sia  ancor  essa  (come  già 
in  quelle  a differenziali  ordinarii)  un  integrale  particolare  della 
medesima  equazione.  E in  simil  modo,  basta  por  mente  che 
la  derivazione  delle  funzioni  esponenziali  riproduce  le  stesse 
funzioni  , per  antivedere  che  quando  i coefficienti  di  quella 
equazione  sono  costanti , si  possano  avere  quanti  3Ì  vogliono 
integrali  particolari  di  essa  , supponendo  . analogamente  al 
n.°  663  , 


z = cmx^*y  , 

dove  m ed  n esprimono  costanti  indeterminate. 
Infatti , da  questa  supposizione  risultando 

dz  dz 

— = me'nx+n*  = mz  , = nemx'hn*  — nz 

dx  dy 

e per  conseguenza 


d*z  ds 

dxm  dx 


s IH  z 


d*s 


dz 


— — — m — = mnz , 

dxdy  dy 


d*z 
dy * 


dz  . 

n— = n z 

dy 


è chiaro  che  la  sostituzione  di  questi  valori  nell’  equazione 
lineare  darà  una  equazione  libera  da  s , ed  affetta  soltanto 
dalle  indeterminate  medn;  talché  risultandone  n = f[m) , sarti 

z =emxTA"»)» 

un  integrale  particolare  della  proposta  equazione  ; e un  altro 
di  signiGcato  più  esteso  ne  sarà  . in  virtù  del  medesimo 
n.®  659  , 


3 =a  2 . C ewj'+^w)  » : 

dinotando  con  5 la  somma  di  quanti  si  vogliano  termini  della 
forma  , con  valori  costanti  di  C ed  m. 

70f.  E cosa  notevolissima  , che  quando  in  virtù  della 


« 
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mentovata  equazione  tra  m ed  n avviene  che  n sia  funzione 
lineare  di  m , vai  dire  n «=  am  + !>  , 1’  anzidetto  integrale 
particolare  fornisce  subito  l’ integrale  generale.  Allora  infatti 
si  ha 

3 — 2 . = e»»2 . C e*"!x+°»i  ; 

ma  questa  somma  diviene  2 Cum  al  supporre  = u , e la 
stessa,  ammettendo  C ed  m infiniti  ed  arbitrar»  valori  costanti, 
può  riguardarsi  come  una  funzione  arbitraria  di  « , ossia 
di  e*+a»  , e per  ciò  ancora  di  x -f  ay  ; dunque  indicando 
questa  funzione  con  -f-  ay) , avremo 

z = ebll<$(x  + ay). 

Parimente  avrebbesi 

2 = e^(y  -f  ax)  , 

quando  1’  equazione  tra  in  ed  n desse  m = «n  + b ; e se 
dippiù  fosse  b = 0 , basterebbe  scrivere 

a + ««)• 

È chiaro  altresì  che  se  vi  abbiano  v valori  lineari  di  n 
in  m , vai  dire  se  l’ equazione  lineare  proposta  sia  dell’  or- 
ile v , indicandoli  con 

a.tih  +b,  , a,m,-j-bM  , ...  aymy-4-6y  , 

sarà 

z = eb‘*$t(x+aly)  + ei*!'<?t(x+aty)+  ■ •+eV^y(a'-+-ayy)  : 

equazione  che  racchiudendo  v funzioni  arbitrarie,  può  aversi 
per  integrale  completo  della  proposta. 

702.  Applicando  l’ esposto  metodo  all’  equazione  di  secondo 
ordine 

d'z 

= a*  — , (a 
dx  * dy  * ' ' 

trovasi  fra  m ed  n l’ equazione 

m*=  n*a*  , donde  m = ± an  : 


(a)  È questa  la  prima  equazione  a differenze  parziali  di  secondo  or- 
dine che  siasi  presentata  ai  geometri , e serre  in  Meccanica  ad  espri- 
mere il  moto  di  una  corda  in  vibrazione. 
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con  che  l' integrale  generale  sarà 

2 — 9 , (y  + aa?)  4-  9.  (y — «*)  • 

In  questa  equazione  le  funzioui  indicate  da  9,  e <$»,  sono  come 

abbiam  detto  arbitrarie  , come  a dire  V , log  , sen  , cox  , eco  ; 
ma  le  medesime  tornerebbero  di  forma  determinala  , quando 
per  un  valor  particolare  di  co  si  conoscessero  i valori  assunti 

da  z e — in  funzione  di  y.  Supponghiamo  per  esempio  , che 
per  00  = 0 le  forme  assunte  da  s e ^ siano  rispettivamen- 
te f,(y)  e ft(y).  Le  funzioni  9,  e <$t  dovranno  soddisfare 
alle  condizioni 

9.(2 y)  + 9.(y)=»My) , 9/(2/)— ®.'(y)=^ /,(?/) ■ 

Integrando  i due  membri  di  quest’  ultima  , e rappresentando 
l’ integrale  indefinito 

ff*(y)dy  con  I\[y)  , sarà  9.(2/)  — 9.(2/)  = ;;  F. (2/)  + C , 

ove  C dinota  una  costante  arbitraria.  Or  da  questa  equazione . 
e dalla  prima  delle  due  precedenti  si  desumono 

29  .(y)-A(y)  + j*.fo)  + c, 

29  n(y)  = f.(y)-^Ft(y)-C-, 

ossia  , riponendo  y-f-  ax  in  vece  di  y nella  prima  , ed  y — a.v 
in  vece  di  y nella  seconda  , 

A(y-H*r)+-  F.(y4-ox)-|-6' 

9,(y  + «.r) - 

f,[y—' »*)— \ Ft{y—ax)—C 
9»(y  — a,oe)  = 1 ; 

e però  il  valore  di  z , capace  di  soddisfare  a tutte  lo  con- 
dizioni sarà  , 

/.(y  + ox)4-/r.(y— ax)  , F,[y -{-ax)  — Ft(y—ax) 

Z 2 + 2a 
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703.  Se  la  proposta  equazione  lineare  a coefficienti  collanti 
avesse  un  termine  costante  isolato,  cioè  a direse  avesse  per 
esempio  una  delle  forme 

H + = +Atx+* !+ecc.=°,  *-+Ì  + ecc.  = 0, 

si  coinincerebbe  dal  porre 

H -f-  2 = z , 0 pure  K -f  ^ = Z , 

e la  determinazione  di  Z ( dopo  di  che  quella  di  ir  è visi- 
bilmente facilissima  ) rientrerebbe  nelle  cose  già  dette. 

704.  Osservando  che  nella  formula  ( n.°  700) 

z = 2 . Cemx 

C potrebbe  avere  la  forma  q?(m).dn »,  e che  2 può  anche  dinotare 
la  somma  degl’ infiniti  valori  assunti  da  y(m) . dm . » tra 

due  valori  qualunque  di  m , ò chiaro  potersi  anche  scrivere 

z—f ^(m)  ilm . 

E questa  osservazione  , combinata  con  dei  noti  integrali  de- 
finiti , serve  talora  ad  esprimere  z con  tali  integrali  definiti  , 
che  presentano  una  funzione  arbitraria  di  x , y e della  va- 
riabile a cui  siffatti  integrali  si  riferiscono  : eh’  è quanto  dire 
somministra  la  soluzione  generale  della  proposta  equazione. 

Per  esempio  l’equazione 

— — — m 

dy  dx‘  ' J 

con  supporre  ; = *>«*+»»»  dà  la  relazione  m = n*  , e quindi 

( n.°  700) 

a = 2.  CeM +"*».  (2) 

Ora  essendo  in  virtù,  del  n.°  iiG3 

= , (3) 

• / —00 

questa  equazione  ci  mette  nello  stato  di  ridurre  ad  espressione 
di  primo  grado  in  n l’esponente  di  e nell’equazione  (2)  , 
dopo  di  che  si  rende  faeile  introdurre  una  funzione  arbitraria. 
Infatti  , cangiando  ® in  <»— -ny/y  nell'equazione  (3),  avremo 

/ 00  «—*>*-+  '**'V*-n'ydx=.\/'K  , 

J —oo 
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donde 


e»*y  c—  _L  Z'00 

e quindi  , sostituendo  in  (2)  , 

z = 4 - 2 . C*“  Z’00  . 

l/«  t/  —00 

Ma  la  somma  degl’  integrali  di  quante  si  vogliano  funzioni 
differenziali  è identicamente  la  stessa  che  l' integrale  della 
somma  di  tali  funzioni , dunque 

z=4=-  /*°°  2 . Cen*-f-*n4,l/» e—1 “*  da> 

\ /*J  —oo 

= _L  f x 2 . Ce*i*+»Vy)  r-"  rf* . 

|/«\/  —00 

Ma  essendo  arbitrarie  le  costanti  n e C la  somma  25.  Ce"(-E+*'V»' 
può  riputarsi  equivalente  ad  una  funzione  arbitraria  $ di 
®+2®|/y  ( dunque  sostituendo  tal  funzione  a quella  som- 
ma , avremo  finalmente 

* = • 

Osservando  che  potevamo  egualmente  cangiare  ® in  aj-f-nf/y 
nell'equazione  («3) , può  scriversi  ancora 

z = ds>  ; 

e meglio  di  ciascuna  di  queste  espressioni  di  z conviene  la 
loro  semisomma 


z = 2p^/L°L  DK® + ^Vy)  + $(«  — 2*|/yj]  *r*d»  , 

la  quale  si  applica  sotto  forma  reale  ai  valori  negativi  di  y 
sì  bene  che  ai  positivi  ; stante  che  i termini  i quali  diven- 
gono immaginarli  quando  y è negativa  , si  distruggono  a 
vicenda. 

705.  Supponiamo  ora  che  gl’integrali  dell’ equazioni  a diffe- 
renze parziali  si  vogliano  esprimere  con  serie  ordinate  secon- 
do le  potenze  di  una  delle  variabili  indipendenti.  A tal  fine  si 
suol  ricorrere  alla  forinola  di  Taylor  o a quella  di  Slirling  , e 
spezialmente  a quest’ ultima  , la  quale  allorché  z è funzione 
Cale.  Ini.  75 
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di  x e y , c vuoisi  risolvere  in  una  serie  ordinala  secondo 
le  potenze  successive  di  y , si  può  scrivere  sotto  la  forma 

1 = =• + » (I). + ($). + rìh  (s0.+ ecc- 

Noi  l' applicheremo  primamente  alla  equazione 

d*z 


dxdy 


— z 


(<) 


che  ha  un  integrale  particolare  evidente  nel  l’equazione  s=ex~*~*, 
e un  altro  infinitamente  più  esteso  nella  serie  iodLcala  per 
compendio  da 

z = 2.Cemx+n*  > 

dove  C , m , n possono  essere  (n.°7O0)  costanti  qualunque  , 
salva  la  condizione  mn  = \. 

L’equazione  (1) , scritta  sotto  la  forma 

,dz 


dT 

dy 

dx 


ci  dà 


d-, 

-ìlio,. 

dx 


sdx  \ 


dunque  ponendo  y = 0 sarà 


O, 


dx 


d<D  aaa  Zodx  , (a) 


e integrando  per  rapporto  ad  x avremo 
L’  equazione  (1)  dà  pure 


d*z 


d*z 


dx'dy*  dxdy 


— Z 


ossia 


dy 
dx * 


(a)  Si  noti  che  dovrebbe  farsi  y=0  dopo  aver  preso  il  differenziale 
dz 

di  — rispetto  ad  x ; ma  siccome  nel  prendere  tal  differenziale  la  y è 

tenuta  costante , così  torna  indifferente  il  supporre  y — 0 prima  di 
eseguire  la  differenziazione.  Sari  bene  rendersene  persuaso  con  alcuni 

esempi  come  aTt/ , sonir.cosy,  ecc.  presi  per  espressioni  di 
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Dunque  ponendo  y = 0 3arà 


dx » 


quindi 


Jx' 


e per  conseguenza 


Similmente  troverebbesi 

(?)b=///:5>S  ’ (W)0  • ecc. 

con  che , sostituendo  nella  precedente  formola  di  Stirling  . 
avremo  per  la  richiesta  funzione  s capace  di  soddisfare  al- 
I’ equazione  (1)  la  serie 

3 — z„  + yf  z0dx  + -r  fff*0da>1  + occ. 

Essendo  poi  za  una  funzione  di  x non  assoggettala  a veruna 
condizione  , vai  meglio  indicarla  con  la  funzione  arbitra- 
ria $(<r)  scrivendo 

3=?  Jx+T:/f *(®)  •rf^,+ÌX3^(®)-d®*+ecc- 

Sotto  questa  forma  l’integrale  dell’ equazione  (1)  non 
sembra  contenere  che  la  sola  funzione  arbitraria  9(0?)  , la 
quale  esprime  il  valore  di  z per  y=sO.  Ma  bisogna  osservare 
che  ciascuna  delle  integrazioni  ( infinite  di  numero  ) indicate 
nello  sviluppo  , introduce  { n.°  653  ) delle  costanti  arbitrarie 
moltiplicate  per  delle  potenze  di  x ; e che  però  il  sistema  di 
tutti  questi  prodotti  equivale  ad  un’  altra  funzione  arbitraria. 

706.  Applichiamo  ancora  la  formola  di  Stirling  alla  equa- 
zione 


dz  d'z 
dy  dx * 


(*) 


Il  semplice  cangiamento  di  y in  zero  in  questa  equazione 

dà  (sé).  = (£?),=.  ~ Sr=*n^ 1 csPrimend0  comc  nel- 

l’ esempio  precedente  con  $(x)  la  funzione  di  x indicata  da  zt. 
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Inoltre  l’equazione  (I)  ci  dk 

*•— 

d’z  d‘z  (hj 


dAz 


dy * 

onde  al  supporre  y 


dx'dy  dx* 

0 ne  viene 

d*z„ 


dx*  ' 


dx* 


: y'(x)  ; 


(?)„=(£),= 

e similmente  possono  aversi 

Adunque  sostituendo  nella  formola  di  Stirling  , avremo 

* = *(»)  +■  y . r{x)  + r{x)  + H®)  + ecc. 

Questo  sviluppo  di  s secondo  le  potenze  di  y non  pre- 
senta che  una  sola  funzione  arbitraria , cioè  a dire  9(0?)  ; ma 
lo  sviluppo  secondo  le  potenze  di  x ne  contiene  due , senza 
essere  più  generale  del  primo.  A ritrovarlo  , la  serie  di  Stirling 
devesi  porre  sotto  la  forma 

,_z-Mè).+A(£)„+i^(£).+ó(£).+ecc- 

dove  za  indica  il  valore  di  z per  x = 0 , e conseguente- 
mente una  funzione  di  y , che  dinoteremo  con  <?((/)  , e dee 
stimarsi  arbitraria  ; e tale  dee  pure  stimarsi  il  coefficiente 

di  x , cioè  ( — j , perchè  a somiglianza  di  zo  non  trovasi 
\dx/0 

assoggettato  a veruna  condizione.  Ma  non  e lo  stesso  dei 
coeflìcienti  delle  potenze  successive  di  x : infatti  l’equazione 
proposta  (1)  col  farvi  x = 0 ci  dà 

(dJi\  =(dl)  «^=£^1=^). 

\dx*/0  \dy/x=o  dy  dy 

Indi,  dettaci/)  l’altra  funzione  di  y indicata  da  (£).• 
l’equazione  (1)  differenziata  rapporto  ad  x ci  dà  sulle  prime 


dx * 


d*z 

dydx 


d~ 

dx 

dy 


éb 
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• poscia  , supponendo  co  — 0 , 


Ancora  , differenziando  due  volte  di  seguito  l’equazione  (t) 
rapporto  ad  ao , troviamo  successivamente 


d*3 

dx* 


d’z 

dydx* 


V^Vo  \rfyVx 


, d*z  , dz 

d i cl  _ , 

__  dx  dy d*Z 

dy  dy  dy  * ’ 

.<***,_  <t*<p(y). 

rfy*  rfy* 


onde  posto  a?  — 0 


"$"(!/) : e così  appresso. 
Adunque,  sostituendo  nella  formola  di  Stirling,  avremo 


* " »(y) + fK») + + ìtì+'M + o ♦"<»)  + ecc- 

dove  si  trovano  le  due  funzioni  arbitrarie  $(y)  e 4(!/) . che 
esprimono  i valori  presi  da  z e da  ^ allorché  o>  = 0. 

ax 

707.  Termineremo  questo  capitolo  con  la  determinazione 
delle  funzioni  le  quali  completano  l’ integrale , limitandoci  al 
caso  in  cui  le  caratteristiche  di  esse  affettano  una  medesima 
espressione  di  x , y e z. 

Ridotto  l’ integrale  completo  alla  forma 

\ = JftfH)  + *KJf)  , (L) 

supponiamo  , a simiglianza  del  modo  tenuto  nel  n.°  699 , 

\ ° che  f(x  , y , z)  = 0 dia  F[a>  , y , z)  = 0 , (A) 

2.°  che  fi(x  , y , s)  = 0 dia  F,(®  , y , z)  = 0.  (A,) 

Allora  posto  M*=u  , da  questa  c dall’ equazioni  (A)  si 
avranno  co  , y , z in  « ; onde  sostituendo  in  (L)  avremo 

i = Utfu)  + iH(u) , (t) 

dinotando  V e il  funzioni  cognite  di  w.  Similmente  l’equa- 
zione i = u , e l’ equazioni  (A,)  ci  daranno 

1 = Ul9(u)  + CX,Mu).  (2) 

Or  V equazioni  (t  ) e (2)  determinano  <?(«)  e 4(«)  in  u , e 
quindi  in  w , y , z , col  riporre  M al  luogo  di  «. 
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SEZIONE  SESTA 
Metodo  delle  Variazioni. 


CAPITOLO  xxx. 

Natura  e ricerca  delle  Variazioni. 

708.  Il  così  detto  Metodo  o Calcolo  delle  Variazioni  à per 
oggetto  ( in  quanto  si  riferisce  alla  teoria  ) il  differenziare 
secondo  una  ipotesi  diversa  dall’  ordinaria  , espressioni  analiti- 
che di  due  o più  variabili,  non  tutte  indipendenti.  La  nuova 
ipotesi  in  che  si  vuol  differenziare  è , che  le  relazioni  che  si 
suppongono  esistere  tra  le  variabili  prendano  cangiamenti 
arbitrarli  ed  infinitesimi  ; e i cangiamenti  del  pari  infinitesimi , 
che  per  effetto  di  ciò  subiscono  le  dette  espressioni  diconsi 
variazioni  di  queste  , e si  notano  colla  caratteristica  5 scritta 
innanzi  alle  medesime. 

709.  Importa  moltissimo  l’ avvertire  che  le  relazioni  che 
si  suppongono  esistere  fra  le  variabili , anzi  che  esser  note 
sono  propriamente  le  ignote  a trovare , in  modo  da  adem- 
piere a date  condizioni.  Quindi  nel  caso  di  due  variabili  x , y 
aventi  fra  loro  una  relazione  ignota  ed  espressa  da  quella 
cho  esiste  fra  le  coordinate  di  una  curva  M'MM"  {fig.  91  ) , dy 
esprimerà  al  solito  il  cangiamento  infinitesimo  mr  dell’  ordi- 
nata PM,  dovuto  all’ aumento  infinitesimo  Pp  = cfo  dell’ascis- 
sa OP  , e non  al  cangiamento  della  cercata  relazione  tra  x 
e y , ossia  della  curva  ; laddove  Sy  esprimerà  per  opposto  il 
cangiamento  arbitrario  e infinitesimo  M/*,  nascente  da  quello 
della  relazione  fra  x e y , ossia  della  curva  M'MM"  che  si 
cambia  nell’altra  g-'gg"  infinitamente  vicina  alla  prima  , e non 
dal  cangiamento  dell’  ascissa  OP  che  potrebbe  restare  invariata. 

710.  Abbiamo  detto  che  nel  cangiamento  della  curva  M'MM" 
nell’  altra  p-'gg"  l’ ascissa  OP  potrebbe  restare  invariata  , e non 
che  resta  iiwariata  , perchè  quando  uno  o amendue  gii  estre- 
mi M'  ed  M"  della  curva  richiesta  M'MM"  non  sono  dati,  o 
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almeno  non  sono  condizionati  a giacere  su  date  perpendicolari 
all’  asse  delle  x , bisogna  supporre  che  insieme  con  y varii 
anche  x , aflin  di  esprimere  nel  modo  indicato  dalla  fig.  92 
che  la  curva  M'MM"  si  cangia  nell’altra  g'g,“"-  Queste  varia- 
zioni infinitamente  piccole  ed  arbitrarie  di  y sola  , o insieme 
di  x e y , indicate  da  Mg  {fi9-  91),  o insieme  da  PII 
e Xg  ( fig.  92  ) si  sarebbero  potuto  esprimere  analiticamente 
con  i$(cr)  ed  i-|( y) , dinotando  t un  coefficiente  numerico  in- 
finitesimo , e 9(a>)  , -4^*/)  due  funzioni  arbitrarie  e indipen- 
denti fra  loro  ; ma  è invalso  il  costume  di  indicarle  sempli- 
cemente con  Sx  e Sy  , come  piacque  a Lagrange  che  fu  l’in- 
ventore del  Calcolo  delle  Variazioni. 

711.  Parimente  , se  entrasse  in  considerazione  una  terza 
variabile  z , e convenisse  riguardarla  come  un’  altra  funzione 
di  a? , la  sua  variazione  si  dinoterebbe  con  Sz  , e si  terrebbe 
equivalente  ad  t’x(z)  , dinotando  x(z)  una  funzione  arbitraria 
di  z.  E ciò  corrisponderebbe  in  linguaggio  geometrico  al  cam- 
biamento di  una  curva  esistente  nello  spazio  in  un’  altra  in- 
finitamente vicina  e altronde  arbitraria  ; se  non  che  , la  x 
potrebbe  restare  invariata  quando  le  ascisse  di  amendue  gli 
estremi  M'  , M"  della  curva  fossero  date  , o che  torna  lo 
stesso  , quando  tali  estremi  dovessero  giacere  su  dati  piani 
perpendicolari  all’  asse  delle  x , e dovrebbe  variare  con  y e z 
nel  caso  opposto. 

712.  Nel  caso  stesso  di  tre  variabili  può  darsi  che  convenga 
riguardare  una  di  esse  come  funzione  dell’  altre  due  , o vero 
cbe  non  s’ abbia  a trovare  se  non  una  sola  relazione  fra  tutte 
tre  , e cbe  questa  relazione  subisca  un  cangiamento  infinite- 
simo ed  arbitrario.  Ciò  corrisponde  a far  cambiare  una  richiesta 
superficie  in  un’altra  infinitamente  vicina;  e si  vede  facilmente, 
che  nel  caso  in  cui  è assegnato  il  contorno  della  superficie, 
o almeno  la  proiezione  del  medesimo  sopra  un  piano  che 
supponiamo  preso  per  quello  delle  xij  , basta  ad  esprimere 
il  cangiamento  della  superficie  il  far  variare  la  s di  Sz,  con- 
siderando Sz  come  una  funzione  di  x e y , arbitraria  e di 
valore  infinitesimo  ; ma  che  in  ogni  altro  caso  bisogna  far 
variare  anche  x e y insieme  con  z. 

713.  Dopo  ciò  che  precede , passando  alla  ricerca  effettiva 
della  variazione  di  una  data  funzione  , distingueremo  due 
casi:  quello  in  cui  si  tratta  di  funzioni  affette  da  differenziali. 
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e quello  che  riguarda  funzioni  affette  da  differenziali  e da 
segni  d’ integrazione  ; tralasciando  siccome  inutile  il  caso  delle 
funzioni  libere  ad  un  tempo  dal  segno  d , e dal  segno  f. 

Ora  , stando  alla  nozione  che  abbiamo  data  delle  variazioni, 
basterebbe  alla  loro  ricerca  l’uso  delle  regole  della  differenzia- 
zione ordinaria , se  per  avere  le  variazioni  di  dx  , dy  , d*y, 

bastasse  scrivere  Sdx  , Idy  , $d*y  e se  parimente  ad  aver 

le  variazioni  di  integrali  come  f ydx  , fV'dx'  -f-  dy*  , ... 

bastasse  scrivere  ? f ydx  , 5 fV' dx*  + dy* ,.. . ; perchè  allora 
basterebbe  riguardare  le  quantità 

dx  , dy  , d*y  , ...  , fydx  , f]/ dx * + dy'  , ... 

come  variabili  distinte , e differenziare  le  proposte  funzioni 
di  esse  adoperando  la  caratteristica  5 in  vece  di  d.  Ma  sic- 
come una  variazione  non  si  stima  trovata  , se  non  quando  la 
caratteristica  5 affetta  immediatamente  le  sole  e semplici  va- 
riabili , così  all’  uso  di  dette  regole  bisogna  unire  quello  di 
due  principii  generali  che  si  enunziano  come  appresso  : 

1 .°  la  variazione  del  differenziale  di  una  funzione  qua- 
lunque c identico  al  differenziale  della  variazione  di  questa 
funzione  ; 

2 ° la  variazione  dell'  integrale  di  una  espressione  diffe- 
renziale qualunque  è identico  all ' integrale  della  variazione  di 
questa  espressione. 

7 li.  La  verità  di  questi  principii  è una  conseguenza  im- 
mediata degli  altri  : che  il  differenziale  o f integrale  della 
somma  di  più  funzioni  è identico  alla  somma  dei  differenziali 
o degl'integrali  rispettivi.  Infatti  per  le  variazioni  prese  da  x , 
y , dx  , dy  , dty , ...  una  funzione  U di  queste  diviene  U + iU\ 
dunque  il  differenziale  primitivo  dU  diverrà  d[V  + SU) , os- 
sia dU  -f  d$U  ; dunque  il  cangiamento  , ossia  la  variazione 
sofferta,  da  dU  sarà  dSU  : ch’è  quanto  dire  in  linguaggio  sim- 
bolico IdU—dlU.  E come  prima  conseguenza  di  ciò  vogliam 
notare  , che  siccome  dx  così  del  pari  $x  debbasi  avere  per 
costante  quando  x è una  variabile  indipendente  ; poiché  allo- 
ra d.àx  — S.dx  — Q , e quindi  Sx «=  Cosi. 

715.  Questo  principio  apparisce  evidente  anche  dalla  geo- 
metria , nel  caso  di  una  variabile  x o di  una  funzione  y di 
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essa.  Infatti  , il  differenziale  dell’  ascissa  , indicalo  da  P /> 
( fig.  92  ) nella  curva  primitiva,  è indicato  da  n®  nella  nuova 
curva,  talché  &/.r=Il® — P/>  ; ma  dall'essere  5a:=on — OP 
vien  pure  (/ò.r=(/.OH — </.OP=n® — P p ; dunque  Sd.t^dSx. 

E similmente  , il  differenziale  dell’ ordinala , espresso  da  mr 
nella  curva  primitiva  diviene  vp  nella  nuova  , onde  la  varia- 
zione di  esso  è vp  — mr , vai  dire  3di/=vp — »»?■  ; ma  es- 
sendo Sy  = npt  — PM  , si  ha  pure 

dSy  = </ . Tip  — d . PM  = vp  — mr  : 
dunque  Sdy—dày. 

Il  principio  di  cui  si  tratta  vale  ancora  pei  differenziali 
di  ordine  superiore.  Infatti  abbiamo  pel  secondo  ordine 
$d*U  = ' .dU  = dò. di’  = ddo U ss  d*SU  ; e così  per  gli  or- 

dini seguenti. 

716.  Veniamo  ora  al  secondo  principio.  Pel  variare  della 
relazione  tra  x , y , ...  l’ espressione  differenziale  U diviene 
U-\-SU  ; dunque  l’ integrale  fV  divorrà 

AU  + SV)  =fU+/SlJ  ; 

dunque  la  variazione  no(J'crta  da  J’U  è fè V , cioè  a dire 
5 J'U  = 2 fU. 

Questo  secondo  principio  si  estende  agl  integrali  di  ordine 
superiore  , come  il  primo  ai  differenziali  di  simili  ordini. 
Infatti  abbiamo  successivamente 


2/YT=5/./r=/5  ,/f:=  JfóC  , 
WSV f/u-f/pu,  eco. 


* 7 17.  Non  sembra  egualmente  chiaro  il  principio  medesimo 
quando  si  tratta  di  un  integrale  definito,  ma  lo  diviene  ricor- 
dando che  ogn'  integrale  può  generalmente  riguardarsi  ( n .°  48 1 ) 
come  una  somma  , ed  osservando  che  la  variazione  delia 
somma  di  quante  si  vogliano  funzioni  è identica  alla  som- 
ma delle  variazioni  rispettive.  In  effetti , dal  citato  n.°  si  à 


V=  Uy  4"  Uy+dx  -f-  Uy-t-idx  + 
simboli  Lj>'  , Ux'-ì-4t.  » f , 

nel  dare  a a-  quelli  indicali  da  or' ,x'-j-dx,w'.-f-2dx,. . .x", 
e nel  dare  i valori  corrispoudcnti  alle  altre  variabili  tenute 
Cale.  Ini.  76 


Uy  , esprimendo  coi 
Vx-  i valori  presi  da  U 
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come  funzioni  di  x.  Dunque 

’x-dx  + sur  ’+ìdx  + • • • 4 *tV 

— ( Vx’+tx  — U#)  + ( Uf+tx+dx f-V-t-dx)  4" 

(ffx'+Sjr+adx”*"  f 4-t-ìd.rJ  “I-  ‘ • • 4 ( f'x’-t-Sx  f^c") 

= VX 

’+Sx  + £/*  ’+SX-H/x  + f-rx-t-Sx+ìdx  +■•»•  l*’+Zi 

-(t/x.+  f x'-i-dx  4 Ux’+idx  +•••+£« 

/»x''-*$x  v /»x”  4-8x  /»x" 

=/+te  («'— ■ -*«-/«.  “=/>■ 

la  variazione  Sa?  essendo  infinitamente  piccola. 

718.  Dopo  ciò  che  precede  la  ricerca  delle  variazioni  non 
sarà  punto  difficile. 

1.°  Sia  come  pocanzi  U=f(x,y,dx,dy,<Tx,dty,...), 
dove  supponiamo,  per  maggiore  generalità  e per  simmetria  di 
calcolo , che  dx  sia  variabile  al  pari  di  dy. 

Differenziando  come  se  x , y , dx  , dy , dtx  ,d*y,...  fossero 
variabili  distinte  , avremo 

dU=Mdx+Nd'x+  Pd3x+ bVI'ò/+.VIr/*j/4-/V/3iH 

dove  per  conseguenza 
dU 


d.dx  ’ 


u _ v _ 

N'—dTy’ 


e cangiando  l’ultima  d in  i , la  variazione  di  V sarà 

iU=Mix  + Ndòx  + (-  Jf.ty4-JV.My  + • • • 

*719.  2.°  Sia  ora  V — f(x  , y , p , q , r , ...)  , dove 
p , <i  , r ...  , esprimono  per  semplicità  le  derivate  succes- 
sive di  y. 

La  variazione  di  V avrà  da  prima  la  forma 
2 V ss  Mix  -j-  Niy  -f-  Pip  4*  4*  .fi2r  4*  ■ * ■ 

in  cui 

J dx  ' dy  ’ dp  ’ V dq  ’ dr  ' 

ma  perchè  la  caratteristica  i qui  non  affetti  se  non  una  sola 
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variabile , osserviamo  che  variando  le  frazioni 

dxSdy — dyìdx  dSy — pdix 


q =~"  ) trovasi 
1 dx 

r=à. 


Sp  = 
ir  = 


dx * 

dxSdp — dpSdx 
dx * 

dxSdq — dqidx 
dx * 


dx 

dSp—qdSx 

dx 

d$q — rdSx 
dx 


In  virtù  di  queste  formolo  le  variazioni  di  p , q , r , ... 
dipendono  rispettivamente  da  quelle  di  y , di  p , di  q , . . . ; 
ma  noi  le  potremo  far  dipendere  tutte  da  quella  di  x e di 
un’altra  variabile  v = iy — jiix,  (a).  Difatti  , colla  introdu- 
zione di  questa  variabile  avremo 

Sij  = pix  -f  v , 

_ dpix-i-  pdix  4-  dv — pdix  . . do 

**- 3J— — + 

J « = h & 5* + ^ + d £ - **”>  = r!x + è J £ ■ ■ ■ • 

e la  sostituzione  di  questi  valori  di  iy  , ip  , iq  . nella 
precedente  espressione  di  3K  , darà  a questa  la  forma  sotto 
cui  dee  rimanere  per  le  applicazioni , e che  trovasi  essere 

(jf+A»+j>,+  ...;^+»+pi+|ii+ ... 

avuto  riguardo  all’ equazioni  dy  — pdx  , dp=qdx  , ... 

720.  3.°  Tornando  al  caso  della  funzione  li,  e supponen- 
dola preceduta  dal  segno  f , abbiamo  da  priucipio 

SfU  = fi  V—fMSx  +fNdic v + fPd'S.v  +fQd*2x  + ... 

+fMtiy  +fJVtdSy+fPt<riy+fQtd*iy  + . . . 

I primi  due  di  questi  integrali  non  ammettono  una  forma 
piìi  semplice  , nulla  che  tenga  alla  integrazione  potendosi 


(a)  È facile  scorgere  , per  chi  ne  avesse  vaghezza  , il  significato 
geometrico  di  questa  novella  variabile  ; poiché  nella  fig.  92  essendo 
5i/=n(i  — PM  e Pn=*jr;  e in  virtù  dell’equazione  dy—pdx,  che 
ai  riferisce  alla  curva  M'MM"  , essendo  li— pix  , ne  viene  in  con- 
seguenza che  v—$y—ptx=tp-. 
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effettuare  sulle  foratole  MSx  , MJiy  , per  essere  Sx  e Sy 
funzioni  arbitrarie  di  x e di  y ; ma  gli  altri  integrali  si 
possono  trattare  colla  integrazione  per  parti  fino  a che  x 
e y son  precedute  da  amendue  le  caratteristiche  dei.  Con 
questo  mezzo  si  ha 
/ Ndsx  — Nix — JdNsx  , 

jPd1$x=fPd.dSx=PdSx—{dPd6x=  PdSx  — dPix + f d* Ptx  , 
fQd,Sx=fQd.dtdx=  QtPtx — f dQd'Sx=Qd*Sx — fdQd.dSx 

= Qd  » 5x—d  QdSx+fd*  Qd$x=Qd*Sx-d  QdSx+d'  QSx-;d>  Qs.r  ; 

e in  simil  modo 
fNtdSy  x=N,ty—fdNtSy  , 

fPldtSy=fP1d . dSy  — PJSy  —fdPld»y=PldSy  — dP,Sy-\~fd*PtSy  , 

/ Qld3Sy=f  Qrf . d'Sy  —Qid'Sy—fd  Qid'Sy  = Qid'Sy — fd  Qtd . dSy 

=Qld1òy—dQtd5y+fd*QldSy=Qld*Sy—dQldSy+(£‘QISy—fdiQiiy-. 

Adunque  sostituendo  questi  valori  nella  precedente  espressione 
di  SfU  e raccogliendo  i termini  affetti  da 

&r  , dSx  , <rSx  , . . . Sy  , dSy  , d%Sy  .... 

avremo 

8/  U=[N—dP+dtQ—...)Sx+{P—dQ-{-...)dKx  -4- «?—... )<*•**-!-.. . 
+ (A, — d P Qt — ...JSy-t-fjP, — ...)rf*8y-t-... 

-Kf(Af—  dN+d?P— d1Q-\-...)Sx-\-f[Mt—dNl-+4'Pt-d‘Qt+...)iy. 
Questa  formola  componendosi  di  due  parti  simili  , una 
prodotta  dalla  variazione  di  x , l’ altra  da  quella  di  y , è 
chiaro  che  si  estenderebbe  ad  una  funzione  di  un  numero 
qualunque  di  variabili , aggiungendole  per  ciascuna  termini 
simili  a quelli  forniti  da  x , o da  y. 

* 721 . Se  bisognasse  trovare  la  variazione  dell’integrale  dop- 
pio JfU,  si  osserverebbe  (n.° 7 16)  che  SffU*=aSf.fU=fSfU  ; 
ed  avendo  già  trovato  l’espressione  di  S/f/*- basterebbe  in- 
tegrarla di  nuovo  : il  che  importa  apporre , senza  più  , il 
segno  f ai  termini  affetti  da  Sx  e Sy  , ed  applicare  il  metodo 
per  parti  a quelli  che  presentano  i differenziali  di  Sx  e Sy. 

*722.  Quando  l’espressione  differenziale  U è capace  di  es- 
sere scritta  sotto  la  forma  Vdx  (come  debb’ essere  acciò  fu 
dinoti  una  funzione  di  x),  lo  sviluppo  di  SfVdx  lascia  scor- 
gere tra  le  quantità  che  moltiplicano  Sx  e Sy  sotto  il  se- 
gno f , una  relazione  cho  non  apparisce  dallo  sviluppo  pre- 
cedente di  SfU. 
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Osserviamo  da  prima  che 

3 J'Vdx—tf$(  Vdx)  — / VdSx  -}- f ’LrS  V—  VSx  -^-J'(dxSV — d r3a). 
Ora  pel  n.°  7 19  e per  l'equazioni  dy—pdx,  dp=qdx,  dq—rdx . 
essendo 

dV=Mdx+Ndy+  Pdp+Qdq+.  . .=(  Jf-fiVp+Pg-f-  Qr+. . .)dx, 
3F=(i H+Np+Pq+Qr+...)Sx+Nv+P^x+^d(£x  + • • • , 
sostituendo  a dV  e SV  questi  valori , avremo 

VW.-KJ*+/(Afc  + /-g  + ^Ì+  • • •)*>  ^ 


ma  integrando  per  parti  i termini  che  presentano  differcn- 
ziali  di  t’ , si  à 


fPdv=  Pv-fvdP  , 

mido  ndv  r\dv  . dQ  _L  r I 


dx 


dunque  finalmente 


dQ 


3/  Vdx  =^  + (P_JJ  + 


> + «?- 


•>=  + 


drfi^dx  — dP  -j-  d )v. 

Or  qui  rimettendo  per  v il  suo  valore  Sy  — pSx  , la  parte 
allctta  dal  segno  f prende  la  forma 

JXNdx-dP+d • •:  • )*, ,-f(Mx-dP+d  g )pSx , 


la  quale  fa  palese  che  i coefficienti  di  ty  e Ja?  hanno  tra  essi 
una  relazione  , per  cui  virtù  detto  n il  primo  , l' altro  ri- 
sulta — Il p ; talché  se  in  una  quistione  bisognasse  espri- 
mere che  della  variazione  di  fU=fVdx  la  parte  soggetta 
ni  segno  f debba  esser  nulla  , sarebbe  indifferente  il  porre 
ad  un  tempo  le  due  equazioni 

M —di\  + d'P  — d3Q  H 0 , 

M—dNt+  d'Pt—  =0  , 

dove  M , N , P , Q , ...  M,  , Nt  , Pt  , Qt  , ...  hanno  i*  si- 
gnificati del  n.°  718  , o il  porre  la  sola  equazione 

JV<te—  rfi»  + d^—  ...  = 0, 
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dove  i significati  di  N , P , Q , . . . son  quelli  del  n.°  719. 

*723.  Se  in  V si  contenessero  un’  altra  funzione  di  x e le 
sue  derivate , indicandole  con  z , pt  , qt , . . . e supponendo 


dV_ 
dPl  ' 


■ . , 53=pi,&E+  t’,  , 


alla  precedente  espressione  di  SfVdx  converrebbe  aggiun- 
gere dei  termini  in  Nt , P,  , Qt  , ...  v,  , simili  a quelli  che 
vi  si  trovano  in  N , P , Q , v.  Con  ciò  la  parte  affetta  dal 
segno  f verrebbe  accresciuta  dell’  integrale 

f{Nxdoo  — dPt  + d!£ )t>,  ; 


e quindi , se  una  quistione  esigesse  che  la  parte  affetta  dal 
segno  f della  variazione  di  fi!  = fVd  x fosse  nulla  , baste- 
rebbe porre,  a causa  della  indipendenza  tra  v e v,  , le  due 
equazioni  simultanee 

Ndx-dP  + d ^2 = o,  Nldx—dPl+di^ =0, 

ax  dx 

che  bastano  a determinare  le  funzioni  y e z.  A queste  due 
equazioni  sono  dunque  da  tenersi  equivalenti  le  tre 

M—dN  + <rP~d3Q +■■■=>  0 , 

•W, — dNt+  d'Pt—  d*Q,+  • • • = 0 , 
il/.—  dN%+  ds<?,+  ■ • ■ = 0 , 

che  si  avrebbero  (n.°720)  dalla  parte  affetta  dal  segno  f nella 
variazione  dell’  integrale  fVdx  lasciato  sotto  la  forma  fU  : 
le  quali  tre  equazioni  si  prestano  talvolta  più  agevolmente 
all’  integrazione  che  non  le  duo  prime, 

*724.  Nel  caso  stesso  del  n.°  precedente,  supponiamo  che 
le  due  funzioni  y e s di  x debbano  soddisfare  ad  una  data 
equazione  f(x  , y , z)  ==  0.  Allora  le  variazioni  Sx  , , Jz 

non  sono  tra  esse  indipendenti  , perchè  la  detta  equazione 
dovendo  sussistere  quando  ad  x-,  y , z si  sostituiscono  , 

y + Sy,  z + Sz  , ed  essendo  infinitesimi  i valori  di  Sx , Sy , Sz , 
avrà  luogo  (n.°104)  l’equazione 
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Or  questa  ci  permette  di  ridurre  ad  una  sola  le  quantità  v 
e v,  esistenti  ( n.°  723  ) nelle  due  parti  della  variazione  di 
fVdx  , soggette  al  segno  /. 

Infatti,  sostituendo  nell’equazione  (I)  i valori  di  Sy  e Ss 
cavati  dall’ equazioni  t'  = 3y — pSx  , v,  =Ss — p,2x  , si  à da 
prima 

ddx*X~^r'dy  l'^  li  “ 0 ; 

ma  questo  risultato  si  riduce  bentosto  a 

I»+f^=0’  _<*> 

perchè  l’ insieme  dei  coefficienti  di  Sx  è identico  alla  derivata 
rispetto  ad  x dell’equazione  f[x  , y , z)  = 0.  Da  un’altra 
parte  , ponendo  per  brevità 

Ndx—  dP  + d^ =L  , iV/te— dP,+d  ^ — ■ = !,, 

la  somma  dei  termini  sottoposti  al  segno  f nella  variazione 
di  fVdx  diviene  Lv-\-Lt  t>,  ; dunque  sostituendo  in  questa  il 
valore  di  vt  cavato  dall’  equazione  (2)  , tal  somma  diverrà 


dove  più  non  si  ravvisa  Di  che  segue  , che  se  per  la 
natura  della  quistione  a cui  serve  la  ricerca  di  y e z , colai 
somma  dovesse  esser  nulla  , ciò  si  esprimerebbe  colla  equa- 
zione 

r df  _ df 
L-r-  = I,  , ossia 

dz  dy 

(Mr-JP- hJg~  . .)£-(«*  +dP.+  d!&—..)%  . 

la  cui  primitiva  unitamente  alla  data  equazione  f[x  , y , z)  = 0 
determinano  pienamente  le  funzioni  y e z. 

725.  Può  darsi  il  caso  che  in  U o in  V si  contengano 
esplicitamente  i valori  che  prendono  le  variabili  x , y , ... 
nei  limiti  dell’integrale,  cioè  a dire  x , y' , ...  x"  ,y" , ... 
Allora , se  questi  valori  non  son  dati  ovvero  costanti  la 
variazione  di  U dovrà  esser  accresciuta  dei  termini 
dU  « , . dU , , . di/,,,  - „ 
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e di  termini  consimili  dovrà  esser  aumentala  la  variazione 
di  V.  Ma  siccome  le  variazioni  Sx' , Su' , ...  Sjd"  , y , . . . 
sono  indipendenti  dai  valori  intermedii  x , y , . . . , esse 
passeranno  fuori  del  segno  f nel  prendere  gl'  integrali  dei 
delti  termini  ; epperò  la  variazione  innanzi  trovata  di  f U si 
dovrà  accrescere  dei  termini 


*^+^+-+^+v/^+  - 

e un  aumento  consimile  dovrà  subire  la  variazione  di  fYdx. 

*726.  Per  toccare  eziandio  del  caso  , in  cui  la  proposta 
espressione  differenziale  soggetta  a segni  d’ integrazione  con- 
tenga più  variabili  indipendenti  , supponiamo  che  V espri- 
ma una  funzione  cognita  di  <c  , y , z , p = ^ ; e 

cerchiamo  la  variazione  che  subisce  l'integrale  doppio 

fv*  dy  /**'  Vdx—  r»dx  fu  Vdy 

(piando  la  sola  s prende  la  variazione  Iz  , che  serve  ad  in- 
dicare una  funzione  arbitraria  c infinitesima  di  x e y.  La 
relazione  o l’equazione  tra  i valori  die  hanno  x e y nei 
limiti  di  ciascun  integrale  si  suppone  cognita  , e tale  che  in 
linguaggio  geometrico  esprima  una  curva  continua  e rien- 
trante ; per  effetto  di  che  xs  , xt  , y,  , yt  , x0  , a?<o  . */0  . !/» 
potranno  avere  i significati  espressi  nei  numeri  543  o 544  ; 
o la  variazione  che  andiamo  a trovare  apparterrebbe  ad  una 
superficie  di  contorno  dato  in  proiezione  orizzontale  , quando 

fosse  V=  V 1 + p%  •+•  7*. 

Ciò  posto  , se  facciamo 

dV  = Xdx  + Ydy  + Zdz  + Pdp  -f-  Qdq  , 


sarà 


ma 


dunque 


ZV=Zìz+Plp- f Qlq  ; 

».  . dz  dàz  . . dz  diz 


jr  = zj=+p^i  + 

1 dx  dy 
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5 r*  dy  f*'  Vdx  = /'y*dy/'*t  3 Kefir  = 

Vo  ts  xx  •/  yo  x g 

*s:  ( nidx + p s ,te + ° f ,,x)  - 

Di  queste  Ire  integrali  doppii  il  primo  non  ammette  ve- 
runa trasformazione  , ma  si  può  applicare  agli  altri  due  il 
metodo  per  parti.  E da  principio  essendo 

P—dx  = [ PS;  — / — Szdx  , 

r,  dx  L J*.  J Xl  dx 

moltiplicando  per  dy , e integrando  fra  i limiti  y0  , yv  avremo 

r-dyr-pd±ia,^r-  Me^r-r-nf"  ? 

• / I/o  J Xl  dx  •/  y„  *■«  ./  y„  «/  *,  rfx 

Riguardo  poi  al  terzo , convien  prima  osservare  (n.°  5 li)  che 
/ 0-j-dx=/  dx/  Q—dy, 

yo  J xt  dy  «/  x„  i/  y,  dy 

e dopo  ciò  essendo 

con  moltiplicare  per  dx  , e integrare  rispetto  a x fra  i li- 
miti ar0  c xK  , avremo 

Unendo  ora  i due  risultati  e l’ integrale  doppio  di  ZSzdxdy  . 
ed  osservando  (n.°  541)  che 

r°ixr-d4.sziu=r‘dyrd4-s*t* . 

%s  xo  yt  dy  J irò  dy 

avremo  finalmente 


Cale.  lnt. 
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F.  I tMEVTI 


CAPITOLO  XXXI. 

Uso  delle  variazioni  in  un  nuovo  genere  di  massimi 
e di  minimi. 

727.  Nei  massimi  e nei  minimi  ordinami  si  dà  la  forma  di 
una  funzione  di  una  o più  variabili , e si  cerca  quali  valori  di 
queste  corrispondano  al  massimo  od  al  minimo  della  fun- 
zione. Ma  vi  à delle  quistioni  nelle  quali  non  si  dà  che  una 
espressione  differenziale , che  racchiude  più  variabili  , altre 
indipendenti,  altre  funzioni  incognite  di  esse  ; questa  espressio- 
ne è inoltro  soggetta  a segni  d’integrazione,  da  effettuarsi  tra 
limili  or  fissi , or  variabili  con  certe  condizioni  ; e trattasi 
di  determinare  le  funzioni  incognite,  per  modo,  che  il  pro- 
posto integrale  divenga  un  massimo  o pure  un  minimo. 
Dunque  la  diversità  che  da  prima  si  scorge  tra  questi  nuovi 
massimi  o minimi  e i massimi  o minimi  ordinarii  consiste  in 
ciò,  che  le  incognite  a trovare  non  sono  valori  determinati, 
ma  in  vece  funzioni  delle  variabili  indipendenti. 

Per  fissare  le  idee  e per  semplicità  , nei  massimi  e nei 
minimi  dei  quali  tratteremo  si  supporrà  , che  l’ espressioni  sog- 
gette ai  segni  d'integrazione  non  contengano  che  differenziali 
o derivate  di  primo  ordine , talché  le  P ,Q , . . . P,  ,Qt . . 
dei  n.‘  718  e 720  saranno  nulle  , egualmente  che  nulle  saranno 
I©  , . . . Qt  , Bt  t • • • dei  n.'  722  e 723. 

728.  Il  metodo  a seguire  per  la  ricerca  di  questi  nuovi 
massimi  o minimi  è in  generale  lo  stesso  che  pei  massimi  o 
minimi  ordinarii  : si  suppongono  cognite  le  funzioni  richieste, 
e avendo  indicate  coi  simboli  co  , y , z , . . . le  variabili  indi- 
pendenti  e le  funzioni  , si  fanno  per  vieppiù  generalità  va- 
riar tutte  di  quantità  infinitesime  ed  arbitrarie  òx,Sy,Sz, ...  ; 
e 1’  essenziale  sta  in  esprimere  debitamente  , che  l’ integrale 
proposto  diminuisca  se  debb’  essere  un  massimo , e cresca  se 
debb’  essere  un  minimo.  Ma  questo  equivale  a dire  che  qua- 
lunque sieno  i segni  e i valori  infinitesimi  delle  variazioni 
Sx  , Sy , Sz  , ...  il  total  cangiamento  dell’integrale  sia  costan- 
temente negativo  nel  caso  del  massimo  , e costantemente  po- 
sitivo nel  caso  del  minimo  : dunque  la  parte  di  questo  total 
cangiamento  , la  qual  non  racchiude  nè  le  potenze  nè  i pro- 
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dotti  delle  variazioni  $x  , Sy  , Sz  , . . . , e che  costituisce  la 
variazione  propriamente  delta  e innanzi  trovata  dell'  integrale, 
dovrà  generalmente  parlando  esser  nulla  ; perchè  dessa  mutando 
segno  colle  variazioni , lo  farebbe  pur  mutare  a quel  total 
cangiamento. 

La  detta  condizione  dovendo  in  generale  verificarsi  egual- 
mente pel  massimo  c pel  minimo,  converrebbe  poi  distinguere 
T un  dall"  altro  mediante  il  segno  dell’  insieme  dei  termini , che 
nel  mentovato  cangiamento  totale  dell’integrale  sono  di  se- 
condo grado  per  rapporto  alle  variazioni  Sx  , Sy  , Sz  , ...  ; 
ma  d’  ordinario  la  natura  stessa  della  quistione  ih  conoscere 
qual  dei  due  possa  aver  luogo  , e di  tal  fatta  sono  le  qui- 
siioni  tolte  ad  escmpii  nel  capitolo  seguente  , sconfinando 
cogli  Elementi  la  discussione  generale,  che  può  leggersi  nei 
Trattati  completi  di  Calcolo  sublime. 

729.  Ciò  premesso  , nel  caso  di  una  sola  funzione  ignota  y 
la  variazione  dianzi  trovata  ( n.°  720  ) contiene  due  specie 
di  termini,  altri  liberi  dal  seguo  fa  della  forma  HSx+KSy, 
i quali  ancora  debbonsi  prendere  aa  x1  c y'  sino  ad  x"  e y"  ; 
altri  soggetti  a quel  segno  e incapaci  di  esserne  liberati  . 
perchè  le  variazioni  Sx  e hj  tengono  lo  veci  di  funzioni  di 
x e di  y , che  per  la  natura  della  quistione  debbono  restare 
indeterminale  e indipendenti  fra  loro.  Dunque  ripugna  egua- 
gliare a zero  tutta  la  variazione  , c convien  mettere  partita- 
mente 

fXV  (M—dN)  Ja=0  , f*  * (M,—dNt)Sy=iO  ; 

ma  questi  due  integrali  non  possono  esser  nulli  indipenden- 
temente da  Sai  e Sy  senza  supporre 

M—dN<mO  , M,  — dN,  ss  0 . 

dunque  queste  due  equazioni  differenziali  , che  contengono  x 
e y in  islato  di  quantità  variabili  da  od  e y1  sino  ad  x"  e y" , 
(e  che  altronde  sappiamo  (n.®722  ) esser  equivalenti  ad  una 
sola  ) son  quelle  che  mediante  l’ integrazione  determinano  y 
in  funzione  di  ai  e di  due  costanti  arbitrarie. 

730.  Consideriamo  ora  l’equazione 

H'Sx'  + K'Sy  = H"Sx"  + K"Sy"  , 
che  può  chiamarsi  equazione  ai  limiti  , perchè  non  contiene 
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le  variabili  generali  o correlili  ( come  alcuni  le  chiamano  ) x 
e y,  ma  sì  bene  i valori  che  queste  hanno  nei  limiti  dell’in- 
tegrale. 

Supponendo  ( come  ordinariamente  avviene  ) che  non 
v’  abbia  relazione  data  tra  un  limile  e 1’  altro  , la  delta  equa- 
zione dovrà  primamente  spezzarsi  nelle  due 

(X')  mx'  + K'hj—O  , ll'Sx"  -}-  K"Sy"  = 0 ; (X") 

in  ordine  poi  a ciascuna  di  queste , sono  due  i casi  più  ovvii 
a verificarsi , c noi  li  dichiareremo  sulla  prima  , valendo  lo 
slesso  per  la  seconda. 

731.  Il  I.°  caso  è quando  x'  e y son  quantità  date.  Al- 
lora Sx'  e Sy'  essendo  palesemente  nulle , da  un  canto  1’  e- 
quazione  di  cui  si  parla  è soddisfatta  da  se , e da  un  altro 
si  ha  per  determinare  le  costanti  arbitrarie  introdotte  dalla 
integrazione , la  condizione  che  la  primitiva  completa  debba 
sussistere  quando  per  x e y si  sostituiscono  x e if. 

732.  Il  2.°  caso  ha  luogo  quando  x ' e y'  non  son  date  , 
ma  è data  solamente  una  relazione  tra  esse.  Esprimendo 
questa  coll’equazione  F[x'  , j/')  = 0 , e supponendo  che  me- 
diante la  differenziazione  se  ne  desuma  dy'  = k'dx'  , sarà 
pure  Si / = k'Sx' , e l’ equazione  (X')  di  cui  si  tratta  darà 
II'  -|-  K'k'  = 0 , perchè  ix  dee  rimanere  indeterminata.  Sic- 
ché in  questo  caso  per  determinare  x'  , \f  e le  due  costanti 
arbitrarie  introdotte  dalla  integrazione  , avremo  l’ equazioni 

F[x'  , y')  = 0 , Il  + K'k'—  0 , 

e l’altra  che  nasce  sostituendo  x e y ad  x e y nella  pri- 
mitiva completa. 

733  Sembra  in  amendue  i casi , che  il  numero  delle  ignote 
a trovare  non  eguagli  quello  delle  equazioni  che  debbono 
aver  luogo  ; ma  ciò  avviene  quando  si  considera  un  sol  li- 
mite , poiché  considerandoli  amendue  , si  appalesa  bentosto 
l’eguaglianza  di  un  numero  all’ altro.  Le  ignote  son  due, 
e sono  propriamente  le  costanti  introdotte  dalla  integrazione , 
quando  per  ambidue  i limili  à luogo  il  l.°  caso;  sono  quat- 
tro , cioè  le  dette  due  costanti  , ed  x'  , y o pure  xf'  , y"  , 
quando  per  un  limite  à luogó  il  I .°  caso  e per  1’  altro  il  2.°; 
e sono  finalmente  sei,  cioè  le  due  costanti  ed  x' , y'  , x"  , y' 
(juando  à luogo  il  2.°  caso  per  amendue  i limili. 
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E coerentemente  a ciò,  dinotando  sempre  con  ll(x,y,A,B)=0 
la  primitiva  completa  , nella  prima  ipotesi  ( equivalente  in 
linguaggio  geometrico  ad  esser  dati  amendue  gli  estremi  della 
curva  richiesta  ) le  ignote  A e B restano  determinate  dall’e- 
quazioni 

n(*'  ,y>,A,B)  = 0 , T%"  , y“  , A , B)  = 0 ; 
nella  seconda  ipotesi  ( equivalente  ad  esser  dato  un  estremo 
p.  e.  (x"  , y")  della  curva  richiesta  , e dover  giacere  l’ altro 
estremo  [x  , y)  in  una  curva  data ) supponendo  espressa 
dall’equazione  F[x/  , y')  = 0 la  data  relazione  fra  x'  ed  y' , 
le  quattro  ignote  A , B , x , y'  risultano  determinale  dall’e- 
quazioni 

H(x' ytj1  ,A,B)—0 , r%"  y",A,B)= 0,  F[a^,y')= 0,  H'+K'k'= 0 

e finalmente  nella  terza  ipotesi  ( equivalente  a supporre  che 
amendue  gli  estremi  della  curva  richiesta  debbano  giacere 
in  curve  date)  supponendo  espresse  dall’ equazioni  F\x',yl)—Q, 
F^x"  , y")  = 0 le  date  relazioni  fra  x , xj'  , e fra  x"  , y" , 
le  sei  ignote  A , B , x , , x"  , y"  restano  determinale  dalle 

sei  equazioni 

n(x'  , y,  , A,  B)&=  Q , F{x'  ,y')  = 0 , W + K'k'  =0, 

U[x"  , y"  , A,  B)  = 0 , Flx"  , y")  = 0 , //'/  + K'Jk"  = 0 . 

73 i.  Per  ragioni  analoghe  a quelle  addotte  nei  tre  n.'  pre- 
cedenti , se  le  funzioni  richieste  di  x sono  y e » , e debba 

essere  un  massimo  od  un  minimo  l’integrale  che  ne  dipen- 

de , l’ equazioni  differenziali  che  determinano  quelle  funzioni 
saranno  due  qualunque  delle  tre  equazioni  differenziali  di  2.° 
ordine 

M — dN=0  , M,—  diY,  = 0 , Mt—  dAr,=0, 

dimostrate  di  accordo  fra  loro  nel  n.°  723. 

735.  In  tale  ipotesi  le  quattro  costanti  che  vengono  intro- 
dotte dalla  integrazione  si  determineranno  dalle  altrettante 
equazioni  che  nascono  sostituendo  nelle  primitive  ora  x ',y',z', 
ora  x"  , y"  , z"  iu  vece  di  x , y , z , quando  per  1 .°  caso  rela- 
tivo ai  limiti  si  ammetta  che  questi  sieno  dati. 

735.  Nella  ipotesi  medesima  , siccome  le  variabili  sono  tre  , 
può  avvenire  che  per  uno  o per  tutti  due  i limiti  non  sian 
dati  i corrispondenti  valori  di  a? , y , z , ma  invece  siano  date 
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due  relazioni  , o pure  una  sola  tra  essi  valori  ; talché  in 
tutto  dobbiamo  ammettere  per  ciascun  limite  tre  distinti  casi, 
dei  quali  si  è considerato  il  1.®. 

Nel  2.°  , supponendo  espresse  le  due  date  relazioni  tra 
od'  ,y'  ,z  dall’ equazioni  F[x' , »/ , z')  = 0 , F,(x' ,'J  ,z')=*  0, 
e da  queste  mediante  la  differenziazione  , e l’eliminazione  ora 
di  dz'  ora  di  drj  , supponendo  cavate  le  altre 

dy1  = k'dx  , dz  =l'dx  , avremo  Si/  = k'Sx  , 3s'=a*/'5a>'. 

Quindi  l’equazione  al  primo  dei  duo  limiti  ( supposti  sempre 
indipendenti  un  dall’  altro  ) , la  quale  si  esprime  da 

H'Zx'  + K'hj  + L'Sz  = 0 , 

divenendo  ( H ' + K'k'  -f  L'l')lx  = 0 darà  H1  + K'k'  + L7'=0  ; 
e così  per  determinare  x',y  ,z  , e le  quattro  costanti  intro- 
dotte dall’  integrazione  , avremo  1 equazioni 

F[x',y',z)  = 0 , s')  = 0,  H'  + KV  + Lrr= 0, 

c le  due  che  nascono  sostituendo  x , y‘ , z'  invece  di  x,y  ,z 
nelle  due  primitive  complete.  In  vero  l’ equazioni  son  cinque 
mentre  le  ignote  son  selle  ; ma  dovendosi  aver  riguardo  al- 
l’ altro  limite , le  ignote  saranno  dieci  con  altrettante  equa- 
zioni se  anche  per  l’ altro  limile  avrà  luogo  il  caso  in  parola  ; 
e se  per  l’altro  limile  saranno  date  x"  , y"  , z"  , l’ equazioni 
saranno  sette  come  le  ignote  , avendosi  due  altre  equazioni 
con  sostituire  x"  , y"  , z'  in  luogo  di  x , y , z nelle  primitive 
complete. 

737.  3.°  Finalmente , nel  caso  di  una  sola  relazione  tra 
x , y , z , la  supporremo  indicata  da  F[x'  , y , z')  = 0 ; e 
da  questa  potendosi  desumere  un’equazione  della  forma 

dz'=  mdx'  -f-  n'dy' , avremo  ancora  Ss'  =m'Sx'  + n'Sy  , 
c con  ciò  l’equazione  al  primo  limile  diverrà 

(H’  + L'm')Sx  -f  (A"  + L'nfiy  = 0 ; 

ma  S x e hj‘  debbono  rimanere  arbitrarie  e tra  loro  indipen- 
denti : dunque  bisogna  porre  separatamente 

H'  + L'm'  = 0.  K'  -f-  L'n'  — 0 ; 

e quindi  iu  questo  3.°  caso  , come  nel  precedente  , per  de- 
terminare le  medesime  selle  ignote  avrem  pure  cinque  equa- 
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zioni  , che  sono 

F[co',y', s')  = 0 , H'+L'm'  = 0 , K'  + L'ri=0  , 

e le  due  che  nascono  dalle  primitive  complete  mediante  la 
sostituzione  di  a>'  , y'  , z in  luogo  di  x , y , z. 

Avviene  ancora  in  questo  caso  , che  le  ignote  sembrano 
in  maggior  numero  dell' equazioni  che  occorrono  a determi- 
narle ; ma  dopo  ciò  che  abbiatn  detto  nel  n.°  733  ò facile 
vedere  mediante  la  considerazione  dell’  altro  limite  , che  in 
tutte  le  sei  combinazioni  che  posson  farsi  dei  tre  casi , il 
numero  delle  ignote  pareggia  sempre  quello  dell' equazioni. 
E I’  uno  e 1’  altro  numero  è dieci  quando  per  niuno  dei  li- 
miti à luogo  il  1.°  caso. 

*738.  Quando  si  tratta  dell' integrale 

ffVdtoly  ~=ffdaxiyf(w  , y , z , p , q) 

considerato  nel  n.°  726  , bisogna  por  mente  alla  impossibilità 
di  ridurre  ad  integrale  semplice  l’ integrale  doppio  Cadente 
parte  della  sua  variazione  , ed  alla  impossibilità  di  liberare 
dal  segno  f i due  integrali  semplici  fedenti  anche  parte  di 
detta  variazione.  Da  ciò  nasce  che  questa  variazione  non  po- 
trebbe esser  nulla  senza  porre  separatamente  le  tre  equazioni 


[p^:;=o.  iwe*o, 


ma  siccome  le  due  prime  sussistono  pei  soli  valori  che  han- 
no co  e y nei  limiti  degl*  integrali , mentre  la  terza  sussiste 
per  tutti  i valori  di  oo  e y compresi  tra  quelli  appartenenti 
ai  limiti , cosi  quest’  ultima  sarà  quella  che  determina  qual 
funzione  sia  z di  x e y ; ed  essendo  per  la  natura  di  P e 
di  Q una  equazione  a derivate  parziali  di  secondo  ordine  , 
la  sua  primitiva  completa  racchiuderà  due  funzioni  arbitrarie. 

*739.  Le  due  equazioni  ai  limiti  si  troverebbero  soddisfatte 
da  sè  stesso  ; quando  Ss  Posse  nulla  per  tutti  i valori  che  zcy 
anno  in  essi  limiti  : o dò  si  verifica  palesemente  quando  in 
linguaggio  geometrico  son  date  non  le  sole  proiezioni  delle 
linee  , sul  piano  xy  , ma  queste  linee  esse  stesse  , le  cui 
proiezioni  sul  detto  piano  si  sapposero  rappresentate  nel  n.°  726 
dai  valori  di  tc  e y aci  limiti  di  ciascun  integrale.  In  qac- 
sto  caso  dunque  le  nominate  due  funzioni  arbitrarie  debbonsi 
poter  determinare  ( se  il  problema  può  esser  risoluto  ) me- 
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diante  la  condizione  , che  la  superficie  espressa  dalla  primi- 
tiva della  terza  equazione  passi  per  tali  due  linee  ; come  nel 
n.°  699  si  potè  determinare  l’unica  funzione  arbitraria,  che 
quivi  trovavasi  nella  primitiva  , facendo  passar  la  superficie 
rappresentata  da  questa  per  una  sola  curva  data. 

740.  Prima  di  venire  nel  capitolo  seguente  agli  esempii 
tratteremo  ancora  del  caso  in  cui  un  dato  integrale , come 
fVdx  , ffVdxdy  debba  essere  massimo  o minimo  , e nel 
tempo  stesso  un  altro  dato  integrale  fWdx  , ff  Wdxdy  , 
dipendente  dalle  stesse  funzioni  incognite  , aver  debba  un 
valor  dato.  In  tal  caso  la  quistione  dicesi  di  massimo  o 
minimo  relativo  anzi  che  assoluto  ; perchè  non  fra  tutte  le 
relazioni  possibili  tra  x e y , o tra  x , y e z , ma  fra  quelle 
sole  che  adempiono  alla  condizione  di  fornire  per  fWdx  o 
per  ffWdxdy  un  valor  dato,  cercansi  quelle  che  rendono 
fVdx  o ffVdxdy  massimo  o minimo. 

Ora  una  quantità  che  si  vuol  data  , c però  costante , non 
dovendo  punto  variare , è palese  da  prima  che  dovrà  essere 
nulla  la  variazione  di  fWdx  o di  ffWdxdy , del  pari  che 
dev’esser  nulla  ( n.°  728)  la  variazione  di  fVdx  o di  ffVdxdy 
per  la  condizione  del  massimo  o del  minimo.  Or  se  altro 
non  si  facesse  che  uguagliare  a zero  la  variazione  di 
/( V -f-  W)dx  o di  ff(V  + W)dxdy , non  si  avrebbe  poi 
modo  da  rendere  di  dato  valore  1’  uno  o l' altro  degl’  inte- 
grali fWdx  ,ff  Wdxdy  ; perchè  le  costanti  arbitrarie  intro- 
dotte dalla  integrazione  . non  sarebbero  più  che  non  furo- 
no eguagliando  a zero  la  semplice  variazione  di  fVdx  o di 
ffVdxdy  ( essendo  sottinteso  che  W non  contenga  derivale 
di  ordine  più  alto  di  quelle  contenute  in  V ) , e frattanto  si 
avrebbe  una  condizione  di  più  a soddisfare,  che  è appunto  quella 
di  dover  l’uno  o l’altro  degl’integrali  fWdx  , ffWdxdy 
eguagliare  una  quantità  data.  Ma  se  alia  variazione  di  fVdx  o 
di  ffVdxdy  aggiungasi  quella  di  A fWdx  o di  A ff  Wdxdy , 
dove  A esprime  una  costante  indeterminata,  e poi  si  eguagli  a 
zero  la  variazione  di  f{V-\-  \W)dx  o di  ff  K -J-  A W)dxdy  , 
(come  se  si  cercasse  il  massimo  o minimo  assoluto  di  que- 
st’integrali)  si  avrà  una  costante  di  più  a determinare,  che 
è A , come  si  avrà  una  condizione  di  più  a soddisfare. 
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CAPITOLO  XXXII 

Esempi  di  massimi  e di  minimi  dipendenti  dal  Calcolo 
delle  variazioni. 


741.  I.°  Ritrovar  la  linea  di  minima  lunghezza  fra  tutte 
le  possibili  a condursi  da  un  punto  ad  un  altro. 

Riferita  la  linea  richiesta  a tre  assi  rettangolari , la  sua 
lunghezza  è indicala  dall’  integrale 

« =/y/dx*  + dy'  + dz'  , 

valutato  da  x'  ,y' , z'  ad  ad' , y" , z"  , che  si  suppongono  essere 
le  coordinate  dei  due  punti. 

In  questo  esempio  , volendoci  servire  delle  formule  del 
n.°  734  avremo 


U=  V dx*  -f-  dy*  -{-dz*  , e quindi 
dii  dx 


dx 


=0  , N d'dx  d$  , 


„ dU  A xr  dU  dy 

Ml  “ Nt~  d.d,j~d,  ’ 

« dU  n dU  dz 

N%~~Tdz~dI' 

Dunque  in  virtù  del  n.°  citato,  l' equazioni  che  determi- 
nano la  natura  della  linea  richiesta  saranno 


, dx  . , dy  „ , dz 

d7»  = 0 ‘ d-J.  = 0’ 


e supposto  che  non  sia  data  alcuna  relazione  tra  a>  , y y z' 
e or  , y"  , z"  , dovranno  verificarsi  l’ equazioni  ai  limili 


dx'  ,,dy'  dz'  , 

17Sx  + — + _5.  =0> 

•i*"  Zr,"  A.dy"  x " JLdi"  XJ'  n 
Ts "ùx  +d^Sz  ==0- 


(2) 

(3) 


L’  equazioni  (1)  , che  sono  di  secondo  ordine  , integrate 
la  prima  volta  danno  le  altre 


Cale.  Ini. 


l!l—  n — — r 

d,  ~A  • dt~B  ’ dt~L  ’ 


78 
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fra  le  quali  eliminando  ds  nascono  le  due 

dx  A dy B 

rfl  ~c~a  ’ Ts~C~b' 

Queste  poi  sono  di  primo  ordine  , e integrate  di  nuovo  danno 
a = az  -f-  « , y — Iz  + /3  , 

che  rappresentano , come  dovevamo  aspettarci , una  lìnea  retta. 

Rapporto  a ciascuna  dell’ equazioni  ai  limiti,  ammetteremo 
successivamente  i tre  casi  che  prendiamo  a dichiarare  sulla 
prima. 

Questi  sono:  1 .°  che  il  punto  ( x‘  , y'  , z')  sia  dato  ; 2.°  che 
tal  punto  debba  stare  in  una  curva  data,  ed  espressa  dall’e- 
quazioni  F[x'  , y'  , z')s=»0  , Ft{a>  , y , z')  = 0 ; 3.°  final- 
mente che  debba  giacere  in  una  data  superfìcie  , espressa 
dalla  sola  equazione Si  scorge  pertanto  che  tali 
casi  corrispondono  esattamente  ai  tre  dichiarati  nei  n.>  735 
736  e 737.  Nel  1.°  l’equazione  (2)  è soddisfatta  da  sè. 
Nel  2.°  le  H',K',L'  del  n.°  736  eguagliano  rispettivamente 

li?  ’ ìfi?  ’ 7?  ’ e clu'nc*'  * equazione  JT+  K'k'  -f-  L'V  = 0 può 
ridursi  all’altra 


'+^‘'+Sr=0' 


la  quale  per  i valori  di  V , /'  , e per  le  formole  conosciute 
esprime  che  la  trovata  retta  esser  dee  normale  alla  curva  data. 

dy*  dzr  . , . 

Infatti  — e — dinotano  i valori  che  nel  punto  (a)' , y1 , z') 

ax  dx  ^ 

prendono  l’ espressioni  di  e — desunte  dall’ equazioni  del- 

UX  l IX 


la  linea  cercata  , che  attualmente  è una  retta  ; k'  e l'  poi 
esprimono  i valori  che  prendono  nel  medesimo  punto  V espres- 
sioni di  ~ e ~ desunte  dall’  equazioni  della  curva  dove  il 
dx  dx 


punto  stesso  dee  trovarsi.  Nel  3.°  caso  finalmente  , le  H’  , 
K' , L'  del  n.°  737  essendo  pur  espresse  come  nel  2.°,  l’ equa- 
zioni i/'-f  L’m'—O , K'-\-  L'n'  — Q di  detto  n.°ci  danno  le  altre 


le  quali  per  i valori  di  m'  ed  n'  , e per  le  formole  cono- 
sciute dinotano  che  la  trovata  retta  debb’ essere  normale  alla 
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superficie  data.  E ciò  perchè  ^ e ^ esprimono  i valori  che 

dz  dz 

nel  punto  (co'  , y , s')  prendono  le  — e — cavate  dall’  e- 

quazioni  della  linea  richiesta  , che  si  è trovata  essere  una 
retta  , laddove  m‘  ed  n'  dinotano  quelli  che  nel  punto  stesso 

dz  dz 

prendono  le  derivale  parziali  ~ e — , fornite  dall’equazione 

della  superficie  in  cui  questo  punto  si  dee  ritrovare. 

Dunque  ( come  doveasi  attendere  ) il  cammino  più  breve 
tra  due  punti  è la  retta  che  li  unisce  , e dee  trovarsi  normale 
ai  luoghi  geometrici  di  essi  quando  i punti  non  sono  dati. 

*742.  Supponiamo  ora  che  la  richiesta  linea  più  corta  non 
debba  cercarsi  fra  tutte  le  possibili , ma  tra  quelle  esistenti 
sopra  una  data  superficie  curva,  espressa  dall’equazione 
f[x  ,y,z)=*  0.  In  questo  caso  tra  le  variazioni  Sx  , Sy  , Ss 
delle  coordinate  dei  singoli  punti  della  linea  richiesta  , sus- 
sisterà quella  stessa  relazione  , che  in  virtù  dell’  equazione 
f[x  ,y  ,z)  = 0 sussiste  fra  dx  , dy , dz  ; epperò  , supponendo 
ridona  l’equazione  differenziale  di  questa  alla  forma 

dz  ==  pdx  + qdy  , avremo  pure  Sz  = pSx  + $y- 


Or  quella  parte  della  variazione  di  fU , che  rimane  soggetta 
al  segno  f quando  le  variabili  sono  x , y , z , è ( o.°  720  ) 

f[[M— dN)Sx  + (J/,—  d?*l  )Sy  -f-  (.V,  —dN,  )fa]  ; 

dunque  sostituendovi  i valori  di  M , N , M , , ...  scritti  nel 
n.°  precedente  , e 1’  anzidetto  valore  di  Sz  , diverrà 

e non  potrà  esser  nulla  indipendentemente  da  Sx  e Sy  ( co- 
me in  generale  debb’ essere  per  1’ esistenza  del  massimo  o 
del  minimo  ) senza  porre  le  due  equazioni 

«> 


una  qualunque  delle  quali  ( poiché  il  di  loro  accordo  fu  di- 
mostrato nel  n.°  724)  insieme  con  la  data  f[x  , y , s)=0 
determina  pienamente  la  curva  richiesta. 

* 743.  L’ equazioni  (1)  ci  menano  ad  una  proprietà  note- 
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volissima  di  questa  curva.  Esse  infatti  con  supporvi  ds  co- 
stante, e con  sostituirvi  i valori  di  p e q tratti  dall’ equazioni 


à± 

dx 


che  sono  (n.°104)  le  derivate  parziali  dell'equazione  f(x,z,y)=0, 
divengono 


d'x  df  _ d*z  df  d‘y  df~ d%z  df 

ds  dz  ds  dx  ’ ds  dz  ds  dy  ’ 

e quindi  se  ne  desume  facilmente  la  doppia  proporzione 


df  df  df  d*x  d*y  d*z 

Ix  ’Ty  ' T:  ''  ' df  '’ 

ma  i cosetti  degli  angoli  della  normale  alla  superfìcie  cogli 
assi  coordinati  son  proporzionali  ( n.°  356  ) ai  tre  primi  ter- 
mini , e i coseni  degli  angoli  del  raggio  di  prima  curvatura 
della  linea  in  parola  coi  medesimi  assi  son  proporzionali 
(n.°  345)  ai  secondi  tre  termini  ; dunque  un  tal  raggio  coin- 
ciderà colla  normale  , ed  il  piano  osculatore  della  linea  più 
corta  ( nel  quale  pel  n.°  344  si  contiene  questo  raggio  ) sarà 
da  per  lutto  normale  alla  superficie. 

*744.  Per  ciascuno  dei  limiti,  ossia  degli  estremi  della  mi- 
nima curva  , qui  non  abbiamo  che  due  casi-:  cioè  che  sia 
dato , o che  si  trovi  in  una  data  linea  tracciata  sulla  propo- 
sta superficie , e per  la  quale  occorre  un'  altra  equazione. 
Nel  1.°  caso  l’equazione  corrispondente  al  limite  che  si  con- 
sidera è soddisfatta  da  sè  ; nel  2.°  poi  avendosi  due  equazioni 
tra  le  coordinate  di  un  tal  limite  , si  ricade  nel  secondo  caso 
della  quistione  precedente  ; e quindi  si  conclude , come  ivi  , 
che  la  minima  curva  debb'  essere  normale  alla  linea  data. 

745.  II. 0 Con  qual  arco  di  lunghezza  data  / bisogna  unire 
i dati  punti  M'  ed  M"  ( fig.  93  ) posti  da  una  stessa  parte 
dell’  asse  OX  , perchè  abbassate  su  questo  le  perpendicolari 
M'P'  , M"P" , il  trapezio  raislilineo  P'M'MM"P"  che  ne  risulta 
sia  un  massimo  o pure  un  minimo  ? 

Qui  l’ integrale  da  farsi  divenire  massimo  o minimo  , e 
quello  che  vuoisi  dato  sono  rappresentati  rispettivamente  da 

fydw  e JV  dx * -f-  dy' , presi  l’uno  e l’altro  da  af  e yf  fino 
ad  x"  e y" , che  sono  le  coordinate  dei  punti  M'  , M"  : dun- 
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quo  pel  n.°  740  convien  porre 

5 f(ydx  -f-  V/ dx%  •+•  di/)  = 0 , 
dove  X indica  una  costante  indeterminata.  Ora  essendo 


U = ydx  -f-  W' dx*  + d/  , avremo 
dU 


M = ^ = 0 
dx 


N = 


d.dx 


, ydx 

“*'+ ir  ’ 


K=~-- 

dy 


, „ dU  Uy 

dx’N‘=7^=W’ 


e quindi  l’ equazione  differenziale  della  curva  cercata  potrà 
essere  ( n.°  729  ) 1’  una  o 1’  altra  delle  due 

dy  + d~ ■=■  0 , dx  — d^r  = 0 , 

3 ds  ds 

che  si  accordano  tra  loro  ( n.°  722  ).  Or  gl'  integrali  di  que- 
ste sono  palesemente 


. ydx 

y+-dr=B' 

e possono  ricevere  le  forme 

ydx 

y~B=~ 


x — — = A 

ds 


x-A='^-: 

dt 


dunque  innalzando  a quadrato  e sommando , avremo 


(n-AY  + iy-B)': 


y'jdx'+dy*) 

ds' 


(«) 


L’ arco  richiesto  è dunquecircolare , e le  costanti  A,B  , X 
tornano  determinale  dalle  condizioni  che  dee  passare  pei 
punti  M'  , M"  , ed  avere  la  lunghezza  /.  Chiamando  c la 
corda  M'M"  , si  à per  determinare  il  raggio  X 1’  equazione 

c l 

— = scn  — • 

2x  2X 

Trovato  poi  X , i valori  di  A e B si  potrebbero  avere  dal- 
I’  equazioni  che  nascono  sostituendo  ora  od  , / , ora  x"  , y" 
in  vece  di  x e y nell’  equazione  (1)  ; ma  non  ne  vale  la 
pena  , perchè  il  centro  dovendo  essere  nella  perpendicolare 
sul  mezzo  della  corda  , resterà  determinato  dal  solo  valore 
del  raggio. 
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È chiaro  inoltre  che  il  centro  avrà  , come  lo  mostra  la 
figura  , una  posizione  doppia  e simmetrica  rispetto  alla  cor- 
da ; e che  il  trapezio  al  quale  appartiene  l'arco  rivolto  con 
la  concavità  all'  asse  OX  è un  massimo  , laddove  il  trapezio 
cui  spetta  1’  arco  rivolto  all’  asse  con  la  convessità  è un 
minimo. 

*746.  Osservando  che  il  trapezio  massimo  è somma,  e che 
il  trapezio  minimo  è differenza  del  trapezio  rettilineo  costan- 
te P'M'M"P"  e del  segmento  M'MM" , ne  viene  in  conseguen- 
za che  questo  segmento  è sempre  massimo  ; talché  se  la  qui- 
stione  riguardasse  il  segmento  racchiuso  da  una  retta  data 
e da  una  linea  contermine  di  data  lunghezza  , essa  non  sa- 
rebbe suscettibile  che  di  un  massimo , il  quale  si  avrebbe  nel 
segmento  circolare  di  corda  eguale  alla  retta  data  , e di  arco 
avente  la  data  lunghezza.  Or  si  vuole  osservare,  che  questa 
conseguenza  sussiste  ancora  nel  caso  che  la  lunghezza  del- 
P arco  , e la  posizione  dell’  asse  son  tali  che  il  segmento  ven- 
ga intersegato  dalle  ordinale  estreme  ; benché  in  tal  caso  il 
trapezio  mistilineo  non  sia  rappresentato  da  fydoo. 

Infatti , dato  che  il  massimo  segmento  sia  M'MM"  (fig.  94) 
si  potrà  in  esso  condurre  in  infiniti  modi  una  corda  g'g" 
tale  che  pel  segmento  g'Mg"  distaccato  da  essa  , e per  un 
altro  asse  oh  convenevolmente  scelto  abbia  luogo  il  caso 
precedente  : cioè  che  questo  segmento  non  venga  intersegato 
dalle  ordinate  estreme , e che  però  corrisponda  ad  un  inte- 
grale della  forma  f ydn.  Or  1’  area  totale  essendo  per  ipotesi 
un  massimo  , lo  sarà  pure  quella  di  detto  segmento  , non 
facendone  variare  il  contorno  pt'Mg"  ; poiché  se  un  altro 
segmento  isoperimetro  g'gg"  esser  potesse  maggiore  di  g'Mg"  , 
il  segmento  M»g"M"  sarebbe  maggiore  del  primitivo  M'MM", 
onde  questo  non  sarebbe  più  il  massimo  , contro  l’ ipotesi. 
Dunque  pel  u.°  precedente  l’ arco  g'Mg"  sarà  circolare  ; il 
che  non  potrebbe  avvenire  per  tutte  le  corde  in  tal  guisa 
condotte , se  tutta  intera  la  curva  M'MM"  non  fosse  un  sol 
arco  di  cerchio. 

747.  III.0  Dati  in  un  piano  l’asse  OX  (fig-  95) , e i due  pun- 
ti M'  , M"  posti  da  una  medesima  parte  di  esso  ; trovar  la 
linea  M'MM''  , che  rolaudo  intorno  al  medesimo  generi  la 
minima  superficie. 
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Io  questa  ricerca  debb’  essere  un  minimo  l’ integrale 

ZrfyV'M+df  , e quindi  f yV' dx*  dy* , 

preso  fra  limiti  ri  , y'  ed  x"  , y".  Il  perchè , essendo 


u = 

yV'  dx*  -+■ 

, avremo 

M = 

dV  — 0 

N ■ 

iV 

y dx 

ydx 

dx  ’ 

d.dx  | 

Vdx'+dxf 

dt 

N 

- dV 

ydy 

_ydy 

dy  ’ 

11 1 

~ d.dy~  | 

V'  dx'-\-dym 

ds 

Pertanto  ZfU=  NSx+Njy  +J\M—  dN)$x  +/[Mt—dNt)Sy 
e r equazioni  che  si  accordano  a darci  la  curva  saranno 

ds  ds 

Or  la  prima  di  queste  conduce  successivamente  alle  altre 

ydx^Bds  , y'dri  = ìTidaf+dy') , dx=  - ~B-y—  . 

Vif—B' 

1’  ultima  delle  quali  integrata  coi  metodi  conosciuti , o me- 
diante la  formola  del  n.°  426  ci  dà 

a — it’  , y+V  «• — B*  —g~ 

x — A — Bl- 1 , onde  - = e B ; 

B B 


y+l /y—B* 


y— V'  y*— -B* 


, dunque  avrem  pure 


li  y — y* — B * 

- e=s  e B , c quindi  - — e B ■ 

y-Vy-B'  B 

Sommando  ora  queste  due  equazioni  esponenziali , si  ottiene 
sotto  forma  razionale  rispetto  ad  y , F altra 

b(  x~i  — 

«=,-(  e B + e B)  , 


che  esprime  elegantemente  la  natura  della  curva. 
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748.  L’equazione  ai  limiti  essendo  soddisfatta  da  sè,,  a 
motivo  che  i punti  M'  ed  M"  si  suppongono  fissi  , le  co- 
stanti A e B si  dovranno  determinare  assoggettando  la  cur- 
va a passare  per  questi  punti.  Infine  se  si  ponga  x — .4  = u , 
l’equazione  della  curva  prenderà  la  forma  semplicissima  : 


che  rimanendo  la  stessa  quando  u si  cangia  in  — u,  dimo- 
stra che  la  curva  sia  simmetrica  rispetto  a un  nuovo  asse  delle  y, 
come  oy  , distante  dal  primo  per  A , e che  abbia  per  coordinate 
del  punto  situato  in  quest’asse  u=0  , y—B.  (a) 

*749.  IV.0  Fra  tutte  le  curve  piane  e isoperimetre,  com- 
prese tra  i punti  M'  , M"  ( fig.  96  ) dati  da  una  stessa  parte 
di  un  asse  OX  , e posti  con  esso  in  un  medesimo  piano  , 
trovar  quella  per  la  quale  il  trapezio  misti  lineo  P'M'M"P" 
rotando  intorno  all’ asse  genera  il  massimo  solido. 

L’ espressione  integrale  del  solido  essendo  oc  f y'dx  , e 


(a)  È questa  la  curva  che  in  Meccanica  dicesi  catenaria , da  che 
rappresenta  quella  in  cui  si  piega  un  filo  pesante  , omogeneo  e perfet- 
tamente flessibile , attaccato  a due  punti  fissi.  Essa  è fregiata  di  molte 
proprietà  riguardevoli , geometriche  non  meno  che  meccaniche , fra 
1’  altre  di  esser  rettificabile , quadrabile , e di  avere  il  suo  centro  di 
gravità  più  basso  che  non  sarebbe  per  ogni  altra  curva  della  stessa 
lunghezza.  Or  da  quest’ ultima  proprietà,  combinata  col  teorema  di 
Guidino  si  desume  che  la  catenaria  risolve  in  un  senso  però  men  gene- 
rale il  surriferito  problema  di  minimo , e risolve  anche  in  un  senso 
men  generale  un  problema  di  massimo.  Infatti , secondo  quel-  teorema 
la  superficie  generata  da  una  curva , che  rota  intorno  ad  un  asse  dat 
quale  non  è intersegata , eguaglia  il  prodotto  della  lunghezza  della  curva 
per  la  circonferenza  descritta  dal  suo  centro  di  gravità.  Ma  supposto 
esser  G il  centro  di  gravità  della  catenaria  M'MM  , la  sua  distanza  GH 
dall’  asse  è più  piccola  che  non  sarebbe  per  ogni  altra  curva  contermine 
e isoperimetra  : dunque  la  catenaria  è quella  che  rotando  intorno  ad  un 
asse  orizzontale  sottoposto  ad  essa,  produce  la  minima  superficie  tra 
quelle  capaci  di  esser  generate  da  linee  contermini  ed  isoperimetre  ; e 
inoltre  produce  la  massima  superficie  ( pur  tra  quelle  così  condizionate  ) 
quando  si  rivolge  intorno  ad  un  asse  orizzontale  cui  essa  oppone  la 
concavità  : e ciò  perchè  l’ insieme  delle  due  superfìcie  pareggia  ( pel 
teorema  di  Guidino  ) il  prodotto  della  lunghezza  della  catenaria  per  la 
circonferenza  avente  per  raggio  la  distanza  fra  i due  assi. 
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quella  della  lunghezza  della  curva  essendo  /^dx'  + dy*, 
dovrà  essere  un  massimo  (n.°740  ) l’integrale 

f(y'dx  + X*l/  dx'  + d; /*) 


preso  da  sino  ad  , y"  , 

Richiamando  le  formolo  dei  n.>  722  c 729  , abbiamo 

U mm  ifd-T  4-  \'l/dx'  4-  <l>f  , 

e quindi 


M=~  = 0 , N=£L  = ,f  4 

dx  d.dx  J 


A *dx 

ds 


ir  dU  a j %t  dU  x“<ty 

, W.-75— 3T- 


Perciò  le  due  equazioni  ( fra  loro  di  accordo  pel  n.°  722  ) 
M — dN=  0 , Mi — dN,  = 0 
nel  caso  attuale  saranno 


2 ydy  4-  d—  = 0 , 2 ydx—d^jL  = 0 , 


c la  natura  della  curva  richiesta  verrà  determinata  da  una 
qualunque  di  esse. 

Preferendo  noi  di  desumerla  dalla  prima  , integreremo 
questa  , e chiamando  b il  valore  ignoto  di  y pel  punto  o 
della  curva  dove  la  tangente  è perpendicolare  all’  asse  OX , 
avremo 


/— 


b' 


\*dx 

di 


\*dx 

V'  dx'-\-dy% 


e risolvendo  questa  equazione  per  rapporto  a dx , sarà 


dx  s=s  -4 


(y'—b')dy 

V\'— (y*— *•)• 


Un’  altra  integrazione  darebbe  ® in  funzione  di  y e di 
una  costante  arbitraria  ; ma  questa  integrazione  non  ò fatti- 
bile senza  introdurre  i trascendenti  ellittici , e noi  ci  aster- 
remo di  effettuarla , perchè  la  curva  è bastantemente  caratte- 
rizzata dall’equazione  precedente.  Essendo  poi  fissi  per  ipotesi 
Cale.  Ini.  79 
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i punti  M'  , M"  , l’ equazione  ai  limiti , la  quale  si  compone 
di  termini  moltiplicati  per  Soo  , o di  termini  moltiplicali  per 
Sy  , è soddisfatta  da  sè  ; onde  la  costante  che  introdurrebbe 
la  nuova  integrazione , e i due  parametri  6 e X si  determi- 
nerebbero assoggettando  la  curva  a passare  pei  punti  dati 
M'  , M"  , e ad  avere  tra  questi  una  data  lunghezza,  (a) 
*750.  V.°  Trovar  la  curva  in  cui  l'integrale 


/ 


1/ dx*  -4-  dy*  -\-dz* 


valutato  da  od1  , y , z'  fino  ad  cr"  , y"  , z"  sia  un  minimo. 
In  questo  esempio  abbiamo 

V dx*  -f-  dy*  -hdz* di 

|/2 (*  — *')  “ ’ 


Im- 


ponendo per  brevità  1/ 2(z — z')  = u.  Dunque 

„ dU  dv  dx 

dx  d.dx  udì 

„ dU  A »T  dU  dy 

, — = 0 , jV,  = — - = -f  , 

dy  d dy  udì 

„ dU di  dU  dz 

’ ‘ * ~ JTdx  ~ wiì  ’ 

e supponendosi  da  noi  variabile  anche  z' , è pure  = ~;  • 

Pertanto  le  tre  equazioni  ( fra  loro  di  accordo  ) , che  deter- 
minano la  natura  della  curva  richiesta,  espresse  nel  n.°  723  da 

M—dNz=0  , Ml — dJV,=0  , Mt—dN,=  0, 
saranno  pel  caso  attuale 

*4=0,  ^=0,Ì  + ,4  = 0;  W 

udì  udì  u*  udì  v 


(a)  La  curva  di  cui  si  tratta  ha  in  Meccanica  il  nome  di  curva  clastica, 
perché  rappresenta  la  figura  che  prende  una  lama  clastica  , naturalmente 
rettilinea  , incastrata  ad  una  estremità  , c incurvata  per  l’azione  di  una 
forza  che  si  fa  agire  convenevolmente  all'altra  estremità. 
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Gl’integrali  delle  prime  due  equazioni  (1)  sono 

dx  — a d'J  _ i? 

« d$  ’ fidi 


donde 

Aihj  — Bdx  , e quindi  j/  = «®  + 6.  (3) 

Quest’  ultima  equazione  prova  che  la  curva  richiesta  , che 
supponiamo  rappresentata  da  M'MM'  (fig.  97)  , giace  in  un 
piano  parallelo  all’asse  delle  z.  Dippiù  , essendo  dg  — adx, 
l’ equazione 

— = d , da  cui  dX  — = di/ 2(z — z') , 

ud*  [/dx'+dy+di* 

col  sostituirvi  udx  in  luogo  di  dy  , diviene 

***  — = d 1/2(3— z'); 

|/(1  + a*)dx* +ds* 

quindi  supponendo  col/ 1 -t-o" = X , e 3—3  —Z  , la  curva 
sarà  riferita  a due  assi  come  ox  , os  posti  nel  suo  proprio 
piano  ( rispetto  ai  quali  X e Z dinotano  op  e pM)  ed  avrà 
per  equazione  differenziale 

dX  — = d/l-f«V2Z==  CI/2Z  . 

I /dX*+dZ* 


ponendo  per  semplicità  dl/l  -f-  «*=  C.  Or  quest’  ultima  ac- 
cenna chiaramente  ad  una  cicloide  sita  colla  sua  base  sul- 
l’asse ox , perchè  sciolta  rispetto  a dX  si  ottiene 


(E) 


dX  = 


ZdZ 


V é-1' 


simile  a dx  = > 


ydy 


\S2ay-—  y* 


che  pel  n.°  294  è l' ordinaria  equazione  differenziale  della 
cicloide  , avente  la  sua  base  sull'  asse  delle  x ; talché  — 
esprime  il  diametro  del  cerchio  generatore. 
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*751.  Torniamo  ora  alle  coordinale  primitive  per  discutere 
le  condizioni  relative  ai  limiti , qnaudo  essi  non  son  dati. 

La  terza  dell' equazioni  (1),  la  quale  non  è servita  per 
iscoprire  la  natura  della  curva  , ci  dà 


Dunque  la  parie  (2)  della  variazione  di  fU  diverrà 

dx 
vds 


■SaJ  + ^Sy  + ( G~ ,è) *2'  • 


e quindi  l'equazione  ai  limiti,  stante  il  non  esser  data  ve- 
runa dipendenza  dell’uno  dall'altro,  si  partirà  nelle  due 


dx" 


u"ds" 

dx 


Sx" 


dti"  dz" 

1^77  V + 77^  ^"  = 0, 

dy' 


u"ds'‘ 

dz" 


Ss' = 0 : 


(*) 


. dx  dy 

ma  per  essersi  trovate  costanti  le  quantità  — e — , dob- 


biamo ritenere  che 


dx1  dx"  dy1  dy" 

u'ds'  u"ds"  ’ u'ds ' u"ds" 


dunque  la  seconda  dell’  equazioni  (4)  diverrà 


dx" 

u"ds" 


dy"  x ' ^ 


dz" 

u"dt" 


Ss' 


0. 


Or  questa  e la  prima  delle  stesse  equazioni  (4) , liberai  e da 
rotti  si  cangiano  nelle  altre 

dx"Sx"+  dy"Sy"+  dz"Sz"=0  , 
dx"Sx'  + dìj'Sy  -f  dz"Sz'  =0  ; 
le  quali  diviso  rispettivamente  per  dx"Sx"  , dx'Sx'  divengono 


±djl?yl-L?lLìL-  - o 

dx"  Sx"  dx"  Sx"  ~ 


. dy"S,/  dz"  Sz' 

dx"  Sx1  dx"  Sx' 


0. 


Dopo  ciò  , supponendo  che  i punti  ài'  , M”  debbano  giacere 
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in  curve  date  LM'N  , RM"S  , pongasi  mente  che  ^ 

si  riferiscono  alla  tangente  della  cicloide  nel  punto  M"  ; che 

— — rr , si  riferiscono  alla  tangente  della  curva  RM''S  in  M"  , 

*x"  Sx" 

e che  del  pari  > JL  si  riferiscono  alla  tangente  della  cur- 
va LM'N  in  M':  e diverrà  chiaro  che  l’ equazioni  precedenti, 
in  virtù  delle  formole  conosciute  dell’Analisi  a tre  dimensioni 
esprimano  che  la  cicloide  sarà  normale  in  M"  alla  curva 
FM"S  , c che  la  sua  tangente  in-.tal  punto  sarà  perpendicolare 
eziandio  alla  direzione  della  tangente  alla  curva  LM'N  in  M'  ; 
talché  se  le  date  curve  esistessero  nel  piano  della  cicloide  , 
le  loro  tangenti  in  M'  ed  M"  sarebbero  parallele. 

*752.  Se  il  luogo  del  punto  M"  fosse  una  data  superficie  in 
vece  di  una  curva  data,  supponendo  essere  dz  =» mdx  + ndy 
l’equazione  differenziale  di  tal  superficie,  avrebbesi 

Jz"  ss  m"2x"  + n'%". 

Dunque  la  prima  dell’ equazioni  (4)  diverrebbe 

{dx"  + m"ds")Sx"  + {dy"  + n"dz")3y"  = 0 , 
e per  soddisfarla  converrebbe  porre 

dx"  + tn"dz"  = 0 , tfy"  + n"dz"  = 0 , 
o che  torna  lo  stesso 


ina  d’altra  parte  l’ equazioni  della  tangente  alla  cicloide  nel 
punto  M"  sono 


dz" 


c quella  del  piano  tangente  alla  data  superficie  nel  medesimo 
punto  è 


z—z"=m"(x—x")  + n"(y—y")  : 

dunque  per  le  teoriche  dell'Analisi  a tre  coordinate  , le  due 
precedenti  equazioni  esprimeranno  che  la  cicloide  sarà  nor- 
male in  M"  alla  superficie.  E in  simil  modo  con  la  seconda 
dell’ equazioni  (4)  si  proverebbe  che  quando  il  luogo  del  pun- 
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to  M'  fosse  pure  una  superficie,  il  piano  tangente  di  essa  in  M' 
debba  esser  perpendicolare  alla  tangente  delia  cicloide  in  M", 
e quindi  parallelo  al  piano  tangente  dell’  altra  superficie  in  M". 

'753.  Quando. i punti  M'  ed  M"  son  dati  , non  vi  à d'i- 
gnote se  non  la  costante  che  trovasi  nell’  equazione  (E)  , e 
l’ altra  che  emerge  dalla  sua  integrazione.  Sarebbe  difficile 
il  determinare  analiticamente  la  prima  di  queste  due  costanti 
mercè  la  condizione  che  la  curva  dee  passare  pel  punto  M", 
perchè  l’ equazione  finita  della  curva  è come  tutti  sanno  tra- 
scendente ; ma  non  ne  vale  la  pena , perchè  dovendo  la  base 
della  curva  giacere  sulla  oco , ne  sarà  M'  la  origine,  e per 

avere  il  diametro  -^77  del  cerchio  generatore  basta  osservare , 

che  descritta  un’altra  cicloide  M 'mn  con  la  stessa  origine  e 
con  un  diametro  arbitrario  2 c di  cerchio  generatore , e sup- 
posto che  incontri  la  corda  M'M"  in  ni  , il  diametro 

sarà  determinato  dalla  proporzione  M'm'  : M'M"  : : 2c  : ^ 

la  quale  à luogo  per  esser  fra  loro  simili  tutte  le  cicloidi , (a) , 
e perchè  le  due  che  qui  si  considerano  sono  ancora  simil- 
mente poste. 

*754.  Quando  i punti  M'  ed  M"  in  vece  di  esser  dati  , 
esistono  su  data  curve  o su  date  superficie  , come  si  sup- 
pose nei  n.1  751  e 752  , sono  ignote  le  nove  quantità 
co'  , y , z'  , cd"  , y"  , z"  , a , A , C , ma  si  hanno  per  determi- 
narle altrettante  equazioni  ; poiché  ciascuno  dei  limiti  ne 
fornisce  tre  , che  sono  le  due  della  curva  , e quella  che  espri- 
me la  posizione  della  tangente  alla  curva  rispetto  alla  tan- 
gente della  cicloide  in  M"  ; 0 pure  l’ equazione  della  super- 
ficie , e le  due  esprimenti  che  il  piano  tangente  alla  superficie 
è perpendicolare  alla  tangente  della  cicloide  in  M".  Tre  altre 


(a)  Che  tutte  le  cicloidi  sieno  tra  loro  simili  è una  conseguenza  di 
un  teorema  generale  e solenne  , che  stabilisce  la  simigliamo  di  tutte 
le  curve  ad  unico  parametro  , come  di  tutti  i cerchi , di  tutte  le  pa- 
rabole, di  tutte  le  iperbole  equilatere,  di  tutte  le  lemniscate , ecc.  ecc. 
Veggansi  le  nostre  Ricerche  analitiche  sulla  simigliamo  delle  curve,  con 
Appendice  tulio  simiglianza  delle  superficie  curve  , e tu  quella  delle 
curve  a doppia  curvatura.  Napoli  1825, 
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equazioni  poi  sono  : y1 — y"  = a[x — x")  , la  quale  nasce  da 
che  l’equazione  y=ax+b  del  n.°  730  debb’ esser  soddisfalla 

da  x'  , yf  , non  che  da  x"  , y"  ; 1’  equazione  AV  1 + a*  = C 
dello  stesso  n.°  750  , e l’ equazione  trascendente  che  equivale 

alla  proporzione  M'm'  : M'M"  ::  2 c : -~A-  (a) 

*755.  VI.0  Fra  tutte  le  superficie  terminate  da  un  contorno 
dato  e non  piano  , ritrovar  quella  di  cui  l’area  sia  un  minimo. 

Riferita  la  superficie  a tre  assi  rettangolari,  l’area  di  essa 
verrà  indicata  (n.°  543)  dall’integrale  doppio 

J'’’iv/^daVT+7+f  , 

e le  quantità  xt  , x,  , yp  , yK  dipenderanno  dalla  proiezione 
del  dato  contorno  sul  piano  delle  x e y.  Dunque  paragonando 
il  detto  integrale  a quello  considerato  nel  n.°  726  avremo 


V=l/i+p'  + q', 


e per  conseguenza 


Z 


? 

V 


Sicché  pel  n.°  738  quella  parte  della  variazione  di  esso  in- 
tegrale , che  si  riferisce  a tutti  i valori  di  x e y compresi 
tra  quelli  che  appartengono  al  dato  contorno  e che  perciò 
eguagliata  a zero  fornisce  l’ equazione  derivata  della  richiesta 
superficie , sarà 


Lo  sviluppo  di  questa  dà  primamente 


dV  Trdq  dV  n 
-Pd^  + Vdy^^==:0i 


(L) 


fa)  In  questo  c nei  quattro  n.1  precedenti  si  à la  soluzione  generale 
e diretta  del  problema  di  Meccanica  al  quale  6i  accennò  nelle  note  che 
si  leggono  appiè  delle  pagine  133  c 210. 
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ma  per  essere  V = V 1 -f-  p'  -f  q'  , si  u 


rfr__£F3p  dV_dVdp  dVdq 

dx  dp  dx  dq  dx  ’ dy  dp  dy  ' dq  dy  ' 


7~  = ■?}  , ^ = 4 . ed  abbiamo  ancora  ( n 

dp  Y aq  V y 

dp  d'z  dp  dq  d'z 

dx  ■ - —r  ' * - 


380) 


dx' 


dy  dx  dxdy 


d1  = d'z  — , 
dy  dy' 


dV  dV 

dunque  sostituendo  nell’  equazione  (L)  i valori  di  ^ e ~ f 
nel  risultato  sostituendo  quelli  di-,^,^-,  — = 

dpdq  dx  dx  dy  dy 

e in  fine  sostituendo  il  valore  di  V , avremo  dopo  le  ovvie 
riduzioni  , 


0 +/>*)<  + (!  4-9>=2w.  (M) 

Di  questa  equazione  a derivate  parziali  di  secondo  ordine 
ignorasi  la  primitiva  generale  ed  esplicita  in  x , y , z e due 
funzioni  arbitrarie  ; ma  è dimostrato  che  tal  primitiva  equi- 
valga al  sistema  delle  tre  equazioni 

op=u+w  , y = <? (u)  + 4-(t>)  , 

z=/duV—  1 —(*'«)•  +fdv 1 — (4-t')*  . 

dove  u e v esprimono  due  nuove  variabili.  Noi  qui  non  e- 
sporremo  il  metodo  con  che  si  è pervenuto  a quest’  equazioni, 
perchè  sconfina  cogli  elementi  ; e ci  limiteremo  ad  osservare 
che  le  cerniate  due  funzioni  arbitrarie  si  debbono  determinare 
in  modo  che  la  superficie  passi  pel  dato  contorno  ; perchè 
essendo  5z  = 0 pei  singoli  punti  di  esso  , l’equazione  ai  limiti 
nascente  dalle  altre  due  parti  della  variazione , è soddisfatta 
da  sè  stessa.  Quando  una  tal  determinazione  non  è possibile, 
la  soluzione  del  problema  sembra  per  lo  meno  incompleta. 

*756.  Intanto  come  termine  di  questo  capitolo  e insieme  del 
Metodo  delle  variazioni , crediamo  dover  segnalare  un  caso 
riguardevole , in  cui  si  è giunto  a trovare  l’ equazione  finita 
della  superficie  in  funzione  esplicita  di  co  , y , e z.  Esso  è 
quando  la  richiesta  minima  superficie  dee  passare  per  due 
rette  non  parallele  nè  concorrenti.  Allora , prendendo  per  asse 
delle  x una  delle  rette  , c per  asso  delle  z la  perpendicolare 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  INTEGRALE.  633 

ad  ambedue  1*  equazioni  di  una  saranno  y = 0 , s = 0 , e 
quelle  dell’altra  avranno  la  forma  j/  = colan*  , z=c.  La 
superficie  risulta  espressa  dall’equazione 

y =.ao  tan  — , 

c 

la  cjuale  ( senza  qui  esporre  il  metodo  con  che  si  desume 
dallo  tre  suddette  ) adempie  manifestamente  alle  condizioni 
di  passare  per  le  due  rette  date  , e si  può  facilmente  veri- 
ficare che  rende  soddisfatta  l’equazione  (M)  colle  derivate 
parziali  di  l.°  e di  2.°  ordine  della  variabile  z , che  in  virtù 
dell’equazione  precedente  risulta  espressa  in  x e y da 

c y 

z = - are  tan— • 

* x 

Questa  superficie  non  differisce  dall’  elicoide  a piano  di- 
rettore espressa  dall’  equazione  (E)  n.°  335  , e per  ravvisarne 
la  identità  basta  supporre 

Z~aR’  donde  7R  = a=S^Q'  (fa-™)- 

Yale  intanto  la  pena  di  notare  che  supponendo  così  piccolo 
l’arco  la  cui  tangente  è - da  potersi  avere  come  prossima- 
mente uguale  ad  essa  , la  precedente  equazione  divenga 
cy  =*  ot-xz  , e quindi  esprima  una  paraboloide  iperbolica.  Dal 
che  segue  che  ogni  porzione  di  elicoide  a piano  direttore  , 
terminata  da  un  arco  di  elica  , dalla  sua  projesione  sul  di 
lei  asse  , c dalle  due  generatrici  che  uniscono  gli  estremi  di 
uno  con  quei  dell’  altra  , può  riguardarsi  composta  da  elementi 
di  paraboloidi  iperboliche  , aventi  uno  stesso  piano  direttore  , 
e terminati  ciascuno  da  quattro  rette:  come  quello  indicato 
da  ML/m  nella  fig.*  56. 

In  modo  analogo , considerando  una  porzione  di  parabo- 
loide iperbolica  , terminata  da  quattro  rette  , se  si  conceda 
che  ogni  suo  elemento  , del  quale  due  lati  opposti  siano 
finiti  e i due  altri  siano  infinitesimi  , si  possa  riguardare 
come  un  elemento  di  elicoide  a piano  direttore  , o pure  come 
somma  o differenza  di  due  elementi  di  una  medesima  elicoide 
a piano  direttore  , la  superficie  di  quell’  elemento  di  parabo- 
loide sarà  certo  la  minima  fra  tutte  quelle  capaci  di  passare 
Calc.Int.  80 
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pei  lati  finiti  di  esso  ; e siccome  tutti  gli  elementi'  costituiscono 
una  superficie  continua , sembra  potersene  inferire  che  anche 
questa  , cioè  la  porzione  di  paraboloide  iperbolica  terminata 
da  quattro  rette  ( tolta  a considerare  ) sia  la  minima  fra  tutte 
le  superficie  continue  e terminate  dalle  stesse  rette , non  ostante 
che  l'equazione  della  paraboloide  non  soddisfaccia  la  con- 
dizione (M)  stabilita  nel  n.°  755  ; potendo  aver  luogo  il  caso  di 
un  minimo  singolare  , ossia  diverso  dagli  ordinarli.  Alla  quale 
opinione  aggiunge  forza  il  considerare  che  in  virtù  delle  due 
generazioni  rettilinee  e dei  due  piani  direttori  della  paraboloide 
iperbolica  si  ottiene  per  minimo  la  medesima  superficie , sia 
supponendo  che  i lati  finiti  degli  elementi  secondino  due  rette 
opposte , fra  le  quattro  che  la  circoscrivono , sia  che  secon- 
dino 1’  altre  due  rette  opposte. 
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* SEZIONE  SETTIMA 
Calcolo  delle  diflcrcuze . 


CAPITOLO  XXXIII 

Nozioni  preliminari  , e Metodo  diretto  delle  differenze 
per  le  funzioni  più  notevoli  di  una  variabile. 

757.  Esistono  fra  quantità  comunque  diverse  in  grandezza, 
e le  loro  differenze  prese  più  volte  di  seguito  con  uno  stesso 
ordine  , proprietà  degno  di  attenzione  , e che  formano  il 
soggetto  del  Metodo  o Calcolo  delle  differenze. 

Da  prima  giova  osservare  la  diversità  che  corre  tra  que- 
ste e le  differenze  indicate  nel  Calcolo  differenzialo  coi  sim- 
boli £ix  , At/  , As  , ...  A*y  , A*s  , ...  Quest’  ultime  non 
aveano  valori  fissi  , neppur  dopo  fissali  quelli  delle  varia- 
bili oo  , y , z . . . ma  convergeano  simultaneamente  a zero  , 
bensì  le  differenze  delle  variabili  indipendenti  per  mera  ipo- 
tesi , e quelle  delle  funzioni  di  tali  variabili  per  una  con- 
seguenza necessaria  della  continuità  delle  stesse  finizioni.  Quindi 
nel  caso  per  esempio  di  una  variabile  a?  e di  una  sua  fun- 
ziono y — f(x)  , non  si  consideravano  i valori  convergenti 
a zero  di  Ax  e Ay  , ma  sì  bene  quelli  del  loro  rapporto 

— , a fine  di  scoprire  il  limite  a cui  questo  rapporto  si  av- 
Ax 

vicinava  : limite  che  era  una  nuova  funzione  di  x , indipen- 
dente da  Ax  e Ay  , e determinata  soltanto  dalla  funzione 
primitiva  y , di  cui  per  ciò  chiamavasi  funzione  derivata. 
Al  contrario  nel  Calcolo  delle  differenze  , di  cui  qui  appresso 
vorremo  esporre  le  cose  principalissime , le  differenze  delle 
variabili  indipendenti  si  suppongono  di  valor  determinato  , e 
tali  per  conseguenza  risultano  anche  le  differenze  delle  fun- 
zioni : e si  opera  in  tal  modo , perchè  le  differenze  seguendo 
assai  volte  leggi  più  semplici  delle  quantità  primitive  , giova 
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in  tali  casi  far  dipendere  da  esse  il  calcolo  rigoroso  od  ap- 
prossimativo di  queste  quantità. 

738.  Per  istabilire  innanzi  (ulto  una  regolare  notazione 
delle  differenze  indicheremo  le  quantità  primitive  coi  simboli 

y i y » • y»  > y»  > • • • y« — 1 > y»* 

Queste  quantità  possono  supporsi  fra  loro  indipendenti  , e 
non  assoggettate  ad  altra  condizione  tranne  quella  di  essere 
omogenee  ; e possono  supporsi  nate  da  una  stessa  funzione 
y=f[x)  di  x , col  riguardare  la  x nei  diversi  stati  di  gran- 
dezza indicati  da 

X , Xj  i'Xa  i X 3 j ...  Xn — | , xn  t 
o più  semplicemente  ( come  noi  supporremo  ) da 
x Ax  ,x-jr2Ax  ,x-\-3Ax , . ..  oc  -f-  (n — 1)A® , x-\-nAx  , 

dove  Ax  esprime  una  quantità  data.  In  ogni  modo  , sicco- 
me il  resto  che  nasce  togliendo  y da  y,  , ossia  f[x ) da 
f{x-\-  Ax)  , imitando  la  pratica  tenuta  nel  Calcolo  diffe- 
renziale chiamerebbesi  differenza  di  y , e si  denoterebbe 
con  A y , chiameremo  del  pari  differenza  di  y,  , e indiche- 
remo con  Ay,  ciò  che  nasce  togliendo  y,  da  y,  , ossia 
f(x -f-  Ax)  da  f(x-\-2Ax).  Similmente  chiameremo  differenza 
di  ya  e noteremo  con  ciò  che  resta  sottraendo  y„  da  y, 
e così  di  seguito  : il  che  importa  supporre  tutt’  insieme 

Vi  — y — Atj  , y,— y,  —Ayt  , y,  — ya  = Ay,  , . . . 

e generalmente  y„ — y„_t  = Ay„_i. 

Sommando  tutte  quest’  equazioni  si  ha 

y»  = y + &y  + Ay,  + Ay„  H Ayn_t  ; 

di  che  apparisce  che  1’  ultima  di  quante  e quali  si  vogliano 
grandezze  omogenee  pareggia  l’ insieme  della  prima  , e delle 
differenze  di  tutte  le  precedenti  a coniar  dalla  prima. 

759.  Le  quantità  Ay  , Ay,  , Ay,  ....  non  essendo  eguali 
tra  loro  se  non  per  la  funzione  particolarissima  y = a-j-bx , 
potremo  similmente  considerare  le  differenze  successive  di 
esse.  Or  queste  si  chiamano  differenze  di  secondo  ordine  , 
o semplicemente  differenze  seconde  delle  quantità  primitive 

y , y,  , y, • e in  vece  di  notarsi  ( come  vorrebbe  una 

stretta  analogia)  con  AAy  , AAy,  , AAy,  , ...  si  notano 
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più  speditamente  con  A*y  , A*y,  , A ’y,  ....  scrivendo 
àymrùTy,  Ay, — Ay,=A“y,  , Ay,—Ayt=A'y 

i Egualmente , considerando  le  differenze  tra  le  successive 
differenze  seconde  si  hanno  le  differenze  terze  o di  terzo 
ordine  , che  si  dinotano  con  A3y  , A 3yz  , AJy,  , e cosi 
di  seguito. 

Lo  specchio  qui  appresso  pone  insieme  sottocchio  tutte  le 
relazioni  delle  quantità  in  parola 

y 

y , y, — y ~ Ay 

y • y»— ’/x  = AyI  Ay,  — Ay  = Aay 

y>  y,—  y.— Ay.  Ay,  = Aay,  A*y, — A*y=  A3y  , 


760.  Con  1’  ajuto  di  esso  torna  facilissima  la  formazione 
delle  successive  differenze  di  y in  funzione  di  y , yt , y, , y, , ... 
e viceversa  la  formazione  dei  successivi  stati  di  y , indicati 
da  y,  ,y,  ,y in  funzione  di  y,  Ay,  A*y,...  , ammetten- 

do come  proposizioni  a un  di  presso  evidenti  , che  la  diffe- 
renza di  un  prodotto  di  una  costante  per  una  funzione  sia 
eguale  al  prodotto  della  costante  per  la  differenza  della  fun- 
zione ; e che  la  differenza  ne*,mo  di-  un  tutto  sia  la  somma 
delle  differenze  vd‘ime  delle  sue  parti. 

In  fatti,  sostituendo  nella  terza  colonna  i valori  di  Ay, 
Ay,  e Ay,  scritti  nella  seconda,  si  ottengono  quelli  di  A ay 
e A*y,  ; i quali  alla  lor  volta  sostituiti  nella  quarta  colonna 
danno  il  valore  di  A 3y.  Per  tal  maniera  si  hanno 

Ay=y« — y . A*ye=y,— 2y*+y  , A3ya=y  — Sy.+Sy,—  y , 
e io  dico  che  in  generale  sarà 


A„  n , n(n — 1) 

y = y» — j y»-i + —[-51  y— * — • 


cogli  stessi  coefficienti  numerici  della  potenza  (a — 6)". 

Ed  in  vero  , supponendo  vera  questa  legge  dei  coefficienti 
per  la  differenza  n‘,ima  , possiamo  facilmente  dimostrare  che 
sarà  pur  vera  per  la  differenza  (»+  , poiché  allora 

essendo  da  una  parte 
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e da  un’altra  parte  essendo  pel  n.°  758 

At/„=ylv+-i— y»  , Ayn~  1 = y»— y»-i %=!/.—«/, 

la  sostituzione  di  questi  valori  nella  forinola  precedente  ci 
darà 


. _ ,,  n-Hl 

An+*y  = y„+i — y«- 


(n+l)n 

1.2 


y»-i— 


che  è il  risultato  stesso  che  avrebbesi  cambiando  « in  n+1 
nella  formola  (D).  Questa  forinola  dunque  essendosi  diretta- 
mente  trovata  vera  pei  casi  n=2  , ed  n = 3 , lo  sarà  del 
pari  per  n = 4 , = 5 , ...  La  stessa  per  brevità  si  può 
esprimere  simbolicamente  con 

A"y  = (y— 1 )"  , 

purché  dopo  lo  sviluppo  del  secondo  membro  si  cangino  gli 
esponenti  della  quantità  y in  indici  di  essa , e si  scriva  y 
in  vece  di  1 nell’ ultimo  termine  dello  sviluppo. 

761.  Per  contrario  i valori  y,  , y,  , y,  > • • • si  possono 
esprimere  in  funzione  di  y , Ay  , A “y  , . . . poiché  partendo 
dalla  seconda  colonna  del  soprascritto  specchio  si  ha  bentosto 


y,  = y + Ay  , 

y»=*2/i  +Ay,  =y  + Ay+  A(y-f-Ay)=y  + 2Ay-fA’y  , 
y . — y • + Ay,  =»  y 4-  2Ay  + A*y  4-  A (y  + 2Ay  -f-  A *y) 

= y + 3Ay  -f-  3A*y  -f*  A*y  , 
e io  dico  che  sarà  pure 

*._,+Jiljr+^AV+-..+/V,t  (G) 

dove  i coefficienti  sono  gli  stessi  che  quelli  della  potenza 

(a  + 6)\ 

Infatti , ammessa  questa  legge  dei  coefficienti  nella  recata 
espressione  di  yn , possiamo  agevolmente  verificarla  nella 
espressione  di  y«+i , poiché  dal  n.°  758  abbiamo 

y«+i  — y»  + A y„ , 

ed  in  questa  equazione  sostituendo  ad  y„  e a Ay„  1 espres- 
sione precedente  e la  sua  differenza  , si  ottiene  dopo  le  ov- 
vie riduzioni  quello  stesso  valore  di  y„+i  che  avrebbesi  cam- 
biando n in  n -j-  1 nella  medesima  espressione  precedente  ; 
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ma  questa  espressione  è di  fatto  verificata  sino  ad  n — 3 : 
dunque  la  si  dee  ritener  dimostrata  generalmente.  La  stessa 
poi  si  può  anco  esprimere  con  bella  brevità  per  la  formola 
simbolica 

yn  — (<  + A)ny . 

purché  nello  sviluppo  di  (f+A)B  gli  esponenti  di  A s’ab- 
biano come  indici  delle  successive  differenze  di  y. 

762.  Ciò  premesso  , passiamo  alla  ricerca  delie  differenze 
delle  più  notevoli  funzioni  di  una  sola  variabile. 

Sia  y—f{x)  una  funzione  algebrica  razionale  intera  di  x. 
Sarà  essa  composta  di  termini  della  forma  axm  , indicando  a 
una  costante  , ed  m un  numero  intero  e positivo  ; talché  le 
differenze  di  tal  funzione  dipenderanno  da  quelle  della  fun- 
zione y=xm. 

Or  per  quest’  ultima  essendo  yt  = (aj-f-A®)”  f j0  sviluppo 
del  binomio  di  Newton  ci  darà  per  differenza  prima  di  w 

Ay  = Vi — y — mxm~' 'A®  + ;»("~1)  xm-ì£x*  .] 

Da  questa,  cambiando  x in  ® + Aa>  si  desume 

A yt=m(x  + A®)"- ,A®  + ”*v”  (®  + A®)m_*A®*  -j , 

dunque  sarà 

A*y  =*  At/, — Ay  — m(tn  — \ )®"*~*A x*  -f-  • • • 

Similmente,  cambiando  m in  ® + A®  in  questa  differenza 
seconda  si  ottiene 

Afy=  m(m—  \ )(x + A®)"*-aA®*  H , 

di  che  risulta 

A*»/  = A*yI — A'y]  =»m(m — i){m — 2)®m_JA®5+  • • • ; 
e così  proseguendo  , sarà  in  generale 

A“y = A" • xm —m(m — 1)(m— 2). . .(m  — n-H)®ro“"A®”H 

Da  questo  risultato,  supponendo  n=m  si  desume 
Amy=Am.®m=«*»»(m — f)(m-—2). . .3.24.  A®m  : 

dunque  la  differenza  m"‘mo  d'  ogni  funzione  razionale  intera 
del  grado  m è costante  , e quindi  le  differenze  di  ordine  supe- 
riore son  nulle. 
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763.  La  forinola  (D)  del  n.°  760  nèl  caso  attuale  di  t/s=ur’" 
diviene 

A" . xm  = (a?  + nAx)m — n[a?  + (n  — \ )Ax]m 

+ ^=^[®+(n-2)A^r ±oT  , 

e in  virtù  del  n.°  precedente  il  secondo  membro  dee  ridursi  ad 
ni(m  — 1)(m— 2). . .3.2.  1 . Axm 

nella  ipotesi  di  n=m , qualunque  sia  il  valore  di  x:  dunque 
se  in  questa  ipotesi  facciamo  x — 0 , avremo  per  qualunque 
valor  intero  e positivo  di  m 

mm — m(m  — 1)m+  (m — 2)m — • • rpm  = 1 .2.3. . .m. 

Dippiù  sappiamo  dallo  stesso  n.°  precedente  che  An.xm—0 
nella  ipotesi  di  «>•>»  ; dunque  ponendo  di  nuovo  cc=0 
nella  forinola  precedente  , avremo  nella  detta  ipotesi 

nm — nln — 1)m+  (n — 2)m — ■ ■•.:+:  » = 0 : 

or  queste  due  ultime  formole  esprimono  due  ragguardevoli 
teoremi  numerici. 

764.  Il  prodotto  degli  n fattori  crescenti  della  quantità  Ax 
y=x(x  -f-  A®)(®  4-  2Aos) . . . [ao  -f-  (n — 4 )Aa?] 

appartiene  , com’  è chiaro , alle  funzioni  razionali  intere  ; ma 
senza  darsi  la  pena  di  etfettuare  le  moltiplicazioni  indicate  , 
colf  espressioni  di  Ay  , A*y  , A3y,  . . . scritte  nello  specchio 
del  n.°  759  si  può  avere 

Ay=yt—y=  n(®  + Aa:)(®  + 2A<r).  • .[»+  (n—  1)A®]Aa?  , 

A*y=Ayt — Ay=n(n — 1)(®+2Aaj). . .[cc+(n — 1)A*] Ax1  , 
>•••■  • • • • * 

A "t/=n(n — 1)(n — 2)(n — 3).  ..3.2.1  .A , 

essendo  nulle  tutte  le  differenze  di  ordine  più  alto. 

765.  Circa  le  funzioni  razionali  fratte,  limitandoci  a con- 
siderare 

1 

^ x(x4~  Ax)(x-t-2ax). . .[x-f-(n  — l)Aar]  ’ 
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ùy-y,—y~ 


x(x+Ax). . . (x-t-«Ax)  ’ 


A‘yc=Ayt— Ay*=- 


«(»-+- l)Ax* 


oc[x-\-Ax ) . . . [x+ (n-(-i)Ax]  ’ 
Ahj  = A'y,  — ABy — n(w+l)(»+a)AiB*  _ 


e così  di  seguito. 

766.  Supponendo  ora 


x(x-t-Ax) . . . [x-*-(»4-2)Ax*]  ’ 


y 


avremo  immediatamente 

Ay=a*+Ax—  a*=^*(aA*— -t)  ; 

e quindi  , trattandosi  del  prodotto  di  una  quantità  costante 
per  un’  altra  variabile  , 

A*t/SBa*(aA* — ri)*  , I)5 , ... 

e in  generale 

A'y  — a^a**—  1)-. 

767.  Per  la  funzione  logaritmica 

y =»  log® 

si  ha 

j/i  — log(*  + A®) = log  x -f-  log  ^ 1 4-^ 

= loS®+jqiT-5^-  + 5—— eco.)  , 

donde  si  caveranno  y%  , y, , ...  scrivendo  2A®  , 3A»  , . . . 
in  vece  di  Ax  ; e poscia  le  formolo  del  n.°  759  daranno 


A w/Ax  1 Ax*  1 Ax1  \ 

— + 5— -eccj, 

AV— *(£-*£  +«*.), 


2ax* 


■ecc 


) 


dove  J#  esprime  il  modulo  del  sistema  a cui  si  riferisce  Ioga?. 

768.  Per  rapporto  alle  funzioni  trigonometriche,  partendo 
Cale.  Int.  81 
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dalle  forinole  conosciute 

sen « — sen 6 = 2 sen ^ (a — 6).così(a+  b)  < 

cosa  — cos&=»— ;2sen^(a— &).sen^(a  + 6)  , 
trovasi  facilmente 

Asen®=sen(® +A®) — sen®=2sen4^-cos^®  rf-  , 

A cos®  = cos^-f-Asc) — cos®= — 2sen^--sen^®-f-  ; 

da  queste  differenze  prime  si  possono  aver  quelle  di  sen  (oo  -f-  ^ 

e cos ^®  + , che  sono  i fattori  variabili  esse,  col  sem- 

plice cambiamento  di  ® in  ®+  A®  ; onde  moltiplicando 
quest’  altre  differenze  pei  fattori  costanti  delle  prime , si  avran- 
no le  differenze  seconde 


A*  sen®= — 4sen*— • sen(®-J- A®)  , 
A*  cos®  = — 4 sen* ~ ■ cos  (®  + A®) . 

Za 


E continuando  allo  stesso  modo , si  perviene  alle  forinole 
generali 

A 

ASnsen®=i;2**senSn— • sen  (®-f-nA®) , 

A/p 

As"cos®=H=2i"sen2n — • cos(®-f-nA®) , 
Afc,+,sen®=it  a^^sen*"*1  ~ • cos^®  -j-  — — ■ A®^  , 
A*«+i  cos  ® = ± 2*B+*  sen**-*-1  ^ • sen  ^®  -f-  A®^  , 

dove  avrà  luogo  il  segno  -f-  o il  segno  — secondochè  tt 
sarà  pari  o dispari. 

769.  Termineremo  questo  capitolo  esprimendo  la  differen- 
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za  n,,ima  di  una  funzione  qualunque  colle  derivate  successive 
di  questa  funzione  , e rappresentando  il  risultato  con  una 
forinola  simbolica  : il  che  costituisce  una  bella  applicazione 
del  Calcolo  differenziale  alla  ricerca  delle  differenze. 

L’espressione  della  differenza  di  primo  ordine  ci  è data 
senz’altro  dalla  serie  di  Taylor;  poiché  supponendo  y=f(x) , 
si  ha  immediatamente 


Or  se  in  questa  si  cangi  y in  Ay , risulterà 

A , d\ y . . . d* 4y  Ajc»  d’a y . 

= 57  A* + -d  r» + -d  ixi + “»■ 


e i coefficienti  di  Ax  , Ax'  , Ax 8 , ecc.  dipendendo  dalle  de- 
rivate successive  della  espressione  di  Ay , è palese  che  qaella 
di  A'y  non  avrà  termine  che  contenga  una  derivata  di  y 
inferiore  al  secondo  ordine.  Essa  dunque  sarà  della  forma 

A,y=aS^A®*+6SAa,3+ecc- ; 

ed  in  questa  , cambiando  pure  y in  Ay  si  conchiuderà  in 
simil  modo  , che  l’ espressione  di  A3y  non  conterrà  termine 
affetto  da  derivata  di  y inferiore  al  terzo  ordine , e così  di 
seguito.  In  generale  dunque  A'y  avrà  la  forma 

A'»='1SiAa,"+J-£nA*",+ecc'  e> 

e i coefficienti  numerici  A , A,  , A,  , ecc.  saranno  indipen- 
denti dalla  forma  della  funzione  y , cioè  a dire  saranno  gli 
stessi  per  qualunque  funzione.  Potremo  dunque  determinarli 
con  supporre  y=e"  , chè  allora  sopprimendo  il  fattore  e" 
comune  ai  due  membri  (n.‘  81  e 766)  , verrà 

(e4*—  -J-.<41Aa3’M  ì-J-ecc.  (2) 

e siccome  Ax  è indeterminato  , si  avranno  i coefficienti  A , 
Ai  , A%  , ecc.  sviluppando  il  primo  membro  ( n.°  199)  , ed 
eguagliando  partitamente  i coefficienti  delle  potenze  simili 
di  Ax  nei  due  membri. 

Osservando  ora  che  il  secondo  membro  dell’  equazione  (2) 
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col  cangiamento  di  A®  in  diviene 

A%^’+A’7&*ffrh'+,xc- 

e con  ciò  sarebbe  identico  al  secondo  membro  dell'  equazio- 
ne (4)  qualora  si  cambiassero  in  indici  di  differenziazione  gli 
esponenti  di  dy , ne  viene  in  conseguenza  che  se  anche  nel 

primo  dell’ equazione  (2)  si  sostituisca  — ^ A®  a A®  , e se 

dopo  lo  sviluppo  della  potenza  si  pratichi  il  detto  cangia- 
mento di  esponenti  in  indici  , sarà 


che  è la  promessa  forinola  simbolica. 

CAPITOLO  XXXIV. 

Calcolo  inverso  delle  differenze. 

770.  Il  Calcolo  o Metodo  inverso  delle  differenze  ha  per 
oggetto  la  ricerca  della  funzione  di  cui  è data  la  differenza. 
Questa  funzione  chiamasi  integrale  o sommatoria  della  dif- 
ferenza data  , e s’ indica  con  la  caratteristica  2 scritta  in- 
nanzi alla  stessa  differenza  : la  quale  caratteristica  è in  greco 
la  iniziale  della  voce  somma  , perchè  vedremo  che  la  fun- 
zione per  essa  indicata  è realmente  una  somma.  Cosi  per 

esempio  2a  indica  la  funzione  — la  cui  differenza  è a , 

talché  si  scrive  Sa  = — • 

\x 

771.  Le  caratteristiche  A e 2 accennano  dunque  nel  Cal- 
colo delle  differenze  ad  operazioni  inverse  l’ una  dell’  altra  , 
a simiglianza  delle  caratteristiche  d ed  y.nel  Calcolo  inflni- 
tesimale , epperò  si  distruggono  a vicenda  quando  insieme 
precedono  una  stessa  funzione  , talché  2A'/= A2y  =■>/. 

772.  Essendo  nulla  la  differenza  non  solo  d'  ogni  quantità 
costante , ossia  indipendente  da  oc  , ma  bensì  d’  ogni  fun- 
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zione  periodica  ( n.°  16)  di  x che  abbia  per  periodo  àx  , 
come  sono  per  esempio 

2n*x  , 2n«x 

, nsen , b cos— — , ecc. 

Ax  ax 

quando  n dinoli  un  Intero  , ne  viene  in  conseguenza  che 
dopo  aver  trovata  una  funzione  di  x elio  abbia  una  propo- 
sta differenza,  per  dare  ad  essa  la  maggfore  generalità  pos- 
sibile . sarà  lecito  aggiungerle  non  solo  una  costante  arbi- 
traria (come  nel  calcolo  infinitesimale),  ma  eziandio  un’ar- 
bitraria funzione  periodica  di  x e A® , il  cui  periodo  sia  Aa?. 
Ma  ogni  funzione  cosiffatta  può  stimarsi  rappresentata  da  una 
serie  convergente,  il  cui  termine  generale  sia  della  forma 


Aa  sen 


2 n«x 
Ax 


f B„cos 


2 n<z 
Ax  ’ 


dunque  nel  Calcolo  inverso  delle  differenze  , alla  funzione 
variabile  fornita  dalle  regolo  di  esso  nella  ricerca  dell’ inte- 
grale 2 può  unirsi  una  serie , il  cui  primo  termine  sia  una 
costante  qualunque  , ed  il  termine  generale  sia  dell’  anzidetla 
forma  : e per  brevità  questa  serie  può  essere , sotto  il  nome 
di  costante  arbitraria  indicata  da  C.  (a) 

773.  Due  principii  fondamentali  del  Metodo  inverso  delle 
differenze , inversi  essi  stessi  dei  due  mentovati  nel  n.°  760 
sono:  che  l'integrale  2 del  prodotto  di  una  costante  per  una 
funzione  è identico  al  prodotto  della  costante  per  l’ integrale  2 
della  funzione  ; e che  / integrale  2 della  somma  di  jrià  fan •* 
zi orti  è identico  alla  somma  degl'  integrali  2 di  ciascuna. 

In  virtù  di  quest’ ultimo , prendendo  l’integrale  2 dell’e- 
quazione 

Vn—y  + &y  + A.v,  -f  A$/a  H 1-  Ai 


(a)  Giova  osservare  che  quando  si  dovesse  prendere  I’  integrale  S 
di  cosiffatta  C , bisognerebbe  tenerla  come  una  quantità  realmente  co- 
stante. Cosi  nel  modo  stesso  che 


, _ 2irx  t 2«x 

sarà  pure  X sen  — = — sen  - — , 
r Ax  Ax  Ax 


come  se  sen fosse  costante;  e ciò  incontra  perchè  nel  prendere 
la  differenza  devesi  la  x aumentare  proprio  di  Ax , il  che  non  muta  la 
funzione  periodica  sen-^  di  periodo  Ax. 
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dimostrala  nel  n.°  758  , avremo 

2y„=2t/-fy  + yi  -f-  «/•  + ••  +y»-t , (S) 

che  nella  ipotesi  di  y=F[x ) equivale  all’altra  » 

215!®  -f-  «A»)  = 2fl®)  -f*  Flx)  4-  fl®+  A a?)  -}-  F[x  -{-  2A®)-f- 

• • • + F[® -f- (n — 1)Ao>].  (a). 

Or  da  questa  formola  si  desume  l’altra 

2F[®-|-nA.r) — ’S,F[x)~F[x)-{-F[x-[-  Aa?)+-  • •J7[]a7+(n— 1 )Aa3] 

che  più  brevemente  si  scrive 

2fR) - F{x0)  + F[x,)  + • • • + fi®,-,) . 

accennando  l' indice  qual  multiplo  di  Ax  sia  unito  ad  x.  Or 
se  piaccia  usare  per  rapporto  agl’  integrali  2 una  notazione 
simile  a quella  in  uso  per  gl’  integrali  definiti  f , converrà 
scrivere 

2£fl®)  - F[x.)  + fi®,)  + F[x.)  + ■ • . ■ 4-  %_,)  ; 
e supponendo  , come  sovente  si  pratica  , 

Ay*;fla»)=flm#)  + f(<r1)  + - • + fi®-,)  + fR) , 

avremo 

+ opure  g*,- 2^,+  si.. 

È dunque  chiaro  che  l’ integrale  a differenze  sia  opportu- 
namente indicalo  con  la  caratteristica  2 , poiché  in  sostanza 
rappresenta  una  somma  , come  fu  annunziato  nel  n.°  770  ; 
e questa  somma  , quando  y = F{x)  si  compone  dei  valori 
che  prende  f[x)  al  crescere  la  x per  gradi  eguali  a Ax 
da  x — xa  sino  ad  x = x „ + (« — l)A®. 

774.  L’integrazione  a differenze  indicata  da  2 può  ripe- 


fa)  In  questa  formola , che  per  brevità  si  esprime  colla  precedente , 
supponendo  date  soltanto  la  funzione  F(x)  e la  differenza  Ax  , l’ inte- 
grale 2 F{x)  o vero  2‘y  si  può  riguardare  come  racchiudente  una  co- 
stante arbitraria , o piuttosto  come  se  fosse  esso  stesso  una  costante 
arbitraria , quando  si  supponga  fissato  il  valore  di  x , che  poi  va 
crescendo  di  Ax , 2Ax  , 3ax,  , («—  l)Ax. 
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tersi  più  volte  di  seguito  , a simigliarla  dell’  operazione  in- 
versa indicata  da  A.  Dunque  in  virtù  dell’  equazione  (S)  del 
n.°  precedente  sarà 

2.2y„  =2V=5*t/+2t/  +2y,  +2y,  +•  • +2y_,  ; 

e così  di  seguito.  Or  siccome  cambiando  successivamente  n 
in  1,2, 3,...  n — t nella  formola  (S)  , si  vengono  ad 
esprimere  2y,  , 2y«  , 2,  , . ..  2y»_i  in  funzione  di  2y  , 
diviene  con  ciò  manifesto  che  1’  espressione  di  2*j/«  racchiu- 
derà due  costanti  arbitrarie  ( nel  senso  dichiarato  al  n.°  772) 
cioè  2\y  e 2y  ; l’espressione  di  2syn  ne  conterrà  tre  , 2’y  , . 
2*y  e 2y  ; e generalmente  2my„  ne  conterrà  m. 

775.  Dopo  questi  preliminari  al  Metodo  inverso  delle  dif- 
ferenze , cercheremo  l’ integrale  2 delle  più  notevoli  funzioni 
di  una  variabile  , cominciando  da  quello  di  xm , da  cui  di-  ■ 
pende  l’ integrazione  a differenze  di  tutte  le  funzioni  razionali 
ed  intere. 

Abbiamo  dal  n.°  762 

A . a?"  = mxm~t Ax  + - ^ ■ ■1-a?m~*Aa?1  + • • • ; 

dunque  integrando  col  segno  2 , e poi  cambiando  m in 
m -+•  1 , sarà 

oo "rH  = (m-f-  1)Aa'2a)m  -+■  Ax"Zxmr-1  + • • • 

donde 


(m-f-i)ia: 


-(TT^-  + •): 


or  questa  formola  col  porre  successivamente  m = 0,c3l  ,=2, . . . 
ci  dà 


21 

2® 


-c  , 1 , , 1 A 

S=3^-2X  +0®Aa7’ 


2a?s 
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776.  Per  la  funzione  razionale  intera  di  forma  speciale  * 
y =®(®  + A®)(®  + 2 A®) . . . [®  + (n  — 1 )A®] 
abbiamo  dal  n.°  764 

Ay  =n(®  + A®)(®4- 2A®). . 4)A®]A®  : 

dunque 

5(®  -f-  A®)(®  -f*  2 A®) . . . [®  -f-  (n  — <)A®]  e=t 

«(x-t-A®)(®+2Ax). . .[x-)-(n — l)Ax] 

«AX  * 


e quindi  mutando  ® in  ® — A®  , ed  n in  n + 1 , 

2®(®  + A®)(®  -f-  2A®) . . . [®  + (n—  I)Aaf]  =s 
(x  — Ax)x(x  + Ax) . . . [x  -f-  (n — 1 ) Ax] 

(»+l)Ax 

Risulta  frattanto  da  questa  formola  e dalla  precedente  , che 
l’ integrale  5 eguaglia  la  data  differenza  moltiplicala  pel 
fattore  che  secondo  la  legge  precederebbe  il  primo  di  essa , 
e divisa  per  A®  e pel  numero  dei  fattori  che  viene  ad  aver 
il  prodotto. 

777.  In  simil  modo , la  differenza  della  frazione  razionale 


^ x(x  + Ax)(x-t-  2Ax).  . .[x+(r»  — l)Ax] 

essendo  pel  n.°  765 

— «Ax 


avremo 


^ x(x  -f-  Ax) (x + 2ax)  ...  (x -f- «Ax)  ’ 

2 - =a 

x(x-t- Ax)(x-f-2Ax) ...  (x-t-nAx) 

— 1 

«Ax.x(x-f-Ax)..  ,[x-t-(n — l)Ax] 

778.  Per  la  esponenziale  a*,  la  formola  del  n.°  766 

X 

A ax  = a*(a** — I)  dà  subito  Sa* = a^_S{  ‘ 

E per  le  funzioni  circolari  sen®  e cos®  essendosi  trovato 
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A se»  x = i sen  ~ • cos  ^.t  -f  , 

Aeos.r  = — 2 sen - sen  ^.r-f  , 

integrando  e poi  cambiando  x in  x — — . 

2 sen  x=  -L-cos^  — , 

2 sen  — x 7 


tìi'J 


2 cos 


2 sen 


779.  Finalmente  per  trovar  1’  integrale  2 di  una  qualun- 
que funziono  y di  x , cercheremo  di  esprimerlo  mediante 
l’ integrale  f di  ydx  , e le  derivate  successive  di  questo  ; 
applicando  così  il  metodo  inverso  dei  differenziali  al  metodo 
inverso  delle  differenze. 

A tal  fine  , essendo  pel  teorema  di  Taylor 

a dy  a i d'y  *x*  i d'y  ^xl 
avremo  , prendendo  l'integrale  2 dei  due  membri  , 

Ax*  _ rf*V  . A.*1  d'y 


A —,  dy  , Ax*  d’y  Ax' 


dx' 


-fece. 


Or  se  tutti  quest’  integrali  a differenze  si  suppongano  nnlli 
per  x=x0  , e si  dinoti  con  y„  il  valore  che  prende  y quan- 
do x =s  x0  , avremo 


dy 


Ax’ 


d'y 


Ax' 


d'y 


y — V = Ar 2 --  4-  — — 2—  -f  — — 2 ^ -f  eco. 
J y°  dx  ^ 1.2  dx*~  1.2.3  *dx'^ 

donde  si  trae 


dy_  __  y y„  Ax  ^d'y  .Ax»  d'y 
dx  Ax  1.2  dx»  1.2.3  dx 1 

Questa  formola  col  cambiamento  successivo  di  y in  f ydx , 
Cale.  Int.  82 
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dy  d»y_ 

di  ' dx'  ’ 


ecc.  ci  dà 


Zy 

= kC 

Ax*  „ d'y 
~~  1.2.3  * dx' 

— ecc. 

<l*y 

* Ax' 

_ (d^\  1 _ 
àx\_dx  \(Ì*/oJ 

Ax 

1.2 

■?d‘y 

*dx>' 

Ax* 

1.2.3Z 

d'y 

— — ecc. 

- d*y 

_ 1— 

Ax 

^d*y 

Ax’  v 

,d‘y 

— — ecc 

dx * 

Axldx’  \dx*/,J 

1.2 

~dx* 

1.2.3^ 

dx‘ 

dunque 

sostituendo  l'espressioui  di 

’ * dx*  ’ 

,in  quella  di  , è palese  che  il  risultalo  sarà  uua  equazione 
della  forma 


= hfl  **  ~ cr1+ 1 + ***  §■ + 

Ora  1 coefficienti  numerici  A , B , ecc.  si  potranno  determi- 
nare facendo  y = ex  , ed  oc0— — oo  ; poiché  in  tal  modo 
questa  equazione  diviene  pel  n.°  precedente 

— i — — — ì -(-  A&x  -f  BAao*  + ecc. , 

o vero,  moltiplicando  per  la  serie  in  che  si  svolge  eàx — f, 

\ = (Ax  4-  —•  + jxj  +*cc-)(i  - 1 4-  A Ax  4-  ecc.')  , 

e trattando  questa  come  identica  , trovansi  essere 

A=±,B=0,C 4.0=0.  ecc. 

talché  risulta  definitivamente 
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CAPITOLO  XXXV. 

Applicazioni  del  Calcolo  delle  differenze. 


I.  Interpolazione. 

780.  Quando  si  conoscono  un  certo  numero  di  valori  di 
una  funzione  determinata  ma  incognita  , corrispondenti  a va- 
lori dati  della  variabile , e si  voglion  determinare  quelli  che 
corrispondono  a valori  intermedii  della  stessa  variabile , l’ope- 
razione che  all’  uopo  convien  fare  dicesi  interpolazione  ; e 
generalmente  l’ oggetto  di  questa  ricerca  non  è già  di  trovar 
valori  esatti , ma  in  vece  quello  di  ottenere  con  una  grande 
semplicità  valori  che  abbiano  un  grado  sufficiente  di  appros- 
simazione. 

Il  metodo  diretto  delle  differenze  si  presta  facilmente  a 
questa  ricerca.  Ritorniamo  infatti  alla  formola 

'/«“JZ+jAy +^^A*yH hA”y, 

trovata  nel  n.°  761  , e supponendo  che  y ed  ya  dinotino 
F[x)  ed  F[x  + n&x)  , facciamo  x = 0 : avremo 

F[n*x)  = y0  + j Ay„  + n-^  A*y0  + • • - + , 

dove  l’ indice  zero  scritto  appiè  delle  quantità  y , Ay  , A’y,. . . A"y 
serve  ad  esprimere  che  in  esse  si  suppone  cc=0  , e quindi 
risultano  indipendenti  da  m.  Or  se  per  semplicità  ritorniamo 

a scrivere  x in  vece  di  nAx  , e quindi  — in  vece  n,  avre- 
mo; 

ino  la  formola 

-fL(— — i) 

* y*—y0 +~^Jo+  A-y0+...+  A”y„  , 

che  avrà  un  numero  finito  di  termini  quando  la  differenza 
di  un  certo  ordine  è costante. 

781 . Questa  formola  , se  si  hanno  i valori  y„  , y,  , y« , . . . y, , 
e quindi  ( n.°  760  ) le  differenze  Ay9  , A*»/„  ....  A"y0  , ci 
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esprime  sotto  torma  razionale  e intera  tal  funzione  di  x , in- 
dicata da  F[x)  o da  yx  , che  adempie  la  condizione  di  ri- 
produrre quei  valori  nel  fare  successivamente  x = 0 , = Ax , 
= 2Aa?,  . . . = nAx  , e che  inoltre  ha  costante  (n.°  762)  la 
sua  differenza  n"imn.  Nella  stessa  poi  è necessario  cambiare  x 
in  x — x0  quando  il  primo  valore  di  y , indicato  da  y0  si 
suppone  corrispondere  ad  un  valor  qualunque  x0  di  x anzi 
che  a zero.  La  medesima  prende  allora  la  forma  più  generale 


- ') à'»°+lxc- (A) 


e considerata  come  esatta  fa  pur  conoscere  i valori  di  yr 
corrispondenti  a valori  arbitrarii  di  x , permettendo  così  dii 
estendere  quanto  si  vuole  il  numero  o la  tavola  dei  valori 
i/o  , yt  , y*  , ...  ; nondimeno  , poiché  nel  fatto  non  è che 
approssimata  , sarà  conveniente  di  non  adoperarla  che  per 
valori  di  x compresi  tra  fra  x0  ed  x0  + nAx  , eccetto  che 
non  si  fosse  certo  che  le  differenze  di  ordine  superiore  al- 
j’nuìMo  possano  esser  neglette  senza  errore  sensibile,  (a) 

782.  Supponiamo  dunque  che  si  voglia  il  termine  corri- 
spondente ad  un  valore  di  x minore  di  xa  + nAx  , e per 
{issare  le  idee  intermedie  ad  xa  e .r0-f-Aa> , e in  primo  luogo 
supponiamo  ancora  i termini  primitivi  così  vicini  fra  essi  , 
che  le  loro  differenze  seconde  possano  trascurarsi.  In  questo 
caso  la  forinola  (A)  , limitala  nel  secondo  membro  ai  primi 
due  termini  , darà 


. ir— x0  A 

^ = yo+-~Ay0; 

c da  questa  equazione , se  fosse  dato  j/x  ed  ignoto  x si  de- 


la) Non  è mestieri  ili  questa  o d’ altra  forinola  per  prolungare  a 
\ olonlà  la  serie  dei  valori  y0  , y,  , y%  , . . < quando  si  conoscono  tj0  , 
■ii/o  , A*y0 , ...  e la  differenza  di  un  certo  ordine  si  suppone  costante. 
Difatti  lo  specchio  delle  forinole  scritte  nel  n.°  759  fa  palese  come 
dall' ultima  colonna  (che  sarebbe  quella  della  differenza  costante  ripetuta 
quante  volte  si  vuole)  e dai  soli  primi  termini  delle  colonne  precedenti 
si  possano  formare  successivamente  la  penultima  , 1’  antepenultima  , a 
cosi  giungere  di  mano  in  inano  alla  prima , che  racchiude  i valori  di 
V,  > <Ji  > ?/* 
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ap==®°4-2^— Ax.  (a) 

783.  Se  non  possono  disprezzarsi  che  le  diirerenze  di  3.° 
ordine  , si  prenderanno  tre  termini  del  secondo  membro  deb- 
l’ equazione  (A)  , e così  ridotta  farà  conoscere  immediata- 
mente yx  quando  è data  x ; ma  sarà  men  facile  il  desume- 
re x da  yx  , perchè  l’equazione  è di  2.°  grado  per  rapporto 
ad  x.  La  dilìlcoltà  sarebbe  anche  più  grande , se  bisognasse 
considerare  un  maggior  numero  di  termini  per  aver  conto 
delle  differenze  di  ordine  superiore  al  2.°;  ma  in  questi  casi 
adoprasi  il  seguente  metodo  approssimativo  : si  trascurano 
da  prima  i termini  che  racchiudono  le  potenze  superiori  di 
x — xa  , ciò  che  dà  (come  nel  primo  caso) 


x—x0 


e tornando  poi  all’  equazione  (A)  , c sostituendo  ad  x — x0 
questo  valore  approssimato  nel  coefficiente  della  prima  po- 
tenza di  x — x0  , scritta  come  fattore  di  tutti  i termini  tras- 
curati , dal  risultamenlo  che  in  tal  modo  è' pure  di  primo 
grado  rispetto  ad  x — x0  si  desume  un  valore  vieppiù  ap- 
prossimato di  questo  binomio  ; valore  che  tornando  alla  stessa 
equazione  (A)  si  potrà  di  nuovo  sostituire  ad  x — x0  in  quel 
coefficiente,  e dal  risultato  desumere  un  terzo  valore  di  x — xa 
più  prossimo  ancora  del  secondo  ; e così  di  seguito. 

78  ì.  La  formola  (A)  suppone  ( come  tutte  le  cose  fin  qui 
dette  circa  il  Calcolo  delle  differenze  ) che  x cresca  sempre 
di  una  stessa  quantità  indicala  da  Ax.  Or  nel  caso  che  ciò 
non  incontri  , bisogna  ricorrere  ad  altre  forinole  per  la  in- 
terpolazione. Ve  ne  ha  di  quelle  la  costruzione  delle  quali 
si  riferisce  al  metodo  delle  differenze  ; ma  è più  semplice  , 
e altronde  bastevole  all' oggetto  il  supporre  direttamente  con 
Lagrange 


V—  X0 A'.iy,  + X.yA  + • • • + X,y„  , 


la)  Da  questa  e dalla  precedente  equazione  si  desumono  facilmente 
le  regole  in  uso  pel  calcolo  diretto  e inverso  dei  logaritmi , dei  seni  , 
coseni  , ecc. 
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dove  y0  , y,  , y,  , ■ • • yn  esprimono  tanti  valori  dati  della 
funzione  y , ed  coQ  , xt  , , . . . a?„  altrettanti  valori  arbi- 

trarti e parimente  dati  di  a»,  ai  quali  corrispondono  i primi. 
Allora  il  coefficiente  generale  A,-  dovendo  essere  tal  funzione 
di  x , da  ridursi  all’  unità  per  m = x(  , e da  ridursi  a zero 
per  a?  = arr  quando  l’indice  i'  è diverso  da  t,  queste  due 
condizioni  saranno  soddisfatte  prendendo 

Y __  (*— x,)(x— x,)[x— x,). . ,(x— x,) 

*'  (*<— *.)(*<— *,)•••  {«<-’*■)  ' 
talché  la  forinola  cercata  sarà 

_ (x — xt)(x — /,)...(«  — x„)  (x — x0)(x 
^ (x0 — x,)(x0— x,)...(xu— x„)^°  [x, — x.)(x, 

(x  “ Xoj^X  ■— ‘X,) ...  ^x  — *—  X» | ] 

+ (*»— *o)(xn— X,).  . .(xH—X*-ì)  y* 

2.  Termine  generale , e termine  sommatorio  delle  serie. 

785.  Considerando  una  serie  di  grandezze,  tali  che  le  dif- 
ferenze di  un  certo  ordine  dui  suoi  termini  sieno  costanti  , 
il  metodo  diretto  delle  differenze  , e propriamente  la  forino- 
la (G)  del  n.°  761  ci  darà  il  termine  generale  della  serie  , 
come,  per  addurre  un  esempio,  andiamo  a vedere  nei  così 
detti  numeri  figurati. 

I diversi  ordini  di  questi  numeri  sono 

1. °  ordine  : 1 2 3 4 5 . . . 

2. °  ordine  : 1 3 6 10  15  . . . 

3. °  ordine  : 1 4 10  20  35  . . . 

e la  legge  onde  son  formati  è , che  ciascun  numero  si  de- 
sume unendo  a quello  da  cui  è preceduto  nel  suo  ordine  , 
gli  altri  che  sovrastano  quello  stesso  negli  ordini  precedenti , 
più  l'unità.  Or  supponendo  espressi  da  y ,y,  , . . . i termini 

successivi  di  un  ordine  qualunque  , sarò  yn_i  il  termine  n“imo 
o generale  della  serie  , e quindi  si  dedurrà  dalla  citata  for- 
inola cambiandovi  n in  n — 1. 

Così  ( facendo  astrazione  dal  1 .°  ordine  il  cui  termine 


— x,)...(x— xj 
— x,)...(x„— xjy< 

(L) 
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generale  è visibilmente  n ) pel  2.°  ordine  essendo 

y = 1 . V,  =3  . !/«==6  , y,  = 10  , ... 

e quindi  Ay*=2  , A*y  = 1 , A3i/  = 0 = A *y  = ...  , avremo 
col  detto  cambiamento  j/„— i = 

In  simil  modo  , essendo  pel  3.°  ordine 

y=  1 , y«  =4  , y.  = 10  , ys  = 20  .... 

epperò 

Ay=»3  , A*y  = 3 , A5ys=-1  , A4y  ==0=A5y  = . . . , 
avremo  col  solilo  cambiamento 

_w(n±l](fl±2)  _ 
y"_1  1.2.3 

e per  induzione  il  termine  generale  dei  numeri  figurati  di 
ordine  p,,imo  verrà  espresso  da 

n n-f-1  »H-2  n-f-p— 1 

'Jn~'  ~ ì ~2  3 p 

786.  Al  contrario  , il  metodo  inverso  delle  differenze  , e 
segnatamente  la  formola 

Si:F[x)='zi:F{x)+F(xn) 

stabilita  nel  n.°  773  , può  darci  il  così  detto  termine  som- 
matoria , cioè  la  somma  della  serie  sino  ad  un  termine  qua- 
lunque di  essa  , dato  che  se  ne  conosca  il  termine  generale. 
Così  per  esempio  , essendo 

1.2  ’ 1.2.3  ’ 


i termini  generali  dei  numeri  figurati  di  1.°  ordine,  di  2.°, 
di  3.°  , ....  e dalla  formola 


+ A®). . .(a?-f-nAir)  == 


(a;— -Aa;)a;(a:4-Ax)...[a:-f-(w — l)Aar] 
(n-4-l)Ajj 


trovata  nel  n.°  776  , potendosi  desumere  l’integrale  2*  ^i  cia- 
scuno di  essi  termini  generali  col  porre  in  tal  formola  ir =»n, 
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A®=1  ,<r0=1  , xn=ti , e sapessi  va  mente  »=1  ,=2,  =3,... , 
i richiesti  termini  sommatoci  saranno 

n(n-f-l)  »(n-+-l)(n-t-2)  2)(w-t-3) 

1.2  ’ Tili  ’ 1.2.3. 1 ’ " ’ 

3.  Approssimazione  delle  rettificazioni , delle  quadrature  , 
c delle  cubature. 

787.  Nei  capitoli  9 , 10  , 11  e 12  del  Calcolo  integrale 
abbiam  veduto  che  le  rettificazioni  , le  quadrature  e le  cu- 
bature si  riducono  ad  una  o più  integrazioni  definite,  da  farsi 
ciascuna  per  rapporto  ad  una  sola  variabile.  Dunque  per 
applicare  il  metodo  delle  differenze  a tali  ricerche  , basterà 

considerar  l’ integrale  f f{x)dx  ; il  che  equivale  alla  qua- 

dratura  della  curva  avente  per  equazione  y = f(x). 

Ricorrendo  sulle  prime  al  metodo  diretto  delle  differenze 
si  scorge  che  per  rappresentare  le  ordinate  di  questa  curva 
si  potrebbe  impiegare  la  forinola  (A)  d'  interpolazione  , data 
nel  n.°  781  , per  integrarla  di  poi  fra  i dati  limiti  : il  che 
non  patisce  mai  difficoltà  , trattandosi  di  espressione  razionale 
ed  intera.  E l'impiego  di  colai  formola  equivale  , come  ognun 
vede , a surrogare  alla  proposta  curva  una  parabola  del  gra- 
do n , avente  con  essa  n + 1 punti  di  comune. 

788.  Se  non  che  , a quest’ unica  parabola  si  suol  preferire 
un  sistema  di  parabole  di  2.°  grado  , che  passano  ciascuna 
per  tre  punti  successivi  della  curva  proposta  : la  prima  cioè 
pei  punti  (x0  , y0)  , (®,  , yx)  , (a?,  , y.)  ; la  seconda  pei 
punti  (xt  , ya)  , (x,  , y,)  , (a?*  , y*)  ; e così  di  seguito. 
Per  tal  modo  si  sostituiscono  alle  parti  corrispondenti  dell’area 
cercata  le  aree  di  queste  parabole  , comprese  fra  le  due  or- 
dinate estreme  che  vi  si  rapportano,  come  a dire  l’area  che 
nella  prima  parabola  è compresa  tra  le  ordinate  y0  ed  y,  , 
1’  area  che  nella  seconda  parabola  è compresa  fra  le  ordi- 
nate y,  e y,  , e così  appresso.  È chiaro  che  a tal  line  bi- 
sogna dividere  f intervallo  dei  due  limiti  dell’  integrale  in  un 
numero  pari  2n  di  parti  eguali  , che  ci  daranno  Ax  o più 
semplicemente  S ; e ciascuna  parabola  fornirà  come  parte 
dell’ area  cercata  quella  che  ha  per  basi  due  di  queste  $ suc- 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  INTEGRALE.  637 

cessive.  Or  indicando  la  parabola  di  2.°  grado  che  passa  pei 
primi  tre  ponti  (0  , y0)  , (5  , t/,)  , (23  , y,)  con  l’equazione 

y—a  + bx-\-cx * , 

r area  di  questa  curva  , compresa  tra  le  ordinate  y0  ed  y, 
verrà  espressa  ( n.°  513)  da 

f™yàx  = 2 «5  + 2 65’  -f  ~ ; 

ma  perchè  la  parabola  passi  per  quei  tre  punti  debbono  sus- 
sistere le  tre  equazioni 

yQ—a  , y,  =«  + 65  + c2*  , yt  =a  + 265  -f-  4c5*  , 
le  quali  ci  danno 

_ — 3y,-f-4y,— y,  . _ y.— 2y,-+-y. 

a—y0>b  = Ts , — ■ 

dunque  sostituendo  questi  valori  di  a , b , c nell’espressione 
precedente  , avremo  per  quell’area 

£ 

3(2/0+ +!/*)• 

In  egual  modo,  la  parte  dell’area  della  2.»  parabola,  com- 
presa fra  le  ordinate  y%  ed  y,  , quella  della  3.a  parabola 
racchiusa  tra  le  ordinale  yt  e y,  , . . . , e intine  l’area  del- 
l’ ultima  parabola  , compresa  fra  le  ordinate  yin-t  ed  y*, 
vengono  espresse  da 

\(y*  + h>  +2/*)  » |(2/*  + 4</, +2/«)  » . 

$ 

g(!/in-j+  4ya,_  1 + y2„  ) : 

dunque  unendo  queste  formole  alla  precedente  , l' area  cer- 
cata , ossia  il  proposto  integrale  definito  verrà  espresso  dalla 
formola 

5 [(2/o+2/i»)  +4(2/  « +2/.  1-2/*»— 1)  +%.  +2/*H 2/*»-*)  ] 

in  cui  5 è la  parte  2 dell’  intervallo  tra  i limiti  , ed 
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y0  » y*  • y«  * • • • y*» sono  * valori  di  fi00)  Per  *=0 . 
a=  25  = 2n5.  E questa  formola  si  traduce  per  rapporto 

alla  curva  , nel  prodotto  di  un  terzo  dell’  intervallo  costante 
delle  ordinate  per  la  somma  delle  ordinate  estreme  , del 
quadruplo  delle  ordinate  intermedie  di  rango  impari . e del 
doppio  delle  ordinate  intermedie  di  rango  pari. 

789.  Un’altra  formola  esprimente  con  maggiore  approssi- 
mazione l'integrale  definito  / * f[x)dx  ci  vien  fornita  dal 

metodo  inverso  delle  differenze , e propriamente  dalla  formola 
trovata  sul  finir  del  n.°  779.  Da  questa  infatti  , scrivendo 
pure  S in  vece  di  bx  , ed  y in  vece  di  f{x)  , si  desume  per 
valor  di  quell’  integrale 

* (Zi  » ® W”J  + • • • 

dove  5 è la  parte  ne,ima  dell' intervallo  x„ — x0  fra  i limiti  , 
ed  y1  , y"  , ...  indicano  le  derivate  di  primo  ordine  , di 
terzo  , ...  della  funzione  f(x). 

790.  Quando  5 è abbastanza  piccola  per  potersi  trascura- 
re 5* , la  formola  si  riduce  all’  altra 

J'*mydoc=*s(iy0  + yl+y,  + ...  , 

la  quale  coincide  con  quella  ritrovata  nel  n.°  485  ; e quando 
non  si  possono  disprezzare  se  non  le  potenze  di  5 superiori 
al  quadrato  , si  ha  la  formola 

J'r*ydx=s(±y0+y,+-. . +§yn)— y'o) . 

che  equivale  a quella  recata  nel  n.°  486. 
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Tavola  dei  valori  del  trascendente fd^ V 1 — c'sen'^ssE1  , 
preso  da  q>  = 0°  sino  a 9=90°  , cioè  a dire  dei  quadranti 
dei  perimetri  ellittici  di  semiasse  maggiore  J , e di  eccentricità 
c = sen0 , per  tutti  i gradi  di  0 da  0 a 90°.  [n9  462,475,500) 


0 

E* 

0 

E* 

0 

E‘ 

0° 

1.57079  63 

39 

1 46746  22 

69 

1.21105  60 

1 

1.57067  67 

31 

1.46077  35 

61 

1.20153  81 

2 

1,57031  79 

32 

1.45390  77 

62 

1.19204  56 

3 

1.56972  01 

33 

1.41686  92 

63 

1.18258  99 

4 

1.56888  37 

34 

1.43966  21 

64 

1.17317  93 

5 

1.56780  99 

35 

1.43229  09 

65 

1.16382  79 

6 

1.56649  67 

36 

1.42476  03 

66 

1.15454  66 

7 

1.56494  75 

37 

1.41707  49 

67 

1.14534  78 

8 

1.56316  22 

38 

1.40923  97 

68 

1.13624  43 

9 

1.56114  17 

39 

1.40125  97 

69 

1,12724  96 

19 

1.55888  74 

49 

1.39314  02 

79 

1.11837  77 

U 

1,55639  97 

il 

1.38488  65 

71 

1.10964  34 

12 

1.55368  08 

42 

1.37650  43 

72 

1.10106  21 

13 

1.55073  43 

43 

1.36729  il 

73 

1,09265  93 

14 

1.54755  45 

44 

1.35937  69 

74 

1.08442  52 

15 

1.54415  94 

45 

1.35064  38 

75 

1.07640  51 

16 

1.54052  15 

46 

1.34180  60 

76 

1,06860  95 

li 

1.53666  97 

47 

1,33286  99 

77 

1.06105  93 

18 

1,53259  72 

48 

1,32384  21 

78 

1.05377  69 

19 

1,52830  62 

49 

1.31472  95 

79 

1.04678  64 

29 

1.52379  92 

59 

1.30553  99 

89 

1.04014  43 

21 

1.51907  85 

51 

1.29627  89 

81 

1.03378  94 

22 

1.51414  69 

52 

1.28695  37 

82 

1.02784  36 

23 

1.50900  71 

53 

1.27757  39 

83 

1.02231  25 

ii 

1,50366  21 

54 

1.26814  65 

84 

1.01723  69 

25 

1.49811  49 

55 

1.25867  96 

85 

1.01266  35 

26 

1,49236  87 

56 

1.24918  16 

86 

1.00864  79 

21 

1.48642  68 

57 

1.23966  li 

87 

1.00525  85 

28 

1.48029  26 

58 

1.23012  72 

88 

4.00258  40 

29 

1.47396  98 

59 

1,22058  89 

89 

1.00075  15 

39 

1.46746  22 

69 

1,21105  69 

99 

1.00000  00 
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Tavola  dei  valori  del  trascendente  f = f"  , 

l/l  — e’senm<f> 

preso  da  9=0°  sino  a 9=90° , dove  c=scnfl  , per  tutti  i 
gradi  di  fi  da  zero  a 90°  ( n.‘  462  e 475  ). 


0 

F‘ 

0 

F‘ 

& 

F‘ 

0° 

1 .57079  93 

39 

1.68575  03 

99 

2.15651  59 

i 

1.57091  59 

31 

1.6941  1 43 

61 

2.18421  32 

2 

L 57 127  49 

32 

1.70283  59 

92 

2.21319  49 

3 

1,57187  39 

33 

1L7J192  46 

93 

2.24354  93 

i 

1.57271  24 

3i 

1.72139  08 

64 

2.27537  94 

a 

1.57379  21 

35 

1.73124  51 

65 

2.30878  97 

6 

1.5751  1 36 

36 

1.74149  92 

69 

2.34390  47 

I 

1,57967  79 

37 

1.75216  52 

97 

2,38087  61 

8 

1.57848  Gli 

38 

1.76325  61 

68 

2,41984  15 

9 

1,58054  (19 

39 

1,77478  59 

99 

2.46099  94 

19 

1.58284  28 

49 

1,78676  9j 

79 

2.50455  00 

LI 

1.58539  41 

il 

1.79922  15 

71 

2.55073  14 

12 

1.58819  72 

42 

1.81215  98 

72 

2,59981  97 

13 

1.59125  43 

43 

1.82560  18 

73 

2.65213  89 

li 

1.59456  83 

Li 

1.83956  67 

74 

2.70806  79 

Li 

1.59814  29 

45 

1.85407  49 

75 

2.76806  31 

19 

1.60197  81i 

49 

1.86914  75 

79 

2,83267  25 

17 

1.60008  13 

47 

1.88480  86 

77 

2.90256  49 

18 

1.61045  il 

48 

1.90108  39 

78 

2.97856  89 

19 

1.61510  09 

49 

1.91799  75 

79 

3.06172  89 

29 

1.62002  58 

59 

1,93558  19 

89 

3.15338  52 

21 

1 ,62523  39 

51 

1.95386  48 

81 

3.25530  29 

22 

1.63072  91 

52 

1.97288  22 

82 

3,36986  89 

23 

1.63651  li 

53 

1.99266  97 

83 

3.50042  24 

2i 

1,64260  il 

54 

2.01326  95 

84 

3.65485  59 

29 

1.64899  52 

55 

2.03471  53 

85 

3.83174  19 

29 

1,65569  69 

iifi 

2.05706  23 

86 

4,05275  81 

27 

1.66271  59 

57 

2.08035  89 

87 

4.33865  39 

28 

1.67005  94 

58 

2.10465  7G 

88 

4.74271  72 

29 

1 .67773  48 

59 

2.13002  14 

89 

5.43490  98 

39 

1 .68575  03 

69 

2.15651  59 

99 

infinito 
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